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Feber  die  Xi  nie  äquidifferenter  Po- 
tenzen bei  zwei  Kreisen. 

Von 

♦ 

Herrn  Doctor  Kösters 

zu  Warendorf. 


Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  der  eine  solche  Lage  zu 
zwei  festen  Kreisen  hat,  dass  die  Quadrate  der  von  ihm  aus  an 
die  Kreise  gezogenen  Tangenten  eine  constante  Differenz  haben, 
heisse  „die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  für  diese  zwei  Kreise.“ 
• 

Die  beiden  Kreise  seien  M und  N mit  den  Dadien  R und  r, 
der  Punkt  1)  liege  io  der  Linie  äquidifferenter  Potenzen,  und  die 
Ton  ihm  aus  nach  M und  N gezogenen  Tangenten  seien  T und  t ; 
dann  ist : 


T*—P=ZC2, 


wo  t1  die  constante  Differenz  ist.  Um  nun  die  Ortslinie  des  Punk- 
tes D zu  finden,  ziehe  man  die  Centrallinie  MN  und  theile  diese 
io  A so,  dass 


MA 


~ NA- 


m2 

MN* 


wo 


m*—  ca  -f  R2  — r2 

Ist,  dann  ist  die  in  A auf  MN  errichtete  Senkrechte  die  ver- 
engte Ortslinie,  welche  wir  L nennen  wollen. 

Tbtil  XIX.  1 
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Führt  man  die  Tangenten  auf  die  von  D aus  gezogenen  Cen- 
trailinien  DM(a)  und  I)N(fi)  zurück,  so  ist  für  T 2 — (2  = c2: 

a*  — 62==c2  + ß*--r2:=ro2. 

Aus  der  Betrachtung  dieser  Ortslinie  L will  ich  hier  our 
einige  spezielle  Fülle  hervorheben. 

■ 

1)  Es  sei  zunächst  die  Aequidifferenz  c2=0  oder: 

T2  — {zz=0,  und  a2  — b2=R2 — r2. 

Dann  ist  L die  Linie  der  gleichen  Potenzen,  axe  radical,  die  als 
eine  bei  der  Betrachtung  der  Kreise  äusserst  fruchtbare  Linie 
hinlänglich  bekannt,  wenn  auch  noch  weniger  in  Handbücher  auf- 
genommen  ist.  Man  findet  sie  vielfach  sowohl  analytisch  als  rein 
geometrisch  betrachtet,  cf.  Steiner’s  geometrische  Constructio- 
nen  ji.  59.;  Adams  harmonische  Verhältnisse  p.  249.;  Plü  • 
ckers  geometrische  Entwickelungen  I.  48.;  Chasles  Geschichte 
der  Geometrie  p.  202. 

2)  Setzt  man: 

N c2=n(ß2 — ra), 

oder: 

T2  ~ <2= n(ß2  — r2) , • 

oder: 

a2  — Ä2=(n  -f  1)(R* — r2); 

. j > 

so  ist  L die  Linie  der  gleichen  Potenzen  für  jedes  Kreis- 
paar,  das  aus  den  beiden  Peripherien  der  ursprünglichen  Kreise 
M und  N um  zwei  entsprechende,  entweder  innere  oder  äussere 

Berührungspunkte  von  T und  t mit  den  Radien  R\  n und  rV» 
beschrieben  ist;  und  die  Durchschnittsnuukte  sämmtlicher  dieser 
Kreise  mit  den  jedesmal  zugehörigen  Tangenten  T und  t liegen 

in  zwei^ Kreisen,  die  aus  M und  iV  mit  den  Radien  R VSi-l-l  und 

r V«  + i beschrieben  siud  und  für  welche  L die  Linie  der  glei- 
chen Potenzen  ist 

_ 1 • 

3)  Setzt  man : 


oder: 


c2  = — n (ß2  — »*)•, 

* 


oder: 

* i 


» 


. * 
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a2  — 62  =s  — («  ~ 1)  ( K* — *•*) ; 

s«  ersieht  sich  die  Bedeutung  der  Linie  L für  diesen  allgemeinen 
Fall  durch  eine  der  vorigen  (sub.  2.)  ähnliche  Betrachtung;  ich 
werde  hier  nur  zw.ei  spezielle  Fälle  besonders  hervorheben. 

a)  Es  sei 


c2  — — (K?  — r2),  oder  n = l;  _ 

i 

folglich : 


dann  ist  also: 

a2 — Ä2=0,  oder  a = b. 

Hier  ist  L die  Ortslinie  des  Punktes,  der  von  den  Mit 
telpunkten  M und  N gleiche  Entfernung  hat. 

b)  Es  sei 

c2=-~  2(ß2~r2),  oder  n = 2; 

folglich: 

r2-t2  = ~2(A>2-r2); 

dann  ist: 

a2  — b2  = — (R2 — r2) , 

, ■*  ■ I 

oder: 

a2*/?2^2*»-2. 

Die  Linie  äquidifierenter  Potenzen  ist  ftir  diesen  Fall,  dass 
die  Differenz 


ca=  — 2(jR* — r2) 

ist,  von  besonderer  Bedeutung  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Auf- 
lösung von  Aufgaben,  und  sie  mag  in  der  nun  folgenden  Betrach- 
tung vorzugsweise  die  Linie  äquidifierenter  Potenzen  im  Gegen- 
sätze zur  Linie  der  gleichen  Potenzen  beissen,  welcher  Gegensatz 
deutlich  hervortritt  in  den  zwei  Gleichungen: 


und 


a*-d2=Ä*-r* 

ö2  — Ä2=  — (fl2  — T2). 


Die  Linie  äquidifierenter  Potenzen  kann  ebenso,  wie  die  Linie 

l* 
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gleicher  Potenzen,  ausser  durch  die  oben  angegebene  Theilung  der 
Central li nie  M N,  auf  mehrfache  \Veise  einfach  construirt  werden. 
Eine  sehr  einfache  Constructiou  ist  folgende: 

Errichte  auf  MN  die  zwei  senkrechten  Itadien  MII  und  NR, 
ziehe  HK,  und  im  Halbirungspunkte  Q der  Linie  HK  die  Senk- 
rechte QG>  welche  MN  in  O schneidet,  dann  ist  die  Senkrechte 
auf  MN  im  Punkte  ö die  gesuchte  Linie  L äquidifferenter  Po- 
tenzen für  die  zwei  Kreise  M und  N.  — Beschreibt  man  nun  aus 
O mit  OH  oder  OK  einen  Kreis , so  schneidet  dieser  die  Cen- 
trallinie MN  in  S und  s,  welche  Punkte  eine  solche  Lage  haben, 
dass  alle  aus  den  einzelnen  Punkten,  z.  B.  Z),  der  Linie  L mit 
den  entsprechenden  Entfernungen  von  oder  s,  z.  B.  mit  HS  i 
oder  J)sy  beschriebenen  Kreise  die  Peripherien  der  zwei  gegebe- 
nen Kreise  M und  N halhiren. 

Ist  ferner  O der  Hauptpunkt  der  Linie  L äquidifferenter  Po- 
tenzen, so  ist,  wenn  X der  Halhirungspunkt  von  MN  ist,  und 
XOv  — XO  gemacht  wird,  Ov  der  Hauptpunkt  der  Linie  derglei- 
chen Potenzen  für  die  zwei  Kreise  M und  N oder  der  Central- 
punkt der  in  der  Linie  MN  durch  die  Einschnitte  der  zwei  Kreise 
A,H  und  a,b  bestimmmten  Involution,  deren  Hauptpunkte  Sj  und 
5|  sind,  durch  welche  alle  aus  der  Linie  der  gleichen  Potenzen 
mit  den  zugehörigen  Tangenten  beschriebenen  Kreise  gehen. 

Zudieser  Mittheilung  veranlasse  mich  eine  Aufgabe  im  Archiv 
Tbl.  XIII.:  „Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  ziehen, 
der  einen  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durch- 
messers des  letzteren  Kreises  schneidet“  — um  zu  zeigen,  wie 
mit  Hülfe  der  Linie  äquidifferenter  Potenzen  mehrere  Aufgaben, 
zu  denen  auch  obige  gehört,  leicht  aufgelöst  werden  können,  um 
so  mehr,  als  eben  derartige  Aufgaben  dem  nächsten  Zwecke  des 
Archivs  entsprechen  und  auf  dem  Gebiete  des  Gymnasialunter- 
richts vorzugsweise  wünschenswert!!  erscheinen. 

Besagte  Aufgaben  verlangen  die  Constructiou  eines  Kreises, 
der,  wenn  Punkte,  Geraden  und  Kreise  zu  zwei  oder  drei  Stück 
zusammen  gegeben  sind,  durch  die  gegebenen  Punkte  geht,  die 
Geraden  berührt  und  die  Kreise  in  den  Endpunkten  desselben 
Durchmessers  schneidet. 

Es  sollen  hier  nur  zwei  (Taf.  II.  Fig.  2.)  besonders  hervorge- 
hoben werden. 

1.  Aufgabe . Gegeben  sind  zwei  Punkte  E und  F 
und  ein  Kreis  A/,  es  soll  ein  zweiter  Kreis  beschrie- 
benwerden, der  durch  die  zwei  Punkte  geht  und  den 
gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  d esselben  Durch- 
messers des  letztem  Kreises  schneidet. 

Auflösung.  Man  s beschreibe  um  EF  als  Durchmesser 
einen  Kreis  N , construire  zu  M und  N die  Linie  L äquidifferen- 
ter Potenzen,  errichte  NP  senkrecht  auf  EF , so  ist  der  aus  P 
mit  PE  beschriebene  Kreis  der  verlangte. 

Beweis.  Der  aus  P mit  PE  beschriebene  Kreis  geht  auch 
durch  F , weil  P in  der  Ortslinie  PN  des  Punktes  liegt,  der  von 
E und  F gleiche  Entfernung  hat,  und  die  Peripherie  des  Kreises 
M ist  in  G und  H halhirt , denn  der  aus  der  Linie  äquidifferen- 
ter Potenzen  beschriebene  Kreis  halhirt,  wenn  die  Peripherie  des 
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eine»  gegebenen  Kreises,  auch  die  des  anderen  Kreises,  was 
sich  einfach  also  beweisen  lässt:  i . 


Ziehe  MH  und  MG y so  ist: 

's 

MH2=  PN * + NE2, 


(teil  P in  L»  liegt)  nach  der  Formel: 

a2-f-  R2  = b2  -fr2. 


Ei  ist  aber : 


* %• 


folglich : 


PiV*+ M5*= = PE2=PII2, 

PIF^PIW  + MH2-, 


folglich  ist  HM!  senkrecht  auf  PM , und  da  ebenso  MG  senkrecht 
auf  PM  ist,  so  ist  GH  Durchmesser  des  Kreises  M und  folglich 
die  Peripherie  in  G und  //  halbirt. 


2.  Aufgabe.  Gegeben  sind  drei  Kreise  Mt  N und 
Y;  es  soll  ein  vierter  Kreis  beschrieben  werdend  der 
die  Peripher icn  aller  drei  Kreise  halbirt. 


Auflösung.  Ziehe  zu  M und  iV  die  Linie  L äquidifferenter 
Potenzen,  und  ebenso  zu  M und  1 die  Linie  L{  äquidifferenter 
Potenzen,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  P von  L und  />,  der 
Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  und  zieht  man  nun  PJ\\  und 
FF  senkrecht  auf  Pfl,  so  ist  der  aus  P mit  PE  beschriebene 
Kreis  der  verlangte. 

\ 

Esgiebt  eine  ganzeSchaar  von  Aufgaben,  die  sich  mit  Hülfe  der  Linie 
äquidifferenter  Potenzen  ebenso  leicht  als  die  vorigen  auflüsen  las. 
sen,  und  der  Satz:  ,,dass  alle  aus  der  Linie  äquidifferenter  Po. 

tenzen  mit  >T  a2  + R2  oder  V6*  + r2  beschriebenen  Kreise  die 
Peripherien  der  zwei  gegebenen  Kreise  halbiren“,  spielt  hier  eine 
ähnliche  Rolle  als  hei  der  Linie  der  gleichen  Potenzen  der  Satz: 

n dass  alle  aus  ihr  mit  V" ft2 — R2  oder  V b2 — r 2 oder,  was  das- 
selbe ißt,  mit  den  zugehörigen  Tangenten  beschriebenen  Kreise 
die  zwei  gegebenen  senkrecht  schneiden.  Es  sollen  im  Folgenden 
einige  solche  Aufgaben  aufgestellt  werden. 


Aufgaben. 

1)  Einen  Kreis  ziehen , der  die  Peripherie  zweier  (der  Lago 
nach)  gegebener  Kreise  halbirt,  und  durch  einen  gege- 
benen Punkt  geht. 

2)  Einen  Kreis  ziehen,  der  die  Peripherie  zweier  gegebe- 
ner Kreise  halbirt,  und  eine  gegebene  Gerade  berührt. 
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3)  Einen  Kreis  ziehen,  der  die  Peripherie  eines  gegebenen 
Kreises  halbirt  und  zwei  gegebene  Geraden  berührt. 

4)  Einen  Kreis  ziehen , der  die  Peripherien  zweier  Kreise 
halbirt  und  einen  dritten  rechtwinkelig  schneidet. 

5)  Einen  Kreis  ziehen,  der  zwei  gegebene  Kreise  recht- 
winkelig  schneidet  und  die  Peripherie  eines  dritten  halbirt. 

6)  Einen  Kreis  ziehen,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht,  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  und 
die  Peripherie  eines  andern  halbirt. 

« 

• -> 

7)  Einen  Kreis  ziehen,  der  eine  gegebene  Gerade  berührt, 
einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  und  die 
Peripherie  eines  andern  halbirt. 

8)  Einen  Kreis  ziehen,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht,  einen  gegebenen  Kreis  berührt  und  die  Peripherie 
eines  andern  halbirt. 

9)  Einen  Kreis  ziehen,  der  eine  gegebene  Gerade  und  einen 
gegebenen  Kreis  berührt  und  die  Peripherie  eines  an- 
dern halbirt. 


Bemerkung  des  Herausgebers  zu  vorstehendem 

Aufsatze. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hat  zu  dem- 
selben nur  eine  Figur  (Taf.  il.  Fig.  2.)  eingesandt,  welche  zu  den 
beiden  Aufgaben  auf  S.  4.  und  S.  5.  gehört.  Wenn  auch  die  Le- 
ser wahrscheinlich,  so  wie  ich,  Zeichnungen  zudem  ersten  The» le 
dieses  Aufsatzes  vermissen  w erden , so  habe  ich  denselben  dessen- 
ungeachtet auch  ohne  dieselben  abdrucken  lassen,  weil  es  mir 
scheint,  dass  diese  Zeichnungen  ein  Jeder  sich  leicht  wird  selbst 
entwerfen  können,  so  dass  dadurch  die  Deutlichkeit  wesentlichen 
Schaden  nicht  leiden  dürfte. 
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Von  den  einem  Kreise  umschriebenen 
und  einem  zweiten  Kreise . einbe- 
schriebenen Vielecken. 


Von 

Herrn  Planck, 

Repetenten  an  der  polytechnischen  Schute  zu  Stuttgart. 


Man  findet  in  Poncelet’s  Traitd  des  propridtes  pro- 
jectives  einen  ausführlichen  Beweis  des  Satzes: 

„Wenn  zwei  Kegelschnitte  eine  solche  Lage  haben, 
dass  irgend  ein  neck  dem  einen  umschrieben  unu  zugleich 
dem  andern  einbeschrieben  werden  kann,  so  lassen  sieb  un- 
zählige andere  necke  unter  denselben*  Bedingungen  be- 
schreiben.“ 

• r 

Das  Folgende  enthält  eine  Vereinfachung  der  vonPoncclet 
angewandten  Beweismethode,  und  sodann  noch  einen  besondern 
davon  unabhängigen  Beweis  für  das  einem  Kreise  umschriebene 
uod  einem  zweiten  Kreis  einbeschriebene  Drei-  und  Viereck. 

Da  wir  dabei  vom  Pasca Ischen  Satze  in  dem  Sinne, 
wie  derselbe  in  Nr.  XXI.  Theil  XVIII.  dieses  Archivs  auf- 
gefasst  wurde,  vielfachen  Gebrauch  machen  werden,  so  .müs- 
sen wir  auf  das  in  Nro.  I.  dieses  Artikels  Ausgeführte  im  Voraus 
verweisen. 


I. 

Betrachten  wir  ein  System  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  Geraden  OP  (Taf.  I.  Fig.  I.)  liegen,  und  die  den  mit 
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OP~OP  beschriebenen  Kreis  orthogonal  durchschneiden.  Wird 
ein  solcher  Kreis  von  der  Geraden  OP  in  den  Punkten  li,  S ge- 
troffen, so  ist 


0/"=  OP*=  ORx  OS, 

mithin  sind  P',  R , P,  S vier  harmonische  Punkte,  d.  h.  die 
Punkte  P,  P sind  für  alle  Kreise  des  Systems  zugeordnete  Pole. 
Was  im  Folgenden  für  P bewiesen  wird , gilt  auch  für  P. 

Ist  ABCD  ein  irgend  einem  der  Kreise  einbeschriebenes 
Viereck,  dessen  Diagonalen  sich  in  P,  dessen  gegenüberliegende 
»Seiten  also  verlängert  sich  auf  der  Polare  von  P schneiden,  so 
erkennt  man  leicht,  dass  jede  durch  P gezogene  Gerade  zwei 
gegenüberliegende  Selten  AB,  DC  in  zwei  Punkten  A1,  C trifft, 
welche  zu  P und  zum  Schnittpunkt  E der  Geraden  mit  der  Polare 
von  P harmonisch  liegen.  Hieraus  aber  lolgt  unmittelbar,  dass 
die  Punkte  A4,  C wieder  auf  einem  Kreise  des  Systems  liegen, 
und  ferner,  dass  die  beiden  andern  Punkte  B‘,  J)',  in  welchen 
AB,  DC  diesem  Kreise  begegnen,  gleichfalls  mit  P auf  einer 
Geraden  liegen. 

Da  nun  APB , DPC  sowohl  als  A‘Pß',  PPC  ähnliche 
Dreiecke  sind,  so  folgen  nachstehende  wohl  meist  bekannte  Sätze: 

1)  Irgend  zwei  Kreise  des  Systems  werden  von  einer  belie- 
-»  higen  Geraden  in  vier  Punkten  von  der  Lage  geschnitten,  dass 

je  ein  Paar  von  Geraden,  welche  zwei,  nicht  auf  einerlei  Kreis 
liegende,  Punkte  mit  dem  Punkt  P verbinden,  denselben  Win- 
kel bildet,  wie  das  andere  Paar,  {JDPD*  =CPO  u.  s.  w.). 

2)  Da  . 

AP  w AP  DP  DP 
AA'^  Ali'  ~ DD1  X DC ’ 

die  Lage  der  Punkte  A und  D aber  ganz  unabhängig  von  einan- 
der ist,  so  folgt,  dass  das  Verhältnis«  von  AP  zu  der  von  A an 
den  zweiten  Kreis  gezogenen  Tangente  constant  ist,  oder  allge- 
mein, dass  das  Verhältuiss  der  von  einem  Punkt  A irgend  eines 
der  Kreise  an  zwei  andere  Kreise  des  Systems  gezogenen  Tan- 
genten sich  mit  der  Fortbewegung  von  A nicht  ändert. 

Hierin  liegt  zugleich: 

* 

3)  Den  Berührungspunkt  einer  Sehne  AB  mit  einem  Kreise 
des  Systems  erhält  man,  wenn  man  von  P nach  AB  die  den 
Winkel  APB  halbireude  Gerade  zieht. 

Jetzt  handelt  es  sich  darum,  zu  beweisen,  dass,  wenn 
zwei  Seiten  AB,  AC  eines  einem  Kreise  des  Systems 
einbeschriebenen  Dreiecks  Tangenten  an  zwei  anderen 
Kreisen  des  Systems  bleiben,  dann  auch  die  dritte 
Seite  BC  immer  Tangente  an  eiuem  und  demselben 
Kreis  desselben  Systems  bleibt. 


\ 
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Diess  zeigt  sich  nun  hier  weit  einfacher,  als  bei  Poncelet, 
der  ein  System  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlicher  reeller  Sekante 
betrachtet  Poncelet  gibt  zunächst  für  den  Punkt,  in  welchem 
die  Seife  BC  ihre  Umhüllungscurve  berührt,  folgende  Construction: 
Venn  c der  Berührungspunkt  von  AB,  b der  Berührungspunkt 
wo  AC  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  ist,  so  findet  man  den 
Berührungspunkt  n auf  BC,  indem  man  den  Punkt  A mit  dem 
Schnittpunkt  von  Bb  und  Cc  verbindet.  Dann  wird  weiter  bewie- 
se», «lass  der  Punkt  a zugleich  derjenige  ist,  in  welchem  BC 
eben  Kreis  vom  System  berührt.  Das  Letztere  ergibt  sich  nun, 
s«n  wir  jene  Construction  vorläufig  voraussetzen,  einfach  daraus, 
zwischen  den  Punkten  a,  b,  c 1)  die  bekanute  Relation 
$Utt  findet: 

AcX  BaxCb=sAbX  BcX  Cc , 

and  dass  2)  nach  den  oben  angeführten  Sätzen: 

Ab_ AI*  Bc  BP 

Cb~  CP’  Äc-  AP’ 

Dörnach  man  also  erhält: 

Ba_  B P 
Ca  - CP  * 

btnun,  schliessen  wir  nach  Poncelet  weiter,  die  Umhüllungs- 
enrre  von  BC  kein  Kreis  vom  System , so  muss  sie  zusammen* 
fallen  mit  der  Umhüllung  aller  Kreise  des  Systems,  während  doch 
eine  solche  gar  nicht  existirt:  es  bleibt  also  nur  das  Erste  übrig. 

Die  einstweilen  aufgenommene  Voraussetzung  hinsichtlich  der 
ionstruction  des  Berührungspunktes  a liesse  sich  umgehen,  wenn 
nachzuiveisen  wäre,  dass  das  Verhältnis 

BP  CP  BP+CP 
Ba  “ Ca  “*  BC 

unter  den  festgesetzten  Bedingungen  constant  bleibt,  indem  dann 
*«■  selbst  folgen  würde,  dass  a immer  auf  demselben  Kreise 
liest  Man  hätte  dann  einen  allgemeinen  rein  elementaren  Beweis 
unsres  Theorems.  Allein  der  directe  Nachweis  dieses  Satzes 
scheint  mehr  Sache  der  rechnenden  Geometrie  zu  sein,  und  des- 
halb ist  es  wohl  vorzuziehen,  die  gemachte  Vorausetzung  mög- 
lichst einfach  zu  beweisen. 

Wir  schliessen  deshalb  nach  Poncelet  zunächst  so:  Der 

besuchte  Schnittpunkt  irgend  einer  Lage  BC  mit  der  ihr  unend- 
lich nahen  Lage  ist  jedenfalls  kein  anderer,  als  der  Schnittpunkt 
Ta®  BC  mit  derjenigen  nächstfolgenden  Lage,  die  man  erhalten 
'ühde,  wenn  bei  der  Fortbewegung  von  A die  Seiten  AB,  AC, 
Jtott  Tangenten  an  den  beiden  Kreisen  zu  bleiben,  sich  um  ihre 
Berührungspunkte  c>  b drehen  würden.  Man  sieht  sich  daher 
die  Aufgabe  zurückgeführt: 


10 


Den  Punkt  zu  bestimmen,  in  welchem  die  freie 
Seite  BC  eines  einem  Kreise  einbeschriebenen  Drei* 
ecks  ABC,  dessen  Seiten  AB,  AC  sich  um  zwei  feste 
Punkte  c,  b drehen,  ihre  Umbüliungscurve  berührt 

• • < 

Ponc eiet  beweist  die  schon  gegebene  Construction  dieser 
Aufgabe  mittelst  Projection  zweier  concentrischer  Kreise.  Wenn 
gian  sich  aber  an  die  Auflösung  der  Aufgabe  erinnert,  die  Lage 
Von  BC  zu  finden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  so 
wird  man  auf  eine  sehr  einfache  Losung  unseres  Problems  kom- 
men,  da  der  gesuchte  Punkt  eben  die  Bedingung  erfüllen  muss, 
dass  sich  durch  ihn  nicht  noch  eine  zweite  Sehne  vom  System 
der  Sehne  BC  ziehen  lässt.  Wir  werden  hier  mit' folgender  Be- 
trachtung ausreichen. 

Wenn  (Taf.  I.  Fig.  2.)  BC  und  B*C '*  zwei  Lagen  der  freien 
Sehne  sind,  so  schneiden  sich  nach  dem  Pascal’schen  Satze 
BC  und  BC  in  einem  Punkt  der  Geraden  bc.  Dieser  Punkt 
rückt  immer  näher  dem  Punkt  D,  in  welchem  BC  die  bc  trifft, 
wenn  B'C  sich  der  Lage  BC  nähert,  und  fällt  mit  ihm  zusam- 
men, wenn  B'C  mit  BC  zusammenfällt.  Dann  aber  sind,  wie 
man  sieht,  der  Schnittpunkt  von  BC  und  B'C  und  der  mit  D 
zusammengefallene  Punkt  zwei  zu  B , C,  oder  B',  C , harmoni- 
sche Punkte  geworden,  und  daraus  folgt  aus  bekannten  Gründen 
die  angezeigte  Construction. 

. i * 

• * 

Der  weitere  Gang  des  Poncelet’schen  Beweises  ist  nun 
der.  Wenn  irgend  ein  »eck  einem  Kreise  umschrieben  und  einem 
zweiten  eiubeschrieben  ist,  so  wird  jede  Diagonale  des  »ecks 
einen  dem  System  der  beiden  Kreise  angehörigen  Kreis  in  einem 
bestimmten  Punkte  berühren,  und  wird,  wie  sich  aus  dem  erwie- 
senen Hilfssatz  ergibt,  auch  Tangente  an  demselben  Kreise  blei- 
ben, wenn  man  cler  Annahme  Kaum  gibt,  dass  bei  einer  Ver- 
rückung des  Polygons  eine  Seite  desselben  aufhören  würde,  Tan- 
gente an  den  ersten  Kreis  zu  sein.  Bleiben  aber  die  Diagonalen 
immer  Tangentqn  an  denselben  Kreisen,  so  muss  wieder  nach 
dem  Hillssatze  auch  die  Seite  des  Polygons,  deren  Bewegungs- 
gesetz in  Frage  gestellt  wurde,  Tangente  an  dem  Kreise  bleiben, 
au  welchem  sie  es  in  ihrer  ersten  Lage  war. 


II. 


Man  sieht,  dass  der  Nerv  des  Beweises  im  Pascafscben 
Satze  liegt.  Auch  Ponc  eiet  beweist  eigentlich  bei  seiner  Con- 
struction  des  Berührungspunktes  diesen  Satz  nur  zum  zweiten 
Mal.  Im  Folgenden,  wo  wir  die  Betrachtung  der  Umhüllungs- 
curven  zunächst  ganz  umgehen  werden,  werden  wir  uns  gleich- 
falls des  Pascafscben  Satzes  auf  einer  andern  Seite  wieder 
bedienen. 
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Es  sei  (Taf.  1.  Fig.  3.)  das  Dreieck  ABC  einem  Kreise 
mH  dem  Mittelpunkt  O umschrieben.  Die  Peripherie  des  Krei- 
ses , dem  das  Dreieck  einbeschriehen  ist,  wird  Tön  der  Geraden 
AO,  BO,  CO  in  den  Punkten  D,  E,  F getroffen,  E F begeg- 
net der  AO  in  G.  Da  Bogen  AFzx  BF,  Bogen  AE=zCE,  so 
ist,  wie  man  leicht  erkennt, . Dreieck  AEF  congruent  Dreieck 
OEF , iiberdiess  AO  in  G senkrecht  halbirt  Zieht  man  nun  den 
Durchmesser  AQ , der  der  EF  in  P begegnet;  und  trifft  PO  ver- 
längert die  BC  in  R , so  ist,  weil  QD  parallel  EF  und  QF—DE, 


FAP=zEAG~FOPz=zEOG=COR, 


i 


n 


sonach  Dreieck  COR  ähnlich  Dreieck  EOG , oder  OR  senkrecht 
txl  BC  und  gleich  dem  Halbmesser  des  dem  Dreieck  ABC  ein- 
heschriebenen  Kreises.  . 


Nun  bemerke  man,  dass  PO,  OR  Projectionen  der  Sehne 
BF  von  den  Punkten  E und  C des  Kreises  aus  sind.  Da  aber 
PO  auch  eine  Projection  von  Ql)  ist  (von  A aus),  so  muss  nach 
dem  Pascal’schen  Satze  OR  gleichfalls  eine  Projection  von  QD 
von  einem  Punkt  £ des  Kreises  aus  sein.  Somit  ist  ODR—AQQ ; 
und  da  uberdiess  DOR—POG=.QAO , das  Dreieck  DOR  ähn- 
lich dem  Dreieck  QAO,  wornach  man  hat: 


OR= 


ODxAO 

AQ 


ein  anderwärts  her  bekannter  Ausdruck,  der  zeigt,,  dass  der  Halb- 
messer OR  von  der  bestimmten  Lage  des  Punktes  A unab- 
hängig ist 

Es  sei  jetzt  (Taf.  I.  • Fig.  4.)  das  Viereck  ABCD  einem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  O umschrieben,  und  einem  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkt  M einbeschrieben.  AO  halbirt  den  Bogen 
BD  in  E,  CO  in  G , BO  halbirt  den  Bogen  AC  in  F,  DO  in 
//.  Dann  sind  EG,  FU  Kreisdurchmesser,  EG  senkrecht  zur 
Sehne  BD  in  Qt\  FH  senkrecht  zur  Sehne  AC  in  P.  Da  nun 
OM  eine  Projection  sowohl  der  Sehne  DF  (von  H aus) , als  der 
Sehne  AG  (von  E aus)  ist,  so  sind  diese  Sehnen  von  einerlei 
System  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  OM,  und  es  wird  daher 
die  Projection  der  Sehne  DF  von  B aus  zusammenfallen  mit 
der  Projection  der  Sehne  AG  von  C aus,  d.  h.  AC  und  BC 
werden  sich  in  einem  Punkte  iV  des  Durchmessers  OM  schnei- 
den. Hieraus  folgt  einstweilen  so  viel,  dass  der  Schnittpunkt  der 
Diagonalen  des  Vierecks  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Lage 
des  Punktes  A:  denn  der  Punkt  N ist  durch  M und  O bereits 
gegeben. 

Ganz  ebenso  wird  man  schliessen,  dass  DF  und  AG  Sehnen 
von  einerlei  System  sind  in  Bezug  auf  die  Gerade  PO,  dass  folg- 
lich DB  und  JE G sich  auf  einem  Punkte  dieser  Geraden  schnei- 
den, oder  dass  die  Punkte  P,  O,  Q in  gerader  Linie  liegen  (ein 
anderwärts  her  bekannter  Satz).  i*  . *> 
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Für  die  Länge  r des  dem  Viereck  ABCD  einbeschriebenen 
Kreises  hat  man  nun,  da  OAB =zEGB , und  jE£6r:=l  2t.,  mit' 
telst  ähnlicher  Dreiecke: 


r EB 


oder,  da  BE*=EGxEQ: 


2 ii  42  ^ 

r ~OA 

Wollte  man  jetzt  den  in  I.  gefundenen  Satz  benutzen , dass 

EQxEM  . „ EM* 

— ~ eine  constante  Grosse  ist,  also  z.  B.  = OM* 

(wenn  nemlich  der  Punkt  Q mit  M zusanunenfällt),'  so  würde  man 
erhalten: 


r*= 


CM2xEOft 

2(£d/*+OJ72)‘ 


Man  kann  aber  dasselbe  Resultat  unabhängig  davon  aus  den  Ei- 
genschaften des  Dreiecks  EOG  erhalten.  Da  nemlich 


EOQ=GOMf  EOM=zGOQ; 


so  hat  man: 


1) 

2) 


EOxOQ  EQ 
OGxOM~  G1Ü’ 

EOxOM  _ EM, 
OGxOQ  ~ GQ' 


EO * OG*  OE*+OG*  0£*+0G* 

EQ  ~ GQ~  EQ  + GQ  ~ EG  ’ 

,_o^xOP 

r ~ 0£*+ÖG*’ 

ein  mit  dem  obigen  aus  bekannten  Gründen  identischer  Ausdruck. 


woraus 

3) 

somit 


III. 

» 

• Noch  lässt  sich  in  ziemlich  einfacher  Weise  der  Satz  bewei* 
sen,  durch  den  man  mit  dem  Dreieck  und  Viereck  zugleich  fer- 
tig wird: 
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Wenn  zwei  Seiten  AB,  AC  eines  einemKreise  ein- 
beschriebenen Dreiecks  Tangenten  an  einem  zweiten 
Kreise  bleiben,  so  bleibt  auch  die  dritte  Seite  BC 
Tangente  an  einem  dritten  Kreise,  der  mit  den  beiden 
ersten  einerlei  (reelle  oder  ideale)  Sekante  hat. 


Betrachten  wir  zwei  parallele  Lagen  BC  und  B'O  (Taf.  II. 
Fig.  1.).  AO  halbirt  den  Bogen  BC  in  P , A40  den  Bogen 
B]C  in  P.  * Der  Durchmesser  PP  steht  senkrecht  zu  BC  in 
D,  senkrecht  zu  B'C  in  P.  Ist  PP=z%R,  und  der  Halbmesser 
des  andern  Kreises  r,  so  hat  man,  da  PAC=  PPC,  wegen 
Sehnlichkeit  der  Dreiecke: 


* • * 


m • 

findet  man: 


ber 


4 IPr* 

1) 

472V2 

2)  5r 


folglich 


3)  PD  + PB 


'=2  r( 


oa*t  oa-1 


)■ 


oder,  wenn  E die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  be- 
zeichnet: 


PD  + PDfesÜU — DP  stz  2ßr2 


OP*+OP* 

~(7P-£*)* 


= 4ßr2 


JP+jB* 
(JP—E*)*  * 


i 


Da  somit  zwei  parallele  Lagen  von  BC  immer  denselben  Abstand 
haben,  so  kann  man  den  Satz  hiemit  als  bewiesen  betrachten, 
oder  auch,  wenn  man  will«  den  Beweis  in  einer  oder  der  andern 
Weise  vervollständigen. 

Was  man  aber  daraus  in  Bezug  auf  das  einem  Kreis  um- 
schriebene und  einem  zweiten  Kreis  einbeschriebene  Drei-  und 
Viereck  zu  scbliessen  hat,  leuchtet  ein. 


» 


i 


J*  “ 

1 • * 


f» 


\ 


i 


« i 


III 


\ 


Beiträge  zur  Kenntnis»  des  geradlini- 
gen Dreiecks. 

Von 

Herrn  C.  Hellwig, 

Lehrer  der  Muthematik  in  Fürsten w aide. 


Allgemeine  Betrachtung.  , 

Wir  gehen  von  dem  Satze  aus,  dass  die  drei  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  ABC * (Taf.  III.)  in  ihren  Mitten  «,  6,  c 
errichteten  Lothe  sich  in  einem  Punkte  U schneiden,  in  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises,  welcher  sich  um  das  Dreieck  beschrei- 
ben lässt. 

% 

Durch  die  Verbindung  von  a,  b,  c unter  einander  entsteht 
das  Dreieck  abc , dessen  Seiteu  mit  denen  von  ABC  parallel  und 
die  Hälften  von  ihnen  sind.  Die  verlängerten  Lothe  aU,  bU,  cU 
müssen  daher  die  Höhen  des  Dreiecks’ abc  sein,  welche  sich  also 
ebenfalls  stets  in  einem  einzigen  Punkte  kreuzen.  Bei  den  Höhen 
AD,  BF,  CG  von  ABC  mag  dies  in  H «Statt  linden. 

■ i . ; • 

Jetzt  machen  wir 

aAt=z  Ua , bBl  = Ub,  cCL  = Uc 

und  verbinden  die  erhaltenen  Punkte  Alf  Bx,  Cv  mit  H und  mit 
A,  B,  C,  welche  letzteren  ihrerseits  mit  C verbunden  werden. 
Dadurch  entstehen  offenbar  sechs  Rhomben  mit  gleichen  Seiten; 
denn  die  Diagonalen  halbiren  sich  gegenseitig  und  stehen  senk- 
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r 


f 


___  A m 

recht  auf  einander,  und  je  zwei  angrenzende  dies<$*Rhomben  ha' 
ben  eine  Seite  gemein.  In  der  Figur  sind  die  Seiten  aller  sechs 
Rhomben  durch  punktirte  Zeichnung  markirt  worden  und  jede  der 
punktirten  Geraden  ist  mithin  dem  Radius  des  um  das  Dreieck 
ABC  beschriebenen  Kreises  gleich.  . 

* » 

Durch  die  Verbindung  der  Punkte  AlfBy,Cx  unter  einan* 
der  erhält  man  jetzt  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  mit  denen  von 
ABC  als  Gegenseiten  in  Parallelogrammen  bezüglich  gleich  und 
parallel  sind  ( \AXBXCX££  &ABC).  Die  Lage  der  beiden  Drei* 
ecke  ist  reciprok.  da  einerseits  die  verlängerten  Geraden  ,AX  U, 
BXU,  U die  Höhen  von  AXBXCX  bilden,  andrerseits  aber  sich 
leicht  zeigen  lässt,  dass  nicht  nur  AXBX  in  cx,  AXCX  in  bx,  BlCl 
in  ax  halbirt  sind,  sondern  auch 

Aax  = Hax , Bbx  , Ccx  —Hcx 

• % * 

4 

sein  muss,  so  dass  also  in  //  der  Mittelpunkt  des  um  AlBxCl 
beschriebenen  Kreises  liegt.  Die  einander  entsprechenden  Stücke 
der  Höhen  beider  Dreiecke  sind  natürlich  ebenfalls  einander 
gleich,  z.  13. 

♦ » ♦ ii 

Aax  — II ax  = Axa  = Ca. 

• » t MW 

Ein  über  AB  beschriebener  Halbkreis  geht  durch  D und  F,  und 
man  hat  deshalb: 

AH.IID^BIl.HF;  -s 

1 

ebenso  ist 

• AH.HD=  CH.HG, 

d.  h.  die  Produkte  aus  den  Abschnitten  der  Höhen 
eines  Dreiecks  sind  gleich. 

< • » i * 

Wegen  der  kurz  vorher  gemachten  Bemerkung  über  die  Gleich- 
heit von  Aax  und  Hax  u.  s.  w.  gehen  die  aufgestellten  Beziehun- 
gen über  in:  »’  . ■ 

* * 

Hax . HD  = IIbx.HF  — HcL .HG, 

« 

01 

welche  anzeigt,  dass  die  Punkte  alt  bx,  cx , D , F,  G einem 
einzigen  Kreise  augehören. 

‘ « 

Verbindet  man  A mit  a,  so  schneidet  Aa  die  Gerade  bc  in 
J so,  dass  JbzzzJc,  und  errichtet  man  nun  auf  bc  in  J ein  Loth 
bis  zum  Durchschnitt  mit  BC  in  K,  so  muss  DK=^aK  sein. 

Wendet  man  dies  auf  das  Dreieck  AIIB  an,  so  muss  ein 
LotiiA  auf  axbx  in  der  Mitte  errichtet,  auch  auf  cG  in  der  Mitte 

* • « . » • * . • 


I 


Djgitized  by  Google 


16 


senkrecht  stehen.  Weil  nun  aber  der  Mittelpunkt  des  vorerwähn- 
ten Kreises  offenbar  der  Durchschnitt  der  auf  avby  in  der  Mitte 
und  auf  cxG  in  der  Mitte  errichteten  Lothe  ist,  so  müssen  sich 
in  diesem  Mittelpunkte  auch  die  auf  c6r  und  ctG  in  den  Mitten 
errichteten  Lothe  treffen,  d.  b.  dieser  Mittelpunkt  muss  der 
Durchschnitt  M der  Diagonalen  GGX  und  ccx  des  Rechtecks 
cGcxGx  sein.  Auf  gleiche  Weise  gehen  durch  denselben  die  Dia- 
gonalen der  Rechtecke  aDaxD,  und  bFbxFx.  Der  gedachte  Kreis 
geht  mithin  noch  durch  die  Punkte  a9  b , c.  Weil  nun  M die 
Gerade  DDX  halhirt  und  DII  = und  ||  UDX  ist,  so  muss  M wei- 
ter die  Mitte  der  Verbindungsgeraden  UH  sein. 

Wird  UH  von  Aa  in  S getroffen,  so  sind  die  Dreiecke  AUS 
und  aUS  winkelgleich  und  es  verhält  sich: 

AS:aS=IIS:  US=AH:  Va, 

woraus  wegen  AH=:'2Va  folgt,  dass  AS=2aS  und  HS=z2US 
ist,  d.  h. 

Die  Geraden,  welche  die  Ecken  eines  Dreiecks 
mit  den  Mitten  der  Gegenseiten  verbinden,  schneiden 
sich  auf  der  Verbindungsgeraden  des  Hdhendurch- 
schnittes  und  des  Mittelpunktes  vom  umschriebenen 
Kreise  so,  dass  die  Abschnitte  dieser  Geraden,  wie 
ihre  eigenen  sich  verhalten  zu  einander  wie  2:L 

Die  Grösse  des  Radius  für  den  Kreis  um  M ergiebt  sich 
leicht  aus  der  Bemerkung,  dass  Adi—^H  und  HM—MÜ  ist; 
denn  es  muss  deshalb 

Mut  =\vA=\r 

sein  ( R bezeichne  den  Radius  des  Kreises  um  ABC). 

Schneidet  endlich  Aa  den  Kreis  aus  M in  iV  und  den  Kreis 
aus  17  in  Q,  so  haben  die  Dreiecke  SNM  und  SQU  einen  glei- 
chen Winkel  und  zwei  ihrer  Seiten  solche  Beschaffenheit,  (lass 
2 MN  — UQ  und  2MS—US  ist;  weshalb  auch  2 SN  = SQ 
sein  muss. 

Wir  glauben  in  dem  Vorstehenden  einen  sehr  einfachen  Nach- 
weis über  die  Lage  gewisser  bemerkenswerther  Geraden  und 
Punkte  eines  Dreiecks  geliefert  zu  haben,  und  wenden  uns,  darauf 
fussend,  zu  anderen  Geraden  und  Punkten  der  Figur. 

Verbindet  man  nämlich  D,  F und  G unter  einander,  so  ist 
M der  Mittelpunkt  des  Kreises  um  Dreieck  DFG  mit  dem  Ra- 
dius jjÄ,  wie  sogleich  erhellt;  aber  es  ist  ferner  //  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  DFG  eingeschriebenen  Kreises ; denn 
man  hat: 
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^LDGcxz=i^Daxcx  (Periphcriewinkel)  =.^LDAC 

und 

^FGcl  = xLFb^Cy  (Peripheriewinke!)  = ^FBC, 
so  dass,  weil 

ADAC—^LFBC, 

auch 


Z-DGc^AFGct 

sein  muss. 

Daher  bilden  die  Höhen  vom  Dreieck  ABC  die  Halbirungs- 
geraden  der  Winkel  vom  Dreieck  DFG,  deren  Durchschnitt  mit- 
hin den  Mittelpunkt  des  Kreises  darstelit,  welcher  sich  in  das 
Dreieck  DFG  beschreiben  lässt.  Daraus  Hiesst  die  weitere  Fol- 
gerung, dass  Ay  hy  C die  Mittelpunkte  der  dem  Dreieck  DFG 
angeschriebenen  Kreise  sind,  da  ihre  Yerbindungsgeraden  auf 
den  Halbirungsgeraden  der  Winkel  von  DFG  senkrecht  stehen, 
und  somit  die  Äussenwinkel  von  DFG  halbiren. 

0 

Fällt  man  in  DFG  von  II  die  Lothe  I IX , HY,  HZ,  so  ist 
GX=GY,  FX=FZt  DY=zDZ; 

verlängert  man  DG  und  DF  und  fällt  von  A die  Lothe  AP,  AT, 

AY,  so  ist 
» 

GP=GT,  DT=DV,  FP—FV, 

i 

welches  Alles  durch  Congruenzen  sich  leicht  nachweisen  lässt. 
Es  ist  also 

, * DT=DV  oder  DG+GT=DF  + FV, 

hiervon  DY=DZ  weggenommen,  bleibt 

GY+GT=  FZ+FV, 

oder 

GX+GP  = FX+FP, 

woraus  durch  Subtraction  von  PX=PX  folgt: 

2GX—2FP  oder  GX  = FP. 

I 

Daher  hat  man  auch: 

GT=GP—FX, 

| DT=DG  + FX~DV=DF+  GX. 

Theii  XIX.  2 
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Ein  Kreis,  mit  HX  aus  H beschrieben,  geht  durch  X,  Y,  Z;  ein 
Kreis,  mit  AP  aus  A beschrieben,  geht  durch  P , T,  V.  Verbin- 
det man  also  X,  Y , Z,  sowie  P , T,  V unter  einander,  so  sind 
die  bezeicbneten  Kreise  die  den  entsprechenden  Dreiecken  XV Z 
und  PTV  umschriebenen. 

Wir  gehen  nach  dieser  Erläuterung  der  Figur  zur  Bestimmung 
der  Entfernungen  der  bemerkenswerthen  Punkte  von  Ecken  und 
Seiten  der  betreffenden  Dreiecke  und  zur  Aufstellung  von  Bezie- 
hungen zwischen  den  Flächen  dieser  Dreiecke  Selbst  über. 


II. 

Der  Durchschnitt  der  Verbindungsgeraden  derEcken 
eines  Dreiecks  mit  den  Mitten  der  Gegenseiten  oder 

der  Schwerpunkt 

0 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  durch  <$  bezeichnet.  Wir 
setzen : 


BC=a,  AC—b,  Aß=c; 
SA^Zßj  , Sß=-C-2,  SC— C3 


und  nennen 


» ^2  y ^3 

die  Entfernungen  des  Punktes  S von  den  Seiten  des  Dreiecks 
ABC,  so  dass  z.  B.  «SÖ  = £|. 

Man  hat: 


BD~Ba — Da  =\a  — Da, 
CD  = Ca  + Da  — -f  Da ; 


also  auch 

um  + cm=\  ««+  nhP. 

Ferner: 

c*=AD*  + BD2, 

0*  - AD 2 \ CD2; 

mithin 


* 
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d.  h. 


Weil  nun 


also 


62  + c2~2^Z)2+2Z)a2  + | a2 
=2/<a*+?a*. 


2^a*=4a+c*-^a*. 


AS  — Ci  - — n Act  t 


ist,  so  folgt 


(1) 


woraus 


(2) 


2Ja*=|e12 

9e1a=2(6*-fca— a2)+a2.  Ebenso 

9e22=2(a2-f  C2— 62)  -f  62, 

9c32 = 2(a2-f  62 — c2)  -f  c2 ; 

3(cx  2 + e22  -f  f 32)  = a2  + 62  -f  c2 


sich  ergiebt.  SO  ist  =^AD;  bezeichnet  man  aber  den  Inhalt 
von  ABC  mit  Z),  so  ist  a.AD=2D,  und  man  findet  also: 


(3) 


h = 


f 2 — 


f3 


2D 

3a 

2Z> 

36 

2Z) 

3c 


Ebenso 


woraus 


folgt 


(4) 


a.fj-f  6.£2-f  c.r3  =2/) 


In  der  letzten  Formel  ist  ein  Satz  von  allgemeiner  Bedeutung 
angezeigt,  nämlich  dass,  wenn  man  von  einem  Punkt  auf  die  Sei- 

2* 
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ten  a , 6 , c eines  Dreiecks  Lothe  Lx , J>2,  L3  fallt,  der  Inhalt  ß 
des  Dreiecks  bestimmt  wird  durch: 

(5)  a.Lx  -f  b.L2  + c.Ls  =2/7, 

vorausgesetzt,  dass  dieselben  positiv  genommen  werden,  sobald 
sie  auf  der  inneren,  hingegen  negativ,  sobald  sie  auf  der  äusse- 
ren Seite  der  Dreiecksseite,  auf  welche  sie  gefällt  sind,  liegen. 


III. 

Der  H ö h c n d u r c h s c h n i 1 1. 

Die  Höhen  bezeichnen  wir  mit  hx , 7/2,  //3,  so  dass  7/j  auf 
die  Seite  n,  lu2  auf  ö,  hz  auf  c senkrecht  steht,  die  dadurch  be- 
stimmten Abschnitte  der  Seite  a mit  «i  und  a2,  wovon  ax  an  der 
Seite  b und  a2  an  c liegt,  der  Seite  b mit  bx  und  62  und  der 
Seite  c mit  cv  und  c2.  Die  vorhandenen  rechtwinkligen  Dreiecke 
ergeben  dann  leicht  die  folgenden  Beziehungen: 

I‘i2  = b2  — a^z=:c2  — «22 , 

, . (6)  )hJ=za*-bl*=c*--bS9 

(7/32  = n2  — Ci2=b2  — c22 ; 
woraus  sich,  vermöge. 


io,  -f  o2  = a, 

(7)  <bt+b2=b, 

'Ci  -f-  c2  = c. 


sofort  ableiten  lässt: 


» 


a2  + 62— c2 
ßl  “ 2a 

, 62  + o2-c2. 

bl  ~ 26  » 

c2-f-o2 — b 2 ‘ 
c‘  ~ 2c  ’ 


„2+c2_Ä« 


9 


, _ 62-f-c2 — a2  • 
°2~  26  ’ 


ca+62— a2 
0*  = — 5T—  ; 


aus  welchen  Gleichungen  man  wiederum  findet : 
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ia.di  =6.Ät , 

a.a2  — c.Cj , 

b . ^2  — C.C'2  • 

Die  Inhaltsbestimmung  erfolgt  durch: 

(10)  2/>=  a.Aj  = 6.//0  = c./*3  . 
Aus  (9)  und  (10)  folgt  dann  weiter: 

j h2.al  = /il.ö1, 

(11)  </i3.(i2~/tl.cl , 

' /<3  • ^2  ==  ^2  * ^2  * 


IV. 

Der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises. 

Der  Radius  desselben  sei  R,  die  Lothe  von  dem  Mittelpunkt 
auf  die  Seiten  a,  b , c seien  ferner  ll , lly  /3,  so  dass  lL  das  Loth 
auf  a ist. 

Dann  hat  man: 

(12) 

r 

und 


(13)  2 1)  = a.?l  -f  b.l%  + c h > vergl.  (5). 

Wenn  man  sich  nun  erinnert,  dass  früher  gezeigt  wurde: 

Aal=zalfl=ll,  Bbl—blH=L2,  Cc{  = c1//=/,3;  # 

so  verwandelt  sich  die  oben  aufgestellte  Gleichheit  der  drei  lJro- 
ducte,  in  welcheu  diese  Grössen  Vorkommen,  in  folgende  Glei- 
chungen: 

4^-24)==«^-  2y, 

^1(^1 — 2/j)z=/3(/*3  2/3), 

^2(^2  *2^2) — ^3(^3 — 2/3) . 

Weil  aber  durch  B t D,  II , G ein  Kreis  sich  legen  lässt,  so  wird 
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2/t . hx  = c2  . c.  Ebenso 

2 Iq.h^  — a^.a 

2/j . Aj  — 6j  «6« 

r 

Elirninirt  man  aus  der  ersten  dieser  Formeln  hi  vermöge  (10), 
so  ergiebt  sich: 


o 


/,  = (62  -f  c2 — a2) . Ebenso 


(10)  \ *2=87)  («2  + C>2—62)  , 

Diese  Ausdrucke  lassen  sieb,  wenn  «*{-6t|-c  = o gesetzt  wird, 
auf  folgende  Form  bringen : 

\ 

l\  — • j ff  } , 


(17)  ^ /2  a(ö--26) -2acj, 

/3  = ^.(o(ö— 2c)  — 2ff6). 

Es  fallt  nicht  schwer,  aus  dem  Vorigen  die  Werthe  von  /1?  /2,  l3 
noch  in  anderer  Gestalt  darzustellen.  Aus  (12)  folgt  nämlich: 

>h*- T-V‘=i(*a-«a). 

I • 

(18) 

,4*-V  = j(e2-4»).  • . 

Multiplicirt  man  ferner  die  erste  Gleichung  in  (15)  mit  a,  die  zweite 
mit  b und  berücksichtigt  (8)  und  (10),  so  ist: 


l 


2/, . D—  ^ a(b2  -f  e* — a2) 


und 


242  ^ b(a2  -f-  c2 — b2), 
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— y = | { (a  + 4)»  — c*  | . (6 -a) , 

wie  sich  nach  einigen  leichten  Transformationen  ergiebt.  Hier- 
nach bildet  man  ohne  Mühe  auch  die  VVerthe  für  — 4,)  und 
20(4 — 4)»  und  erhält  so: 

(19)  </,  - 4 = • a(ff— 26) , 

• 2 ‘A=  ö/j*  •'  ö (G  2a). 

Dividirt  man  jetzt  die  Gleichungen  (18)  entsprechend  durch  die 
in  (19),  so  kommt: 

. 20  a-f  6 20  o — c 

1 2 a ’ o— 2c  o * o — 2c  * 

, , f 20  a + c 20  <j  — 6 

/l  + '3  “ V~ *^26 ""  T *5=26  * 

, , , 20  6 -f  e _ 20  o — a 

'*  + * - T ^=2«  - IT  * J=2a ‘ 


Die  Addition  dieser  Ausdrücke  führt  zu: 


(21)  /j  + 4 + 4— 7*|^5-“+  ^3  + 


10  — a 
[o — 2a 


und  die  Subtraction  der  Werthe  in  (20)  von  dem  letzten  end- 
lich zu: 


(22) 


a — 6 o— c 

o — a I 

o — 2 6 o—2  c 

o — 2a) 

o — a o — c 

o—6) 

o — 2a  * o — 2c 

0-261  7 

o — a a~b 

o— c ) 

o— 2a  * o—2 b 

o— 2c)  ’ 

Aus  den  so  eben  abgeleiteten  Formeln  kann  man  viele  neue 
Beziehungen  folgern;  so  führen  die  Gleichungen  (17)  in  Verbindung 
mit  (13)  zu  dem  folgenden  Werthe  von  O: 


I 


* 


24 

(23)  16fl®=  aV+c'-o8)  + 6s(a2+c»-4s)  + e»(a*+6*-c*) . 

Nun  ist  aber 

b2{a2-\-c2—b2)  — — b2(n2\-b2 — c2)  -f  2 a*6® 

und 

n2(62-f  c2— a2)  = «2(a2-f62— c)a  -f  2«2(c2 — a2) , 


und  man  erhält  also: 

« 

I16D2=2«2(62  f c2 — a2)  -f  (a2-fA2 — c2)(a2+c2—b2).  Ebenso 
lGA>2=262(a2+e2 — b2)  \-{u2  \ b2 — c2)  (62-f  c2 — a2) , 
16D2=2c2(a2+6^— c2) + (a2+c2— A2)  (64+c*— aP) ; 

oder 

(25)  16/>2=2a2(^2-fc2-a2)+242(«2+c2-62)--(a2+c2— 62)(62+c2— o2) 

(analog  noch  zwei  andere  Ausdrücke), 


was  vermöge 


b2  -f  c2 — n2  — (a2  -J-  c2 — b2)  -f  2(62  — a2) 


und 


2«2(/>2-f  c2—a2)  = 4ö2c2  -|-  2 «2(62 — n2 — c2) 


sich  verwandelt  in : 

(26)  16U2 = Aa2c*  - (a2 + c2  — b2)2 , 

(ähnlich  noch  zwei  audere  Formen). 

Und  hieraus  folgt  leicht  der  bekannte  Werth: 

16Z)2  = (a  |-6Fc)  («+6— c)  (n-f  c — b)  (b+c—  u)  . 


V. 


Die  durch  die  Höhen  bestimmten  Dreiecke,  die  Mit- 
telpunkte der  ein-  und  ungeschriebenen  Kreise. 


Die  Dreiecke,  welche  nur  von  den  Höhen  und  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  eingeschlossen  werden,  bestimmt  man  ohne  Wei- 
teres aus  den  schon  gegebenen  Formeln,  namentlich  aus  (8),  (10), 
(16)  und  (24).  So  findet  man  z.  I».  . 


I . 
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IP  -J-  c2— «2  f rt®fc® — b*\2 

. . ^ - J , 


(28)  A BGH= 


HD 


] f| 2 -I-  f>2  __  2 

(20)  A ABD=.)D.~  * 


£1- 


Wir  holen*  jetzt  noch  eine  Bestimmung  nach  in  Betreff  des 
Radius  des  umschriebenen  Kreises;  aus  (1*2)  und  (10)  folgt: 

In2  1 16ö*+(62+ca— a2)2 

02 t fl2  I — //J2i,,2_/Z2\2  — - „ 2 ■"...l3tCT± ü/_  . 

Ä — 4°  + 64Da'°  + a ' “4°  * 10/22 


Der  Zähler  des  Factors  von  ^ u2  ist  hier,  nach  einer  mit  (20) 
analogen  Formel,  nichts  Anderes  als  4 62c2,  und  man  erhält  also: 

(30)  R = %- 


Dieser  Gleichung  stellen  wir  sofort  diejenigen  zur  Seite,  welche 
für  den  Radius  des  eingeschriebenen  und  die  der  angesebriebeneo 
Kreise  gelten.  Dieselben  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  aus  (5), 
wenn  man  auf  die  hinzngefiigte  Bemerkung  Rücksicht  nimmt.  Be- 
zeichnet man  den  ersten  Radius  mit  r,  die  übrigen  mit  r, , r.2,  r3, 
so  dass  rt  auf  der  äusseren  Seite  der  Dreiecksseite  a liegt,  so 
hat  man: 


:20  = r(a-t-6+c),  * . 

]2/>  = r1(6  + c— a), 

(31)  < 

j2D=r2(a  | c ~ b)y 

* 2 D — r3(a  | -b  — c). 

Wir  benennen  nun  weiter  FG  mit  «,  DG  mit  ß,  DF  mit  y, 
den  Inhalt  des  Dreiecks  DFG  mit  D und  den  der  Dreiecke  BBC, 
AHC,  AHB  mit  Dt , D2,  Z>8;  ferner  GX—GY  mit  FX-FZ 
mit  <tj,  DY— DZ  mit  ß.l%  die  Radien  der  dem  Dreieck  DFG  ein- 
und  angeschriebenen  Kreise  mit  q,  Qi  , q2,  p3,  so  dass  ^ zum 
Mittelpunkt  A gehört,  die  Seiten  des  Dreiecks  XYZ  mit  sl , s2, 
5 3 , die  des  Dreiecks  PTV  mit  Mj , w.2,  w3,  die  des  dem  Dreieck 
PTV  an  der  Ecke  B entsprechenden  Dreiecks  mit  t>j,  r2,  r3,  und 
die  dem  Dreieck  an  der  Ecke  C angehörigen  mit  irj , «?a>  ?c3,  end- 
lich den  Inhalt  der  vier  letzterwähnten  Dreiecke  mit  A>  Ai» 
A2»  As- 

Bestimmt  man  zuerst  die  Dreiecke  Dl9  />3,  so  ergiebt 
sich  aus  (10),  (10)  und  (24): 


j 
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(32)  )D.= 


Di 

D.t 

D3 


(fl2-f6* — c2)  — 6 *) 

”TüZ) 

(«*+6®— cP)  (62+c2-o2) 

16ZJ 


oder  4/>./>t=a2.a|.o2> 
„ XD.D2~b*.bv  ,b2 , 


(aa+c*-62) (62+c2-fl*)  n , 

» *u.u2 — c .Cj.c2 • 


Jetzt  suche  man  c,  ß,  y zu  finden.  Es  verhält  sich: 
«:«=//*  — 2/3:24  (&FGHCO&CBH). 

Dabei  ist 

0 

(Ö2  + C2_^2)(Ä2+C2_rt2) 


/e3  — 2/3 


8cD 


und 


‘26 


24=85(«2+ca-62), 
so  dass  man  bekommt: 

a~  2&c  (4*+e*— a2)  = “ • Ebenso 

(33)  ^ = 2^(“*+c^62)=^» 

Die  Addition  dieser  Werthe  liefert  unter  Berücksichtigung  von 
(23)  die  einfache  Beziehung: 

8/)2  o/j 

(34)  «+|3+y  = ^-  = TT  ’ "eSen  (30). 

Addirt  man  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (23)  und  sub- 
trahirt  die  erste  davon , so  erhält  man  als  Factor  von  den 

Ausdruck: 

6*(aa+c*— b*)+c2(a*+6*~~c*)  — a2(62»c2-a2> 
=I6D2-‘2«2(62+c2-«2)  nach  (23) 

= (w2  + 62-c2)(o2+c2--62)  nach  (24) 

= 16D.D,  nach  (32). 

Daher  wird : 


Digitized  by  Googl  i 


27 


ß + y~-a= 


(35)  Ja  -j-  y — ß— 


8 D.Dt 

20, 

abc 

— R 

, 8 ö./>4 

2 />2 

abc 

~ A ’ 

. 8/10, 

2/>3 

abc 

“ A*  * 

. ^|un  kann  man  den  Formeln  (31)  entsprechend  Beziehungen 
zwischen  D,  a,  ß,  y,  gf  pj , p3  aufstellen,  welche  unter  Be- 
rücksichtigung von  (34)  und  (35)  übergehen  in: 


(36) 


4/XD 
abc  * 9 


oder  l).R=D.g 


wegen  (30). 


4 D.DV 

abc  ' 9l  ” > 


4 D.D2 
abc  'Q*  ” 


O.Ä  — Dg  • P2  » 


4 n.n3 

abc  93  ” 


Y) .R ■ — öj.jj  . 


Die  mit  (30)  entsprechende  Gleichung  heisst  R=z  oderD.ß 
aßy  , 1 

= 2 > weil  2 ^ 3er  Radius  des  um  Df  CH  beschriebenen 

Kreises  ist;  die  Gleichsetzung  dieses  Werthes  mit  denen  in  (36) 
fährt  zu  folgenden  Bestimmungen: 


(37) 


Q — 
fc: 
02 : 


ID  ' 

aßy 

21)/ 

aßy 


03  = 


2D2 

aßy 

2D  ' 


Aus  (33)  geht  ferner  hervor: 

(38)  aßy  = g-~^c  («2+62— c2)  (a2+c2—  b'1)  (b2+c2—a2) . 
"ir  unterwerfen  diesen  Ausdruck  folgender  Transformation: 


i 
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«|3y  = — fl2)  — 2a2(62+c2 — a2)2 } nach  (*24) 

= 5~  • 1 IO IP^+tP+c1)  - 2a2(10ß*+(62+c2-«2)*)  I 

= 2 DP  . ~ abe  nach  (26), 


d.  h. 


(39) 


aßy-{-  abc—21)2 . 


fl2  + h2  + c2  fl2  + 62  f c2 

o6c  * Sfß 


Den  hierdurch  bestimmten  Werth  von  ctßy  benutzen  wir  zur  Fest- 
stellung der  Werthe  der  Radien  g,  gt , g2,  g3  vermöge  (37);  man 
findet: 


(40) 


# 


* - abc  (°Wc2)- 

1! 

•s  ^ 

c (M 

% 

oder 

e'=aü- (6‘2+c2-"2) 

oder 

**-„Z  ew-w 

,, 

„ 

a2-|-ä2  4-  c'2 — 81t2, 

Tn 

4 ß.p=aa+Ä2+c*~8/ea, 
4R.Qi  = 62-fca — a2, 

iR.g2=aHc*—i>2, 

4 R.  g3  ==  fl2 + b 2 — c2 . 


Die  vorstehenden  Formeln  eignen  sich  sehr  gut  zur  Entwickelung 
von  Beziehungen  zwischen  unseren  Radien.  Wir  führen  von  die- 
sen Relationen  folgende  an: 


f0l +02+08  = 0+2#, 

10010203  ==D2, 

(40)  Ä01 02  = D(«+ ß—y) , 

'“001 03  =D(«+y— ß), 

^00203  =D(/J+y-«). 

Bildet  man  das  Product  von  a in  (33)  und  der  Werthe  von  g.lf  g3 
in  (40),  so  ergiebt  sich: 

«0203  = 32 6ciß2(°a+^~'c2)  (f|2+c‘2-#Ä‘2)  (ä*+c*— a*) 

= «egen  (38), 
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d.  h. 


«()2p3 

1) 


ö® 

2 R ’ 


indem  ty^  = D ist 

Bildet  man  aber  ferner  die  Summe  der  Ausdrücke  in  (40), 
so  gelangt  man  zu: 


aQ‘z93 


• Ebenso 


. _7QiQz 
! ?1  + 92 \)  * 

Die  Entwickelung  von 

(ß-f  jS+y)  (ß+y-a)  + (ß+y-£)  (ß+£— y) 

zeigt  ohne  Schwierigkeit,  dass  es  nichts  Anderes  ist,  als  4ßy; 
mit  Hülfe  hiervon  erhält  man  aus  (34)  und  (35) : 


fr  — 


Dl\  + D*Di 
R2 


Aus  (36)  aber  findet  man  vermöge  (41): 

(43)  D2.ß4=  DDV  D.zD3  . 

Auch  folgt  aus  (36): 

D®.  ß2  . D2.ß® 

QQl~  D.l\  und  Q2Q3—  VzD3  ’ 

woraus  man  durch  Addition  mit  Benutzung  von  (43)  ableitet: 

DD,  + D±D3 


QQi  + C>2€>3  = 


R 2 


d.  h.  wegen  des  obenstehenden  VVerthes: 


f 

I 


+ Q2Q3 — ßy  > 


(44)  _ j992  + 9i93=ay> 
993  + 9i92=zaß- 


Digitized  by  Google 


30 


Die  Dreiecke  an  einerlei  Ecke,  in  welche  DFG  durch  die 
Lothe  HX,  HY,  HZ  zerlegt  wird,  sind  congruent;  deshalb 
hat  man: 


D = 24  GHX +2  .\DFH=  (orj  -fy).ß , 


d.  h. 


(«i  = ^ (a-|-/3 — y)t  weil  2D=(cr-|-/H-y).p.  Ebenso: 

«a=2  (“  + y — ß)> 

ß*—\(ß+y— «)• 


Die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  //  von  D,  F,  G bezeichnen 
wir  mit  2^  , 2r2,  2 r3  und  erhalten  für  sie: 


(46)  4r22=^+Oia,  4c3*=pH«i2. 


Da  jedoch 


2D 


ist,  so  führt  dies  mittelst  (45)  zu: 


/ „ 16D2-f  (g|-ftlr)2(ft  fy--tt)2 

4Fl  ~ 4(a+/J-fy)2 

Die  beiden  Summanden  des  Zählers  in  diesem  Bruche  enthalten, 
für  16D2  den  aus  (26)  folgenden  bekannten  Werth 


(aL/3+y)  (a+0-y)  («iy—ß)  (ß+y— «) 

genommen,  (o+/3-| *y)  (0+y— <*)  als  gemeinschaftlichen  Factor,  und 
der  andere  Factor  reducirt  sich  bald  zu  4 ßy,  so  dass  man  bekommt: 


(47) 


4c,2  =ß-r<ß'?-“K  Ebei)80 

«+p+y 

4t  2 _«!/»(«  + / "fl 
«+jHy  ' 

— ThSWT-* 


ßy  wird  nach  (33)  =a.a2,  d.  h.  = 


4Z)Z>1 


wegen  (32), 


ergiebt  sich  aus  (34)  und  (35)  der  Werth  ^ 
die  letzten  Relationen  übergehen  in : 


und  für 
, wodurch 
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(48) 


die  auch  sofort  aus  der  Figur  sich  ergeben. 


Verbindet  man  den  Durchschnittspunkt  m von  HD  und  blcl 
mit  Z,  so  entsteht  ein  gleichschenkliges  Dreieck  //Zw  ähnlich  dem 
gleichschenkligen  Dreieck  TZD ; m ist  nämlich  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises  durch  Z),  F,  //,  Z,  in  welchem  m/Z  und  wZ  = rl 
Radien,  und  ^LmHZ  und  Z D YZ  Peripheriewinkel  auf  demsel- 
ben Dogen  sind.  Deshalb  verhält  sich: 


q : ti  = <?, : ß2 , so  dass  sx  =■ 


Q- 


oder 


AD 


(49)  . q nach  (48) , (45)  und  (35). 

I)iess  lässt  sich  schreiben: 


4/>*  Q 

s* ~ a ' abc  ' D’ 


und  man  erhält  wegen  (36): 


(50)  J%  = 


s,  = o.  ^ . Ebenso 

, D 
bD * 

D 

— c . jj» 


Geben  wir  jetzt  zur  Bestimmung  von  i/j,  ?/2,  w3  über,  so  ist  klar, 
dass  den  vorher  benutzten  Grossen  2^,  2r2,  2c3  hier  hlf  62, 
c2  entsprechen,  und  den  Abschnitten  02.  «2,  at  hier  Z)P=y-fa1, 
&],  «2  analog  sind.  Danach  muss  man  haben: 


o yf«i 

"‘=2_ÄT-p*’ 


"2  “ * 62 * Q* 


, «3  = 2.  .^1 ; 

C-2 


d.  h. 
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Mi  = 


__  « +ß  ly 


Ä« 


_cr\ß-y 
Ql  * "a  “ 02 


Qi 


«3 


«+y— ß 


C* 


Qi 


Hiernach  lassen  sich  ohne  Mühe  auch  die  Formeln  entwerfen, 
welche  den  Seiten  der  Dreiecke,  die  durch  die  aus  H und  C 
möglichen  an  das  Dreieck  DFG  beschriebenen  Kreise  bestimmt 
werden,  angeboren.  Es  ist: 


«+0+y 

a+ß- 

"y  « 

”1-  /,2  '**’ 

f*  — 

«2 

• ?2> 

Ir  « + */“ 

-0 

»1  — /.  • (?3 » 

«3 

Wa—  a, 

• (?3> 

ß+y— ct 

’ r3  = — ± *<?a; 


ß + y—a 

w3=  — £ .q3. 


Der  Werth  von  lässt  sich  schreiben: 

«i  • * 

«l  0 

Transformirt  man  dies  mit  Hülfe  von  (10),  (31)  und  (30),  so  kommt: 

— a . . Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich: 

D 2 

v2-b-  Dj  * xD 

D aa+Aa — ca 

u*'-c'~[)l  4/) 


Ebenso: 


r*=*-52< 

i D A*  + ci-a* 

(52)  (»*=<»•  2j- J2> 

U a2+A2-c2 

r3  — cD2'  i/J  ' 


und 


ICj  — c . 


.(53) 


D 

/v 

D 62+c2 — a2 


4/> 


f D aa+ca— 6a 

w*—bT)i-  ij) 


I 
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Die  Ausdrucke  (50),  (51),  (52),  (53)  geben  ein  leichtes  Mit- 
tel an  die  Hand,  A>  Ai , As*  As  zu  berechnen.  Denn  es  ist 

*1*2*3  abc  D5 
4 p ~ 4p  * D* 

oder 

_D2  abc  D l 
A~  D ’ iD  M>‘e' 

Weil  aber 

i 

abc _ D p 

AD  K*  D~  R 

ist,  so  hat  man: 

(54)  \ = yy  oder  A-Z>=  D*. 


Ferner 

abc  Ds  (o2-fc2 — 62)(a2+6a— c*) 

4p,  -4^-257  16Z>2 


D2  abc  D (a2-f62-— c2)(a2-f  c2 — 62)  1 

^'  — TTt  TD  lTi  WD  'Tv,  - 

Durch  (30) , (36)  und  (32)  verwandelt  sich  dies  in : 


(55) 


Ai' 

Ja*: 

A»: 


D2 


jy  oder  Ai  ^^D2.  Ebenso 

,,  Al'Djj—D*, 


D2 

D% 


D2 

»*  Aa‘Dj=D2. 


In  den  letzten  Dreiecksbeziehungen  ist  folgender  Satz  enthaften: 


Fällt  man  in  einem  Dreieck  die  drei  Höhen,  so  ist 
das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  drei  Verbindungsge- 
raden der  Höhen fusspunkte  sind,  die  mittlere  Pro- 

§ortionale  zwischen  dem  ursprünglichen  Dreieck  und 
emjenigen,  welches  entsteht,  wenn  man  die  Fuss- 
pnnkte  der  vom  Höhendurchschnitt  auf  die  Verbin- 

Theii  XIX.  3 
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1 


* 

dungs g«Ta de n der  Hohen fusspunkte  gefällten  Lothe 
mit  einander  verbindet. 


VI. 


Der  Halbirungspunkt  der  Verbind  ungsgeraden  zwi- 
schen dem  Höhendurchschnitt  und  dem  Mittelpunkt 
. ,5  des  umschriebenen  Kreises.  ' 

i m 

• 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  der  Punkt  M und  seine 
Entfernung  von  ^der  Seite  n durch  MK  dargestellt.  Wir  bezeich- 
nen diese  durch  Wj , so  wie  seine  Entfernungen  von  den  Seiten 
6 und  c durch  o2  und  (o3 ; . seine  Entfernungen  von  den  Ecken 
sind  AM , BM,  CM , welche  wir  o, , o.Zr  °s  nennen. 

i * « • 

Dann  ist 


• 1 1 

col  =öaiA=ö(*i  — h)> 


aber 


= — a*iTa]y~  ' naeh  (I0)  ”nd  (,6)- 


Hierdurch  findet  man,  wenn  man  (23)  berücksichtigt: 


(56) 


A2(o2+c2-62)  + c2(a2+62— c2) 
16«/) 


«2(A2-K*2— «2)  + c2(o2+Ä2-c2) 
16 ÖD 

a2(62-f-c2 — a2)  + 62(a2-f c*-Ä2) 
16  cD 


Ebenso 


Weil  ferner 

DK 

also 


? aD  = l (aB-BD) = ^ ( ? a - «,) 


BK=^(  ja  + oj 


ist,  so  wird: 

n*  4*  n.i2-|-A12-|/12-Fa.aa— 2ÄJ.4 . 
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Hierin  ist 

ft 

a2-f  c2  — 62  rtL  , 62-fc2 — a2 

a:aa  — 2 * • *i  — tj  • 

• • 

Vermöge  dieser  Werthe  ergiebt  sich: 

iiö4*=ip  + a*  + cs — lj2.  Ebenso 

4of*==ft*+  6*  + c* — a2, 

4o,4=tÄ*-f-a*  + 62-e4-  . 

» • 

' »•  * 

# 

• ■ VII. 

_ * * . 

Entfernungen  des  Schwerpunktes,  des  Höhendurch- 
schnittes  und  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen 

Kreises  von  einander. 

Die  Entfernung  der  beiden  ersten  Punkte,  welche  sich  in 
unserer  Figur  als  SH  darstellt,  bezeichnen  wir  mit  Ex,  die  des  . 
Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  in 
der  Figur  SU,  mit  E2,  die  des  letzteren  vom  Höhendurchschnitt, 
in  der  Figur  UH,  mit  JEa.  Dann  ist: 

(58)  Et  ~^E3  und  £2=^£3. 

Da  im  Dreieck  BHU  die  Seite  HU  halbirt  ist  in  M,  so  hat  man 
nach  einem  in  No.  II.  abgeleiteten  Satze: 

BH*  +B17*=2JS/»/*  + ? Hü* 

oder 

E8*=8V+2ff*-4<>,2, 

worin 

4*. 

Folglich  wird: 

(59)  £,*=9Ä*-(a*  + 62  + c*). 

3* 
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Ans  (40)  crgiebt  sich: 

4/(.?  = a2+4*  + c*-8ßJ, 

wodurch  (59)  ubergeht  in: 

(60)  £3*  = R2  — 4 R.q  = Ä(Ä— 4q)  , 

d.  h.  die  Entfernung  des  Höhendurchschnittes  vom 
Mittelpunkt  des  umsch riebenen  Kreises  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  dem  Radius  dieses  Kreises 
und  dem  Unterschiede  des  eben  erwähnten  Radius  und 
des  vierfachen  Lothes,  welches  vom  Höhendurch- 
schnitt auf  eine  Verbindungsgerade  zweier  Höhen- 
fussp unkte  gefällt  werden  kann. 


VIII. 

Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  umschriebenen, 
des  ein-  und  der  ungeschriebenen  Kreise  von 

einander. 

Für  das  Dreieck  DFG  hat  //  die  Bedeutung  des  Mittelpunk- 
tes des  eingeschriebenen  und  M die  des  Mittelpunktes  vom  um- 
schriebenen Kreise,  dessen  Radius  ^R  ist,  so  dass 

die  Entfernung  beider  Mittelpunkte  von  einander  darstellt.  Nach 
(60)  hat  man; 


AHM*=R(R-iQ). 

In  Bezug  auf  das  Dreieck  DFG  sind  ferner  AM,  BM , CM  die 
Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  angeschriebeoen  vom  Mittel- 
punkte des  umschriebenen  Kreises.  Ersetzt  man  nun  in  den 
Ausdrücken  (57) 

b2  -f-  c1 — ä2,  a*-fc* — b2 , «2-f -b2—c2 

durch  ihro  aus  (40)  folgenden  Werthe,  ’ indem  man  zugleich 
U=iR  nimmt,  so  ergiebt  sich: 

4ota  = R2  + 4 R.  = R(R  + iQl ) , 

4oa2=  £2-f4/i?.^2  = R(R  -f  4p2)  > 

4o32=  R2  + 4 R.q3  = /?(ß+ 4p3) . 

Bezeichnet  man  daher  die  eben  erwähnten  vier  Entfernungen  in 
Rextig  auf  das  Dreieck  ABC,  bei  welchem  der  Durchmesser  des 
umschriebenen  Kreises  2 R und  die  Radien  des  ein-  und  der  un- 
geschriebenen Kreise  r,  r, , r2,  r3  sind,  der  Reihe  nach  mit  E, 
fei , Et,  E3 » so  ist: 
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E2  = R(R  •—  2r) , 
|E,2= R(R+‘2ri), 
|E»*=/2(Ä+2ra), 
Ea*  = Ä(Ä  + 2r3); 


d.  h.  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  einge- 
schriebenen vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Ra- 
dius des  umschriebenen  und  dem  Unterschied  dieses 
Radius  und  des  Durchmessers  des  eingeschriebenen 
Kreises. 

Für  die  angeschriebenen  Kreise  gilt  derselbe  Satz, 
nur  muss  man  deren  Durchmesser  negativ  nehmen. 

Um  die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  angeschriebenen 
Kreise  von  einander,  welche  in  unserer  Figur  durch  c>b,a  dargestellt 
sind  und  die  wir  mit  Ax , A2*  A 3 in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC 
bezeichnen  wollen,  zu  linden,  kommt  es  nur  darauf  an,  a , b,  c 
durch  Stücke  des  Dreiecks  DFG  auszudrückeu. 

Nun  folgt  aus  (40)  durch  Addition : 


Setzen  wir  aber  diese  Ausdrücke  in  solche  für  das  Dreieck  ABC 
uni,  so  erhalten  wir: 


d.  h.  die  Entfernung  zweier  Mittelpunkte  an  geschrie- 
bener Kreise  von  einander  ist  die  mittlere  Proportio- 


beiden  angeschriebenen  Kreise. 

Die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  drei  angeschriebenen 
Kreise  vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises,  welche  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  mit  A«  , A2',  A3  bezeichnet  sein 
mögen , sind  beim  Dreieck  DFG  durch  2 lx , 2 /2 , 2^  repriisentirt. 
Nun  hat  man  nach  (12): 


(62) 


C2—  2/?(p!  -|-  p2), 

62=27?(p1  +p3). 
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4/la=4ß9 — a2  = 4/^2 — + Qz)  «egen  (6*2), 


aber 


e»+P3  = <?  + 2ß  — Qi  wegen  (41), 


also 


411‘x=2R(q1  — q). 


Hiernach  bekommt  man  für  das  Dreieck  ABC  die  Formeln: 


d.  b.  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  eines  ange* 
schriebenen  vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen 
Kreises  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem 
doppelten  Durchmesser  des  umschriebenen  und  dem 
Unterschiede  der  Radien  des  an-  und  des  eingeschrie- 
benen Kreises. 


Entfernungen  des  Hohendurchschnitts  von  den  Mittel- 
punkten des  ein-  und  der  angeschriebenen  Kreise. 

Wir  bezeichnen  diese  Entfernungen  in  Bezug  auf  das  Dreieck 
ABC  mit  F,  Ft,  F*,  F3. 

Fällen  wir  im  Dreieck  DFG  von  D auf  FG  das  Loth  Dd 
und  nehmen  Dh  gleich  dem  doppelten  Loth  Mctx  von  M auf  DGy 
so  ist  h der  Hohendurchschnitt  in  DFG , also  Hh  seine  Entfer- 
nung vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises.  Man  hat: 


(64) 


IX. 


//A2  = (fJX—dh)2  + (G  X—  Gd )2 . 


Hierin  ist 


on  o„ 

• HX=q,  dh=Dd-Dh==^--^(ß?+ y*  - «* ) 
fvergl.  (10)  und  (16)]  oder 

ß‘2—'Y2)  («a  + f1  — ß2) 

an—  - HaD 


fvergl.  (24) j ; ferner 
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GX=<tt  und  GD=—+P  ■*?,, 

fvergl.  (8)]. 

» 

Entwickelt  man  nan  obigen  Ausdruck  fär  Hk *,  so  kann  man 
4rj*  ftir  HX*  + GX*  und  G’A*  = fa2  + /3*— j-*)a  [vergl.  (16)] 
für  dh2  + Gd2  setzen,  und  bekommt  dann: 


Ans 


folgt: 


2p(<»2  + 0*  — y1)  (ce® + y®  — jS2)  2a,(o4  + ß2 — yz) 

*8oÜ  — 2a 


16D» = da4/?1  - (o*  + ß*  - y*)* 


rg(«a+(3g — ya>g . «W  *_™ 

16D2  ~ /4iw  / Tr* 


4D2 


und  nach  (47)  ist: 


*tt»=aß-^^-r  = aß-2E.Q. 

Die  beiden  letzten  Glieder  unseres  Ausdrucks  fuhren  wegen 
2D  . ..  v . . 

9= ,n  ihrer  Vereinigung  zu: 

— 2^(t+J+y)  * ! ß2+y2—^2+(«+i3+y)  («+£— y) } wegen  (45) 

_ »_.«  i r(«+/Hr)(«  + ft~r)--2ofr 
' p + « + 0 + y 

= — «2 — |3y — 2R.q. 

Durch  die  Vereinigung  der  so  entwickelten  Glieder  gelangt 
man  jetzt  zu: 

Hk2=:  R2—y2—a2—ß2-lcty+ßy  j-aß — 4/^p. 

Die  Cebertragung  auf  das  Dreieck  AB&  liefert  daher: 

(66)  F*=4 R1 — 8 Rr  -f  «6  -f  ac  + bc — (aa  *f  b2  + c2) . 
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Um  diesen  Ausdruck  noch  weiter  umzufornieii,  w'ollen  wir 
Werthe  für  ab-\-ac-^bc  und  a2-f-62-|-c2  herzuleiten  suchen. 
Hierzu  dienen  uns  zunächst  die  Formeln  (44),  aus  welchen  wir 
erhalten : 

ab  + ac  + bc^zr^  +ra+r3)  -f  r,ra  + rtr3  -f-  rar3  , 

aber 

rir2  + nr3  + r.2r3  = | (r2  +ra+r#)*— ^ (r4*+raHr3*) 

= ^(r  + 4Ä)2  — ^(rj2+r22-fr32)  nach  (41) 

=8/£2  + 4/fr  + \r2  — ^ (r^+r^+r,3), 

und 

K?i  +*a+rs) =' r(r+4Ä)  = r2  + 4 Ur . 

Hierdurch  resultirt: 

* (66)  ab+ac+bc  = Sß2^-  SRr  -f  ^r2  — ^(»i2-|-ra2-Fr32). 

Bestimmt  man  weiter  aus  (31)  die  Werthe  von  rj , r2,  r3  und 
addirt,  so  findet  man  nach  einigen  einfachen  Reductionen  mit 
Hülfe  des  bekanntet!  Werthes  von  16 TX1  durch  die  Seiten  a , b,  c : 

(67)  r(r1+r2+r3)==2(aA+ac+6c)  — (a2-f-62+c2) . 

Dies  fährt  in  Verbindung  mit  (66),  indem  zugleich  r-\-&R  fitf 
ri+ra+r3  gesetzt  wird,  zu  folgender  Relation: 

(68)  o2+62+c2=  161P-(r24V+r2*+r32) » 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  eines  Drei* 
ecks  und  der  Radien  der  ein-  und  der  angeschriebenen 
Kreise  ist  dem  Quadrat  des  doppelten  Durchmessers 
vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Hierdurch  nimmt  (65)  folgende  Form  an: 

(60)  2F2  = r2+r1Hr22+r32-~4(2/?2-r2). 

Diesem  analog  sind  die  folgenden  Bestimmungen  gebildet: 


/ 
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|2FI*=f*+r,*+r»a+r,,'-4(2«*-rI*) , 

(70)  |-2F2*=rH  V+'Y'+r;,2  - 4(2  ß2-^) , 

(3F3»=r*+rI»+r4*+r,a-4(2  ß»-r,*); 

d.  h.  das  doppelte  Quadrat  der  Entfernung  des  Höhen' 
durc hsch ni tts  von  dem  Mitielpun kte  des  ein-  odereines 
an  geschriebenen  Kreises  ist  dem  Unterschiede  zwi* 
sehen  der  Summe  der  Quadrate  der  Radien  des  ein- 
und  der  drei  an g esch ri eben en  Kreise  und  zwischen 
der  vierfachen  Differenz  des  doppelten  Quadrates  des 
Radius  vom  umschriebenen  und  des  Quadrates  des 
Radius  vom  jedesmaligen  ein*  oder  an  geschriebenen 
Kre  ise. 

Der  Werth  Zur  2F22  hätte  auch  auf  ähnliche  Weise,  wie  der 
von  2F2,  durch  directe  Berechnung  gefunden  werden  können,  in- 
dem die  Entfernung  Ft  beim  Dreieck  DFG  durch  hA  gegeben 
ist.  Zieht  man  nämlich  durch  d bis  zum  Durchschnitt  mit  PA 
die  Parallele  dA1  mit  hA,  so  ist: 

* 

dA'*=A'P*+Pd*, 


aber 


dA'z=hA,  A'P-A'A  + AP^hd  + to 


und 


Pd=  PG — Gd—  FX—Gd  = a-GX-Gd, 


folglich 

hA2  = (pi  -MA)2  + («-  GX—Gdy . 

Die  weitere  Berechnung  dieses  Ausdrucks,  welche  wir  hier 
übergehen , würde  genau  den  obenstehenden  Werth  für  2F*2  ge- 
liefert haben.  ’ * 


X. 

Entfernungen  des  Halbirungspunktes  der  Verbindungs- 

Geraden  zwischen  dem  Höhendurchschnitt  und  dem 
littelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  von  den  Mit- 
telpunkten des  ein-  und  der  angeschriebeneu  Kreise. 


Bezeichnen  wir  die  angedeuteten  Entfernungen  durch  H,  Hj, 
H*,  H3,  so  sieht  man  leicKt  ein,  dass  jedes  H in  einem  Dreieck, 
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dessen  Seiten  das  dem  jedesmaligen  H entsprechende  E und 
das  zugehörige  F sind,  die  Verbinapngsgerade  sein  muss  zwi- 
schen der  Ecke,  in  welcher  sich  E und  F schneiden,  und  dem 
Halbirungspunkt  der  Gegenseite  E+.  Deshalb  findet  folgende  Re- 
latioi.  Statt: 

(71)  2H*=EM  F*— [vergl.  No.  II.] 
für  jede  drei  zusammengehörige  H,  E und  F. 

0 

Substituirt  man  hierin  die  in  (61),  (65)  und  (59)  enthaltenen 
Werthe,  so  wird: 

(72)  2H2 = },  ß»— 10 Rr+ab+ac+bc  - 1 («2  + 6a+c*) . 

Die  Einsetzung  des  in  (68)  stehenden  Werthes  in  die  Glei- 
chung (59)  giebt : 

(73)  JSi*==(Ä*+rHr1*+ra4+r3*)-“8Ä2, 

d.  h.  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Höhendurch- 
schnitts vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
ist  dem  Unterschiede  zwischen  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Radien  des  um-,  ein-  und  der  anges  chri  ehe  - 
benen  Kreise  und  dem  doppelten  Quadrate  des  Durch- 
messers vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Die  Einführung  der  Werthe  aus  (61),  (69),  (70)  und  (73)  in 
die  Gleichung  (71)  aber  führt  nach  einigen  sehr  einfachen  Re- 
ductionen  zu: 

2H  = R — 2r, 

==/£  + 2rt , 

2H2=  R -f  2r.2 , 

2H3  = 72  -f-  2r3  ; 


d.  h.  die  doppelte  Entfernung  des  Halbirungspunktes 
der  Verbindungsgeraden  zwischen  dem  Höiiendurch- 
schnitt  und  dem  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses von  dem  Mittelpunkte  des  eingeschriebenen  Krei- 
ses ist  dem  Unterschiede  zwischen  dem  Radius  des 
ersteren  und  dem  Durchmesser  des  letzteren  Kreises 
gleich. 

Dasselbe  gilt  für  die  angeschriebenen  Kreise  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  dass  man  deren  Durch- 
messer negativ  nehmen  muss. 
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XI. 


Die  durch  die  Mittelpunkte  des  um-,  ein-  und  der  an- 
geschriebenen Kreise  und  den  Höhen  durchschnitt 

bestimmten  Dreiecke. 


Um  durch  die  Bezeichnung  sofort  ausdrücken  zu  können, 
welche  Punkte  die  Ecken  des  jedesmaligen  Dreiecks  bilden,  wol- 
len wir  für  das  Dreieck  ABC  festsetzen,  dass  M,  M|»  M2,  M3 
die  Mittelpunkte  des  ein-  und  der  drei  angeschriebenen  Kreise 
repräsentiren , während  U und  H die  bisherige  Bedeutung  als 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  und  als  Hohendurchschnitt 
behalten  mögen. 

Wir  betrachten  zuerst  folgende  Dreiecke: 


M8M2M3,  MM2M3,  MM,M3,  MM|Ma , 


welchen  beim  Dreieck  DFG  der  Reihe  nach  D,  Dlt  D.z , D3 
entsprechen.  Nun  ergiebt  sich  aus  (37): 


2 D = 


aßy  _ aßy(a  -f  ß -f-  y)  . 

<ti  ~ 2D 


ebenso  erhält  man: 


2^  = ^-  = 
Q 


«ßY  _ ceßy(ß  + ? — «) 


2D 


u.  s. 


Daher  hat  man: 


IM1M|M8.8D=2ak(a  + 6+c), 

MM2M3  . 8Z>= 2abc(b  + c — a) , 

MMj  M3  . SD  = 2 abc{a  + c — b) , 

MMtM2  . SD  =2 abc(a  + b — c) . 

Demnächst  wollen  wir  bestimmen: 

MM \V>  MM217,  MM3 17, 

welchen  beim  Drfeieck  DFG  ofTenbar  HAM , HBM  und  HCM 
analog  sind.  Wir  berechnen  also  diese  und  übertragen  die  erhal- 
tenen Werthe  auf  das  Dreieck  ABC . 

Nennt  man  L den  Durchschnitt  von  AH  mit  FG  und  IV  den 
f von  AM  mit  FG , so  ist: 


i 
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HAM— LAP-  WAP  + WM«,  + «,  M HX  - LUX 
= LAP  - LUX  - ( WAP-  WM«,)  + «,  MHX. 

In  den  ähnlichen  Dreiecken  LAP  und  LUX  verhält  sich: 

LP:LX=AP:HX, 

also  auch 

LP+LX:LP—LX=AP+  HX:  AP—  HX , 

so  dass 

, (AP+HX)  (LP-LX)  — (AP- HX) (LP+  LX) 
ist. 


Die  Differenz  der  Dreiecke  LAP  und  LUX  lässt  sich  da- 
durch, dass  man  LX  auf  abträgt  und  durch  den  Abtragungs- 
punkt mit  AP  eine  Parallele  zieht,  in  ein  Trapez  verwandeln,  des- 
sen Inhalt  durch  ^(AP-\-HX)(LP — LX)  dargestellt  wird;  wegen 
der  eben  abgeleiteten  Deziehung  ergiebt  sich  daher: 

LAP—  LNX=  * (AP—I/X)  ( LPArLX)  = (AP-UX).PX. 

In  gleicher  Weise  ist: 

WAP—  WM«,  - \{AP-M«,). Pa, , 


und  für  das  Trapez  hat  man: 

«,MHX—\ (Ma,  + HX) . X«, . 

Vermöge  dieser  Wcrthe  wird : 

2 HAM—  (AP-  HX).PX — (AP—  Max ) . Ar,  ^(Max +HX).Xal . 

Setzt  man  hierin  für  PX  seinen  Werth  entwickelt  und 

zieht  wieder  zusammen , so  verwandelt  sich  dies  in  : 

<2HAM=z(Mal — HX).  Ar,  + (AP+M«X) . Xax . 


Dabei  ist 


P«,  = Fa,  - FP=  Fa,  -GX=?-a,, 


d.  h. 
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IJai  — L>(y—  ß)  » egen  (45) 


UQ<1 


Acrj = Gat  — GX=^—  Cfj  = 2 (y—  ß) 


Folglich : 


4 HAM=z(y  -ß).\  AP—HX+  2Mat } . 

\ 

Ceberträgt  man  dies  auf  das  Dreieck  ABC  unter  Berück- 
sichtigung der  Bedeutungen  von  AP , HX  und  Malt  so  ist: 


Aber 


4MMj  U=  (c-b).|rl-r|2/1!. 


_ _ *2 D 2 I) 4 aD 

Tl  T'  ~b\c — a «-f64-c  (a  f6  + c)  (6-fc — «) 

a.16/)2 

W.(aAb+c)  (6+c — a) 

= («+6— c)  (a+c— 6)  = — (62  + c2  — n2)  + > 

ii 


ri— r=-^* —2/i  wegen  (16). 

Also  erhält  man : 

i 

IMMt  U.  &D=abc(c  — 6).  Ebenso: 

MM2  V . 8 D = abc(c  — «) , 

MMS  U.  8JJ=abc  (a  — 6) . 

Wir  gehen  nun  über  zu  den  Dreiecken : 

MM lHt  MMaff,  MM 3H, 

in  Bezug  auf  DFG  durch  II Ah,  II Bh,  HCh  repräsentirt.  Die 
Bestimmung  von  HAU  ist  der  vorigen  sehr  ähnlich;  denn  man  hat: 

HAh=EAP — Ehd  - (L AP—  LHX)+  XHhd , 

"«durch  man  zu  folgendem  Werthe  gelangt: 

2H  Ah  = (HX-hd) . PX  + (APA: HX)  dX. 

Hietbei  ist: 
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a.  h. 


PX=FX—FP=  FX — GX=a.,  — ctl , 
PX=y — ß nach  (45), 


und 


dX=  GX—  Gd=«t  - Gd  =s  «i  - 


c‘2  + ^—  ra 
2a 


[vergl.  (8)], 


d.  h. 

(/— i (3) . ()3  + y — a) 

dX= 2« 

Substituirt  man  diese  Werthe  und  geht  zum  Dreieck  ABC 
über,  so  wird: 

4MM,Ä=(c— 6).t2r— 2(At— 2^)+  ° + Cfl  -(r,  f r)| 


= (c-6) . Ir+  ^ .r  +b~P- -r, -r. -2A,  +4(,  | . 


a 


a 


Aber 


und 


a-f  A-fc 21) 

a a 


6+c  b-\rc~-a  2D 

^ i * * ^ i — r*i  • 

« 4 1 1 a a 


4/1=5^(6*  + c*-a’). 


Folglich  erhält  man: 

IMMX  tf.8D=  a(c— 6)  (6*+c2-a*) . Ebenso : 
MM*ff.8/>=6(c— a)  («*+«*—**). 
MM3Ä.8/)=c(rt-/')  («H6*-c*)  . 

Die  vierte  Gruppe  von  Dreiecken: 


M aM3I7.  MaM3<7 

bestimmt  sich  leicht  aus  (75)  und  (76)  durch  Addition  und  Sub- 
traction;  denn  für  das  mit  MxM*t7  correspondirende  Dreieck 
ABM  hat  man: 
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ABM—  HAB — (HAM  + HB) V) . 

Dadurch  bekommt  man: 

(78)  MjM-2  27.8  D — abc . { 4(a-f  b— c)  — («+  b) } 

oder : 

I(2M1M.2M — MjMa  U).8D=abc.(a  -f  b).  Ebenso : 

(2Mj  MaM — Mj  M3  U).8D—  abc.(a+c)  , 

(2M2M3M — M2M3  U).8D  = abc.(b-{- c) . 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  folgenden  Dreiecken: 

MtM %H,  M^ff,  M2M3//. 

* 

Denn  es  ist  ja: 

ABh  — ABH+  AHh  + BUh 

und  ABh  hat  in  Bezug  auf  DFG  dieselbe  Bedeutung,  wie 
!HjM2//  hei  ABC.  Deshalb  ergiebt  sich  nach  (75)  und  (77): 

(80)  M1M2£f.8/>  = 4 abc.(a+b—c)  — c(a+b)  ( a2+b2—c 2) 

oder; 

I(2M1M2M^M1M2//).8D=c.(a+6;  (oH^-c2) , 

(2Mt  M3  M — Mi  M3  H).8D  = 6.(a+c)  (a2+c2—b2) , 

(2M*M3M-M2M3 //)&*>  = a.(6+c)  ( bHc2-a 2) . 


Jetzt  bleiben  der  Betrachtung  noch  vier  Dreiecke  übrig,  von 
deren  Bildung  ausser  dem  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses und  dem  Höhendurchschnitt  je  einer  von  den  Mittelpunkten 
des  ein  - und  der  angeschriebenen  Kreise  Theil  nimmt.  Dies  sind 
folgende: 

M HC,  M1//27,  M 2HU,  M3//27, 
welchen  beim  Dreieck  DFG  entsprechen: 

NhM,  A/iM , BhM,  CUM. 

Das  erste  von  diesen  müssen  wir  direct  berechnen  und  zwar  in 
ähnlicher  Weise,  wie  oben  zur  Herleitung  von  (76)  und  (77)  an- 
gewandt wurde.  Es  ist: 


also 


Ilhm  ==  HMctx  X+  ffhdX — Mhdax , 
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>HhM=  ( Ha,  + HX).a,  X+(hd+HX).dX—(Ma,  +hil).da, 
— (HX — /«/).«,  X + HX—Ma,).dX, 

weil  da,  =alX+  dX  ist.  Aber 


(Y-ß), 


(ix — (r-P)-(P+y-«) . 


mithin : 


4M//r=(c-6) . |r — (A[ — 2/,)  + * + * ".(r-/,)|. 


Hierbei  hat  man: 


b + c—a  o+6-f-c 

— . r — r • 

a « 

so  dass: 


» 2/>  21) 

— ')r  — — .•), — 

(t  a+6+e 


und  — 
a 


= *i. 


4M  HU  = (c—ö) . 1 2/t  — 


2/> 


a-f6+e 


6-f-c— « 

— • #i  J . 


a 


Ferner: 


und 


2/> 16  Z)2 6+c-a 

a-|-H*c  8/)(a-f7>-f  c)  8D 


(a‘*-b2+2bc-c*) 


b+c-a  , 6-fc— a /JL„  , „ *x 

h ~ —$J) — (o2  + c2— al). 


a 


Durch  die  Vereinigung  der  beiden  so  eben  berechneten  Glie- 
der gelangt  man  zu  folgendem  Werthe: 


6-fc — « a+6-fc  . abc 

“47 T * bc  = 4/>~  • 6c“27T  * 


Endlich  ist: 

2/i  = T/>  + c2-“a2)  =47)(a  +H<?)  (6  -f  c— a)  - . 

Will  man  hieraus  den  Werth  der  Parenthese  in  obigem  Aus- 
druck fürMHU  finden,  so  sieht  man  bald,  dass  sich  als  gemein- 
schaftlicher Factor  herausziehen  lässt: 

a\b\c 

40 
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/ 


und  der  andere  Factor  wird:  . • , 

a(6-f-c  — a)  — Äc=(a — b)(c — o). 

Demzufolge  erhält  man  die  merkwürdige  Relation: 

UHUSD— \ (a+4+c)  (a-b)  ( c—a ) (c—6) . 

Jetzt  fallt  es  nicht  schwer,  auch  die  noch  übrigen  Dreiecke 
zu  bestimmen;  denn  man  hat: 

AhM  = HAM+HAh  - HhM 

and  ähnliche  Beziehungen  gelten  auch  für  BhM  und  ChM , so 
dass  man  dadurch  folgende  Zusammenstellung  bekommt: 

IM  HU. HD  = j*  (a+b+c)  ( a—b ) (c-  a)  ( c-b ) , 

M,// 77.80  (6+e— a)  (n+6)  («+c)  (c — b) , 

Im.,  077.80  =2  (a+c-b)  (a+i)  (c—a)  (6+c) , 

[M, 077.80  = ? (a+i-c)  (a-6)  (a+c)(i+c) . 

% 

Um  die  so  berechneten  Relationen  für  die  Dreiecke  auch  durch 
die  Radien  auszudrücken,  wollen  wir  noch  Werthe  für  «*,  Ä2,  c 2 
ableiten.  Es  ist: 


2 D 


r\—r— 


*ID 


16  D2 


a 


b\c— a aj-b+c  4/J  * (a  + 6 + c)  (6  + c — a) 

a 2 D 2 D 


=Jl > («  + c-  Ä)  (“+*-«)  = 40  ’ ' 17 


d.  h. 


(83)  r,  — r = 


»Vs 


Nun  hat  man  aber  nach  (42): 


. «Vs 

r2  + r3  —J) 


und  es  wird  folglich: 


Theil  XIX. 
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|ö,=;(ri — **)(*,2'f**‘s)  ==*'iJ'*+,l'i**3 — Wi — nv  Kbenno: 
(84)  <6*==(rf— r)(r1+r1)==r,rl+r*rs--iTl--rr8 , 

(r9  = (r3  — r)(r,  +r*) =rlr3-H,2ra— rr4  — rr, . 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

(a* -f  62— c^=2(rlr4— rr3). 


(85)  <ö9  + c2 — 69=2(r1r3-rr2) , 

\£2  -f  c2 — a2 = 2(r2r3  — rr, ) . 

Die  Werthe  von  «-f  6,  a — b u.  s*  w„  erhält  man  leicht  an« 
(44)  durch  Addition  und  Subtraction,  z.  B. 

a+A  = (ni^±r1)>  n_6=(n-'~,Kr8-^) 


Indem  wir  die  überaus  leichte  Transformation  speciell  auszu- 
führen für  überflüssig  halten,  steilen  wir  die  Dreiecksbeziehungen 
in  der  Weise  sofort  zusammen , dass  wir  von  jeder  Gruppe  von 
Relationen  nur  eine  anführen,  da  es  ja  nicht  schwer  fallt,  die 
analogen  darnach  zu  bilden.  Dann  hat  man: 

% 

1 Z>9=rrlr2r3, 


ftftM,Ms . /)=2Är,r2r3 , 

MM,  (7.8 D—  (r,  — r)  (r3— r2)  (r2r3  +rr1) , 

MM,  H . 4 D =r(n  — r)  (r3—r2)  (r2r3— rr,) , 

86)  (2MlM.iM-MlM*  U).8D  = (r-f r3)  (r,  -f  r2)  (rr3 -f r,r2) , 
(2MlM2M-M1M2Ä).8/)=(r+r3)  fara-iTa) , 

MH  (7.32/)=  (r4  -r2)  (r,-r3)  (r2-r3)  (r,-r)(r2-r)(r3-r), 

M,/f/7.32Z)=  (r,+r2)  (r,+r3)  (r3  -r2)  (r,— r)  (r2+r)  (r8  +r) . 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 


Der  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  schreibt  mir 
bei  Uebersendung  desselben,  dass  er  bei  dieser  Arbeit  zwar  in 
einigen  Punkten  mit  Herrn  Molimann  in  dem  Aufsatze  Theil 
XVII.  Nr.  XVI.  zusammengetroffen  sei,  dass  er  aber  glaube  sei- 
ner Arbeit  hinreichende  Eigenthümlichkeit  beimessen  zu  dürfen, 
so  dass  dieselbe  sehr  wohl  neben  jenem  Aufsatze  bestehen  könne. 
Auch  ich  glaube,  dass  auch  diese  Abhandlung  des  Herrn  Lehrer 
Heilwig  wohl  geeignet  ist,  das  Interesse  der  JLeser  in  Anspruch 
zu  nehmen,  und  habe  ihr  daher  einen  Platz  im  Archive  eingeräumt. 


IV. 

Kurzer  Beweis  des  Gesetzes,  nach 
welchem  die  Schwingungsebene  eines 
Pendels  sich  bei  dem  Foucault’schen 
Versuche  in  Folge  der  Erdrotation  um 
die  Vertikale  des  Aufhängepunkts 

dreht. 

» 

Von 

Herrn  T.  J.  Eschweiler, 

Director  der  Realschule  7U  Cöln  a.  R. 


Zur  Ableitung  dieses  Gesetzes  bedarf  es  nur  der  Betrachtung 
desjenigen  sphärischen  Dreiecks,  welches  von  drei  Bogen  gebil- 

I 

4* 
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<Iet  wird,  die  den  Himmelspol  P,  das  Zenith  Z und  den  von  der 
Schwingungsebene  des  Pendels  getroffenen  Punkt  A des  Horizonts 
mit  einander  verbinden.  Dieses  Dreieck  ist  nährend  der  Pendel- 
bewegung ein  veränderliches.  Denn  indem  der  Pol  P stets  und, 
nährend  eines  Zeitelenients  dt,  auch  der  Punkt  A in  Folge  des 
Strebens  der  Pendelrnasse,  in  ihrer  Richtung  zu  beharren,  ihre 
Lage  behalten,  beschreibt  das  Zenith  Z vermöge  der  Rotation 
der  Erde  um  ihre  Achse  einen  kleinen  Kreis  uni  P,  wodurch  die 
Winkel  bei  P und  Z sich  beide  stetig  ändern.  Es  kommt  nur 
darauf  an,  die  Abhängigkeit  dieser  W’inkel,  deren  erster  sich  der 
Zeit  proportional  ändert,  der  letzte  aber  das  Azimuth  der  Schwtn- 
gungsebene  zu  180°  ergänzt,  zu  ermitteln.  Zu  dem  Ende  nehme 
ich  an,  im  Anfang  der  Bewegung  sei  die  Schwingungsebene  im 
Meridian,  ihr  Azimuth  also  =0,  nach  Verlauf  der  Zeit  t sei  die- 
ses Azimuth  = d und  die  Erde  habe  sich  in  dieser  Zeit  uni  den 
Winkel  <p  gedreht;  in  dem  darauf  folgenden  Zeitelement  dt  be- 
trage diese  Drehung  d(p,  eben  so  viel  also  auch  die  Aenderung 
des  Winkels  P,  die  gleichzeitige  Aenderung  des  Aziinuths  sei 
dd.  Da  nun  (Taf.  II.  Fig.  3.)  zwischen  den  beiden  Winkeln  Z 
und  P und  den  beiden  Seiten  AP  und  PZ  (deren  letzte  das  Com- 
plement  der  Polhöhe  oder  geographischen  Breite  l ist)  die  bekannte 
Relation 


cos  Z P.cos  P = siuZP.cotg  PA — sinP.cotgZ 
besteht  und  Z=180°—  d,  ZP=90°— */  ist,  so  hat  man: 


sin/cosP=cos/cotg/M  + sinPcotgr/ . 


Aendert  sich  nun  durch  die  Rotation  des  Erdkörpers  während  der 
Zeit  dt  P in  P — dg>,  d gleichzeitig  in  d — dd,  während  / und  die 
Seite  PA  unverändert  bleiben,  und  differenzirt  mau  demgemäss 
die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man  die  folgende: 


oder 


sinlsinPdg)  = 


si  nPdd 
situ/* 


— cosPcotgddcp 


dd  = sin/sind2d<p  + cotgJPsinc/cosr/dqp 
Es  ist  aber,  da  AZ  ein  Quadrant  ist: 


daher 


d.  i. 


sin/ 

c°tg/>  = — r 


dd = sin/sinfZ*c)<p  -f  sin/cosrf2ö<p , 


dd  ss.  sin  ld<p . 
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Integrirt  giebt  dies  : 


€/=qn.sin/, 

ohne  Constante,  da  vorausgesetzt  wurde,  dass  im  Anfänge  der 
Zeit  t sowohl  d als  qp=0  seien. 

Dies  Resultat  spricht  das  von  Foucault  entdeckte  Gesetz 
aas,  dass  nämlich  die  Geschwindigkeit,  (womit  die  Schwingungs- 
ebene  des  Pendels  sich  um  die  Vertikale  dreht,  sich  zu  derjeni- 
gen, womit  die  Erde  um  ihre  Achse  läuft,  eben  so  verhält,  wie 
der  Sinus  der  geographischen  lireite  des  Ortes,  wo  das  Pendel 
scbningt,  zu  1. 


V. 

Versuche  über  «lie  elektrische  In- 

duction. 


Von 

Herrn  Director  K.  \V.  Knochen  hau  er 

zu  Me  in  in  gen. 


Erste  Abhandlung. 


Als  Einleitung  zu  den  Versuchen  über  die  elektrischen  In- 
ductionen,  welche  hei  Anwendung  der  Nebenbattcrie  hervortreten, 
wurde  von  mir  im  Sommer  1850  eine  Reihe  von  Reobachtungeu 
angestellt,  um  daraus  ein  allgemein  gültiges  Gesetz  über  die  Ab- 
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nähme  der  elektrischen  Induction  mit  der  Entfernung  herzuleiten. 
Die  Reihe  zerfiel  in  zwei  Abtheilungen.  In  der  ersten  waren  zwei 
ebene  zinnerne  Scheiben  AB  und  CD  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  von 
IVio  Linie  Dicke  und  18  Zoll  8%  Linien  (par.  M.)  Durchmesser, 
an  den  Rändern  mit  4 Linien  breiten,  nach  hinten  hervortreten- 
den abgerundeten  Holzringen  versehen , auf  zwei  massive  gläserne 
Säulen  E und  F von  18  Zoll  Höhe  und  1 Zoll  Durchmesser  mit-  • 
telst  starker  an  die  Scheiben  gelötheter  Hülsen  gekittet.  Von 
diesen  Säulen  stand  die  eine  F auf  dem  eisernen  Lesteil  K,  die 
andere  auf  dem  Schlitten  «7,  der  durch  die  Schraube  L bewegt 
wurde;  die  bis  auf  5 Zoll  gehende  Entfernung  der  zu  einander 
parallelen  Scheiben  wurde  auf  einem  nach  par.  Linien  eingetheil- 
ten  Massstabe  abgelesen.  Ein  63  Zoll  langer,  1 Linie  starker 
Messingdraht , der  in  seiner  Mitte  mit  der  als  Gelenk  dienenden 
durchschnittenen  und  an  einem  Seidenfaden  hängenden  Kugel  M 
versehen  war,  liihrte  von  der  Klemmschraube  G zum  Conductor 
jV  der  Elektrisirmaschine ; ein  anderer  28  Zoll  langer  Kupferdraht 
(0,513  Linie  Durchmesser)  ging  ebenfalls  von  G zur  ersten  Kugel 
Ö des  Funkenmessers  Q,  von  dem  die  zweite  Kugel  P durch 
einen  Draht  mit  dem  Erdboden  V in  leitender  Verbindung  stand. 
Mit  der  zweiten  Scheibe  CD  war  durch  die  Klemmschraube  H 
der  4'  lange  Kupferdraht  HR  verbunden , der  zur  ersten  Kugel 
R eines  zweiten  Funkenmessers  reichte;  die  andere  Kugel  S batte 
eine  Ableitung  zum  Erdboden  V.  Nachdem  die  Kugeln  R und  5 
in  eine  beliebige  Distanz  von  einander  fest  eingestellt  waren, 
wurden  die  Scheiben  AB  und  CD  dicht  an  einander  geschraubt, 
durch  einige  dazwischen  gelegte  Stanniolblätter  gut  metallisch  ver- 
bunden und  der  Funkenmesser  Q so  eingestellt,  dass  beim  Dre- 
hen der  Maschine  die  Funken  mit  gleicher  Leichtigkeit  sowohl 
über  R und  S als  über  O und  P sprangen.  Dies  gab  die  Inten- 
sität J der  Elektricität , welche  zum  Durchbrechen  der  Lult- 
scbicht  zwischen  R und  S erforderlich  war*).  Hierauf  wurden 
die  Scheiben  nach  und  nach  weiter  aus  einander  geschraubt  und 
bei  etwas  schnell  angehendem,  augenblicklichem  Drehen  der  Ma- 
schine diejenige  Distanz  zwischen  O und  P oder  diejenige  Inten- 
sität t gesucht,  bei  welcher  eben  nur  ein  kleiner  Funke  zwischen 
R und  S erschien.  — Die  richtige  Stellung  zwischen  O und  P 
liess  sich  bis  auf  lJ50  Linie  genau  angeben ; denn  w aren  O und 
P zu  nahe  an  einander,  so  zeigte  sich  zwischen  R und  S kein 
Funke,  während  die  Elektricität  kräftig  über  O und  P ging;  stan- 
den umgekehrt  die  letztem  Kugeln  zu  weit  von  einander,  so  er- 
schienen mehrere  Funken  zwischen  R und  S,  die  Scheiben  luden 
sich  wie  eine  Flasche  und  entluden  sich  hinterher  durch  einen 
stärkeren  Funken  über  O und  P.  — Die  vorstehende  Weise  des 
Experimentirens  wurde  aus  dein  Grunde  gewählt,  weil  sie  allem 


*)  Die  Intensität  werde  ich  nach  meinen  frühem  bereits  in  Fogg* 
Ann.  mitgetheilten  Versuchen  stets  so  angeben , dass  ich  auf  jede  halb« 
Linie  Distanz  zwischen  0 und  P 10  ansetze,  für  die  erste  halbe  Linie 
jedoch  13,25.  Man  leitet  also  umgekehrt  aus  der  angegebenen  Intensi' 
tat  die  wirklich  gemessene  Distanz  von  0 und  P in  par.  Linien  her, 
wenn  man  von  der  Zahl  3,25  subtrahirt  und  den  Rest  mit  20  dividirt. 
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die  Stärke  der  Induction  mit  einer  genügenden  Sicherheit  zu  mes- 
sen gestattet;  denn  tbeilt  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  der 
ersten  Scheibe  AB  ein  bestimmtes  Mass  von  Elektricität  mit,  so 
weiss  man,  dass  diese  Elektricität  mit  der  ganzen  Umgebung  in 
Wechselwirkung  tritt;  die  zweite  Scheibe  CD  löst  sie  hieraus 
mehr  oder  weniger,  je  näher  oder  je  weiter  sie  von  AB  entfernt 
ist:  der  auf  CD  wirkende  Theil  der  Elektricität  ist  somit  variabel, 
während  ihn  die  spätere  Berechnung  der  Beobachtungen  als  con- 
stant  voraussetzen  muss.  Steht  dagegen  AB  mit  dem  Conductor 
in  Verbindung,  so  giebt  derselbe  zugleich  die  Elektricität  her, 
welche  durch  die  Wechselwirkung  mit  der  Umgehung  gehalten 
wird,  und  tbeilt  der  Scheibe  AB  zu  ihrer  Einwirkung  auf  CD  ge- 
nau diejenige  Intensität  mit,  welche  der  Funkenmesser  Q anzeigt. 

Ebenso  wenig  durfte  ich  aber  auch  auf  CD  Elektricität  sich  bin- 
den lassen,  einesteils  weil  die  Bestimmung  der  Quantität  der- 
selben auf  der  grösseren  Scheibe  nur  sehr  annähernd  hätte  ge- 
schehen können,  während  jetzt  mein  Apparat  durch  den  ersten 
schwachen  über  RS  springenden  Funken  die  immer  gleich  starke 
Induction  auf  CD  und  aus  der  Distanz  zwischen  O und  P die 
dazu  erforderliche  Intensität  der  Elektricität  auf  AB  mit  grosser 
Schärfe  angab,  anderntheils  weil  bei  der  Rückwirkung  von  CD 
auf  AB  die  Stärke  der  Induction  kaum  mit  völliger  Evidenz  aus 
den  Beobachtungen  herzuleiten  gewesen  sein  würde.  Waren  meine 
Voraussetzungen  richtig,  so  mussten  sich  bei  constanter  Entfer- 
nung zwischen  R und  S die  Angaben  des  Funkenmessers  Q nicht 
ändern,  wenn  die  verschiedenen  Verbindungsdrähte  iV6r,  GO, 
PF,  HR  und  SV  geändert  wurden.  Es  wurden  also  hei  dem- 
selben Stande  von  RS  fünf  Beobachtungsreihen  angestellt;  in  der 
ersten  enthielt  der  Apparat  die  oben  angegebenen  Drähte,  in  der 
zweiten  wurde  eine  VVasserröhre  hinter  P vor  dem  zum  Erdboden 
leitenden  Drahte  eingeschaltet,  in  der  dritten  war  der  Draht  HR 
durch  8'  feinen  Neusilberdraht  ersetzt,  in  der  vierten  waren  diese 
8"  Neusilberdraht  zwischen  N und  JU  eingeschaltet,  in  der  letzten 
endlich  ersetzten  dieselben  8'  den  Draht  GO.  Die  Resultate, 
welche  die  fünf  Reihen  lieferten,  wichen  so  wenig  von  einander 
ab,  dass  die  Angabe  der  aus  allen  gezogenen  Mittel wertbe 
genügt. 
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Distanz  zwi- 
schen AB 
und  CD 

t auf  AB 
beob.  | ber. 

m 

ber. 

0 

18,95 

18,95 

1,000 

2W 

20,23 

20,21 

0,938. 

3 

20,74 

20,71 

0,915 

4 

* 

21,35 

21,22 

0,893 

6 

22,43 

22,23 

0,852. 

9 

23,99 

23,75 

0,798 

12 

25,59 

25,27 

0,750 

18 

28,91 

28,30 

0,670  . 

24 

31,89 

31,33  • 

0,605 

36 

37,81 

37,39 

; 0,507 

48 

43,73 

43,45 

0,436 

60 

49,53 

49,53  * 

0,383  ’ 

Diese  Betrachtungen  zeigen  sogleich,  dass  die  Intensität  t 
anf  AB,  weiche  eine  gleich  starke  inducirende  W irkung  auf  CD 
ausübt,  mit  der  Entfernung  beider  Scheiben  von  einander  regel* 
massig  steigt  und  dass  nur  die  Zunahme  von  0 Distanz  (der  Be- 
rührung der  Scheiben)  bis  2'"  etwas  stärker  ausfäilt,  etwa  so  wie 
sie  21/2°  Distanz  erfordern  würde.  Es  steht  somit  der  lnductions- 

coefticient  m unter  der  Formel:  m = r~r  • , worin  a = 6 — 0,5  ist 

b + x’ 

und  x die  Distanz  der  Scheiben  in  par.  Linien  angiebt.  Berühren 
sich  beide  Scheiben,  so  ist  a = b zu  setzen,  wodurch  der  Fall 
der  metallischen  Berührung  von  dem  fingirten  Falle,  dass  beide 
Scheiben  bei  der  Berührung  noch  durch  eine  nicht  leitende  Schicht 
ohne  Dicke  getrennt  wären,  in  etwas  unterschieden  bleibt.  Man 

b -fa: 

berechnet  hiernach  i aus  der  Formel:  *=: .J.  worin  J nach 

a 

dem  Obigen  die  bei  der  Berührung  vorhandene  oder  die  zur 
Schlagweite  über  RS  erforderliche  Intensität  bezeichnet.  Die  erste 
und  letzte  Beobachtung  gaben  6=38,0  also  a=37,5. 


Eine  zweite  Beobachtungsreihe  , in  der  die  Kugeln  R und  S 
einander  etwas  näher  standen.  lieferte  als  Mittel,  aus  zwei  Ver- 
suchen, in  denen  der  Draht  HR  einmal  aus  4' Kupfer,  dann  aus 
8'  Neusilber  bestand,  folgende  Angaben: 
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Distanz  zwi- 
schen AB 
und  CI) 

i auf  AB 
beob.  j her. 

0 

14,23 

14,25 

2"' 

15,25 

15,20 

3 

15,58 

I5,5S 

4 

16,12  : 

13, «Hi 

6 

17,00 

16,71 

9 

17,98 

17,85 

12 

19,16 

18,99 

• 18 

21,40 

21,25 

‘ 24 

# 

23,67 

23,52 

36 

28,15 

28,06 

48 

32,75 

32,60 

60 

37,12 

37,12 

Znr  Berechnung  wurde  aus  den  beiden  äussersten  Beobachtungen 
.•=38/2  also  a = 37,7  gesetzt.  Noch  wurden  bei  verschiedenem 
Stande  von  R und  S nur  die  erste  und  letzte  Beobachtung  bei 
Ound  48'"  Distanz  der  Scheiben  gemacht,  um  die  Werthe  von  b 
zn  eontroliren. 


Distanz 

i beob. 

b ber. 

0 

12,48 

38,7 

48'" 

28,12 

0 

16,06 

38,3 

48'" 

36,37 

0 

17,91 

37,8 

48"' 

40,87 

0 

21,69 

~ 37,7 

48"' 

49,62 

0 

25,50 

37,6 

48"' 

58,37 

0 

28,(14 

48"' 

66,87 

37,0 
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Obschon  b nahe  constant  bleibt,  dass  man  die  kleinen  Diffe- 
renzen übersehen  könnte,  so  scheint  es  doch  beachtenswert!), 
dass  die  Werthe  mit  wachsendem  Abstande  zwischen  R und  S, 
also  mit  zunehmender  Intensität  der  inducirenden  Elektrizität,  regel- 
mässig kleiner  austielen ; viel  deutlicher  wird  ein  ähnliches  Ver- 
halt iiiss  hei  den  Versuchen  mit  der  Nebenbatterie  Vorkommen.  — 
Da  zu  sichern  Messungen  ein  etwas  schnell  beginnendes  Drehen 
der  Maschine  erforderlich  war,  so  wurde  versucht,  wie  weit  das 
plötzliche  Anströmen  der  Elektricität  aus  einer  sich  entladenden 
Flasche  zweckmässig  wäre;  es  wurde  demnach  eine  Flasche  ge- 
laden und  durch  den  vor  MG  eingeschalteten  Funkenmesser  die 
Entladung  auf  AB  vermittelt;  der  Funkenmesser  erhielt  nach  und 
rach  diejenige  Einstellung,  welche  einen  einzigen  schwachen  Fun- 
ken über  RS  'zur  Folge  hatte.  Die  Resultate  blieben  dieselben, 
wie  bei  der  frühem  Anordnung  des  Apparats,  nur  war  hei  Ein- 
stellung des  Funkenmessers  nicht  eine  gleiche  Schärfe  zu  erzie- 
len; der  Andrang  der  Elektricität  auf  AB  war  schon  zu  gewalt- 
sam. — Zur  Vergleichung  mit  diesen  Versuchen  ziehe  ich  die 
von  mir  vor  längerer  Zeit  in  Pogg.  Ann.  B.  58.  p.  214.  bekannt 
gemachten  herbei,  wo  die  auf  einer  kleinen  Kugel  gebundene 
Elektricität  mit  der  Torsionswage  gemessen  worden  war.  Gestat- 
teten diese  Versuche  zwar  nicht  den  Werth  von  a zu  bestimmen 
und  waren  sie  insoweit  fehlerhaft,  als  auf  die  Rückwirkung  der 
inducirten  Kugel  auf  die  inducirende  keine  Rücksicht  genommen 
werden  konnte,  so  war  doch  eben  diese  Rückwirkung,  wie  di- 
rekte Versuche  schon  d.imals  zeigten,  so  gering,  dass  sie  höch- 
stens hei  der  kleinsten  Distanz  von  3*  etwas  störte.  Die  \ er- 
suche lehren  zum  wenigsten,  dass  hei  kleinen  Scheiben  (hier 
Kugeln)  der  Werth  von  b geringer  wird.  Ich  stellte  meine  ^ er- 
suche damals  unter  die  empirische  Formel:  m — Ab^*  (über  die 
Bedeutung  der  Bezeichnungen  s.  citirt.  Ahh  ),  welche  dieselben 
bis  a:=H)d  = 48/"  recht  gut  darstellte.  Nimmt  man  also  die  da- 
maligen Beobachtungen  als  durch  diese  Formel  gegeben  an,  in 
der  A unbekannt  blieb,  so  berechnen  sie  sich  jetzt  nach  der 
neuen  Formel: 

17,1  A 

m~  21,«+.* 


auf  folgende  Weise: 
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Distanz 

m beob. 

m ber. 

3"' 

0,707  A 

0,687  A 

6 

0,613  „ 

0,613  „ 

9 

0,549  „ 

0,553  „ 

12 

0,500  „ 

0,504  „ 

18 

0,428 

0,429  „ 

24 

0,376  „ 

0,373  „ 

27 

0,354  „ . 

0,350  „ 

36 

0,301  „ 

0.295  „ 

48 

0,250  „ 

0,245  „ 

Auch  hier  zeigt  sich  die  Gültigkeit  der  aus  den  neuen  Beobach- 
tungen klar  entspringenden  Formel , da  die  Abweichung  bei  3'" 
Distanz  sieb  aus  dem  schon  angegebenen  Grunde  hinreichend 
erklärt 

ln  der  zweiten  Abtheilung  der  Versuche  kam  unter  Hinzu- 
ziehung der  Nebenbatterie  folgender  Apparat  in  Anwendung. 
Geber  die  beiden  horizontalen  1 Zoll  starken  Glasstäbe  AB  und 
CD  (Tat*.  IV.  Fig.  2.),  die  in  einer  gegenseitigen  Entfernung 
ron  2*  durch  einen  hölzernen  Rahmen  getragen  wurden,  waren 
mittelst  Schrauben  und  seidener  Schnüre  die  beiden  8'  langen 
Kupferdrähte  NACP  und  OBDQ  (0,513  Linien  üurchm.)  gegen 
die  Holzleisten  EF  und  GH  ausgespannt  und  trugen  an  ihren 
Enden  kleine  Quecksilbernäpfchen;  die  Stäbe  AB  und  CD  und 
ausserdem  die  Glasröhren  JK  und  LM  waren  ein^etheilt,  um  die 
Distanz  der  Drähte  von  einander  zu  messen;  beiae  Drähte  konn- 
ten in  dem  Rahmen  nur  auf  6 Zoll  von  einander  entfernt  werden. 
Der  erste  Draht  NP  schloss  die  Hauptbatterie  U,  die  nicht  iso- 
lirt  aufgestellt  vom  Conductor  der  Maschine  aus  geladen  wurde, 
und  aus  den  beiden  Flaschen  1 und  2 bestand;  die  Schliessung*« 
dräbte  waren  von  U ab  1 l/*  K (Kupferdraht  von  0,513L.  Durchm.), 
der  Funkenmesser  S und  y K bis  N ; auf  der  anderen  Seite  von 
P bis  a 3 VA.,  von  a bis  b 16,8  Zoll  Platindraht  (0,081  Linien 
Durchm.)  und  von  b bis  V 4'  11"  K.  Der  gesummte  Schliessungs- 
draht  der  Hauptbatterie  betrug  demnach , wenn  man  für  den  Draht 
in  den  Flaschen,  für  den  Funkenmesser  und  für  den  Platindraht 
ihre  annähernd  richtigen  äquivalenten  Werthe  0,5 — 0,7  — 2 Fuss 
substituirt,  im  Ganzen  19' ,9  K.  Der  zweite  gespannte  Draht  OQ 
schloss  die  aus  den  Flaschen  3 und  4 gebildete  Nebenbatterie  Ar, 
die  auf  gläsernen  Stühlen  gut  isoiirt  aufgestellt  war;  es  bestand 
OX  aus  2 4K.,  QZ  aus  Qe=8y2"A\,  cd=16",8  Platindraht 
(0,081  Linien  Durchm.)  und  dZ  — \!K. ; die  Gesammtlänge  des 
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Schliessungsdrahtes  betrug  also  in  äquivalenter  Länge  14'.;2A. 
Nach  den  von  mir  früher  angestellten  Versuchen  (Jahresber. 
der  Wiener  Akademie.  1849),  in  denen  die  Nebenbatterie 
mit  dem  Drahte  JSP  der  Hauptbatterie  unmittelbar  verbunden  ge- 
wesen war,  konnte  ich  ähnlich,  wie  man  aus  der  Stromtheilung 
auf  dem  Schliessungsdraht  einer  Batterie  auf  die  beim  sogenann- 
ten Nebenstrom  vorkommenden  Erscheinungen  schliessen  kann, 
auch  hier,  wenn  die  Erwärmungen  H und  JS  in  den  Schliessungs- 
drähten der  Haupt  - und  der  Nebenbatterie  mittelst  eines  statt  ab  und 
cd  eingescbalteten^Luftthermometers,  das  einen  gleich  langen  aus- 
gestreckten  Platindraht  enthielt,  gemessen  wurden,  die  zu  erwar- 
tenden Thatsachen  vorher  annäherungsweise  angeben  und  wusste 
die  Berechnungsweise,  wie  man  aus  den  Erwärmungen  zu  den 
Stromstärken  gelangt.  Zunächst  durfte  ich  erwarten,  dass  wenig- 
stens für  geringe  Entfernungen  der  gespannten  Drähte  von  einan- 
der die  Erwärmung  in  dem  Drahte  der  Nebenbatterie  bei  zwei 
gleichen  Batterieen  ihr  Maximum  erreichen  würde,  wenn  die  bei- 
den Schliessungsdrähte  von  gleicher  Länge  wären,  dass  dagegen 
bei  ungleichen  Batterieen  das  Maximum  erfolgen  würde,  wenn  sich 
die  Längen  der  Schliessungsdrähte  umgekehrt  wie  die  Zahl  der 
gleichen  Flaschen  in  beiden  Batterieen  verhielten.  Dann  konnte 
ich  vorher  wissen,  dass  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  eine 
n fache  Flaschenzahl  in  der  Nebenbatterie  gegen  die  einfache  in 
der  Hauptbatterie  die  Erwärmung  N um  das  n fache  steigern 
w ürde , und  dass  umgekehrt  N um  «las  n fache  sinken  würde, 
wenn  die  Zahl  der  Flaschen  in  der  Hauptbatterie  n mal  grosser 
ist  als  die  Zahl  der  Flaschen  in  der  Nebenbatterie.  Fernerwussle 
ich,  dass  man  bei  gleicher  Flaschenzahl  in  beidemBatterieen  auf 
das  Verhältniss  der  Stromstärken  in  beiden  Sehliessungsdrähten 

gelangt,  wenn  man  aus  dem  Verhältniss  der  Erwärmungen 


Quadratwurzel  zieht,  dagegen  hei  ungleicher  im  Verhältniss  von 
l:u  stehender  Flaschenzah!  in  der  Haupt-  und  der  Nebenbatte- 
rie das  Verhältniss  des  zrmal  gedrängtem  Nebenstroms  zum  Haupt- 

4nr 

ström  aus  ^ erhält.  Endlich  konnte  ich  noch  vorher  er- 
warten, dass  wie  viele  Wärme  die  Hauptbatterie  bei  entfernter 
Nebenbatterie  auf  ihrem  Schliessungsdraht  entwickelt,  sie  genau 
ebenso  viele  hei  thätiger  Nebenbatterie  in  beiden  Schliessungs- 
drähten zusammen  erzeugen  würde,  natürlich  unter  der  Voraus- 
setzung einer  gleich  starken  Ladung  der  Hauptbatterie  in  beiden 
Fällen.  Es  kam  nun  zunächst  darauf  an,  durch  besondere  Ver- 
suche zu  ermitteln,  ob  unabhängig  von  der  Entfernung  der  beiden 
gespannten  Drähte  von  einander  das  Maximum  der  Erwärmung 
im  Schliessungsdraht  der  Nebenbatterie  bei  derselben  Länge  ein- 
tritt  und  dann,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  in  welchem  Masse  der 
inducirte  Strom  der  Nebenbatterie  mit  der  Distanz  der  gespann- 
ten Drähte  abnimmt.  Zur  Ermittlung  des  ersten  Punktes  wurden 
drei  Reihen  ausgeführt;  zuerst  waren  die  Drähte  OX  und 
unmittelbar  mit  JS  und  P verbunden,  nachdem  der  Draht  OQ 
fortgenommen  war,  dann  wurden  die  beiden  gespannten  Drähte, 
indem  OX  und  QZ  wieder  mit  OQ  in  Verbindung  standen,  aul 
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12"  und  48'"  von  einander  entfernt.  In  den  Sehliessungsdraht 
der  Nehenbatterie  w urden  nach  und  nach  zur  ursprünglichen  Länge 

L=14',2  K.  noch  2,  4 bis  12'A  hinzugefügt*).  Die  Envär- 

iV 

inungen  II  und  N wurden  beobachtet,  daraus  -ß  und  das  Ver- 


hältnis« der  Stromstärken 


VS 


gezogen,  überdies  die  gesammte 


frei  gewordene  Wärme  C,  berechnet.  Die  Ladung  der  Hauptbat- 
krie  J war  entweder  45,25  — 53/25  oder  61,25,  nämlich  nacn  der 
eben  angegebenen  Weise  aus  der  Distanz  der  Kugeln  am  Funken- 
der bestimmt. 


1.  Reihe.  Der  gespannte  Draht  NP  beiden  Batterieen  ge 


luetnsam. 


0. 


Scliliessungs- 
dr.d.  Nebenb. 

■ ■ 


II 


* • 


45.25 

53.25 


N 


11,6 

15.0 


I 


45.25  11,2 

53.25  14,6 
45,25.11,1 
53,25  14,1 
45,2510,7 


8,2,0,713 

10,60,711 


53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 


13.0 
10,7 
13,9 

10.0 

U,1 

11.4 

14.4 


8,7  0,778  * 
11,10, 758  « 

0,1  0,810  j 
11,6  0,826 > 
0,2  0,860a 

11.8  0, 850  S 
0,2  0,860 1 
11.0  0,8565 
0,0  0,822 

11,6 

8,4 


r>5  3 

|o^!;u8 

WS* 


0,007 

0,925 


0,822  > 
0,738, 


10,7|0,744s 


25.6 

34.7 
25,5 
34,0 

o,926|1;J 

>5  0 

0.907^4 

>6  2 

0.861  Sa 


*)  Ich  bemerke,  dass  ck  vollkommen  gleichgültig  ist,  an  welcher 
Steile  die  neuen  Drahte  eingeschaltet  werden.  . 
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2te  Reibe. 


Die  gespannten  Drähte 


in  12'"  Distanz. 


Schliessung- 
dr.  d.Nebenb. 
= L + 

J 

H 

N 

N 

H 

V* 

[c 

0 

53,25 

18,6 

5,2 

0,279 

0,528 

36,3 

61,25 

— *) 

6,3 

— 

. — 

2' 

53,25 

17,6 

6,5 

0,369 

0,607 

36,1 

61,25 

-*) 

7,6 

— 

— 

4' 

53,25 

16,2 

8,0 

0,492? 

0,696 

35,6 

61,25 

19,7 

9,4 

0,475  ' 

46,3 

6' 

53,25 

15,6 

8,9  0,572  ? 

0,750 

35,8 

61,25 

19,1 

10,5  0,551* 

46,4 

8' 

53.25 

61.25 

15,4 

18,7 

9,1 0,593  £ 
11,00, 586* 

0,768 

35,7 

46,6 

1fr 

53,25 

15,7 

8,7 

0,558? 

0,742 

36,0 

61/25 

19.1 

10,4 

0,544' 

46,7 

12' 

53,25 

17,0 

6,9 

0,404? 

0,638 

36,2 

61/25 

21,0 

8,6 

0,410’ 

48,4 

3te  Reihe.  Die  gespannten  Drähte  in  48'"  Distanz. 


Schliessung- 
dr.  d.Nebenb. 
= £ + 

* 

4' 

6' 

8 ' 
lfr 

12' 


J 


45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 
53/25 


H 


N 


J. 


16,02,0 
20,0  2,6 
15,23,4 
19,04,2 
14,5  4,2 


0,226* 
0,221 5 
0,293* 
18,2  5,2  0,289 * 

14.1  4,7  0,331* 
17,7  6,0  0,338  S 
14,4  4,00,278* 

18.05.1  0/285? 
15,2|2,6|0,172* 
19,2*3,410,179? 


N 

U 


0,125* 

0,1  1? 


r» 


C 


°»3o8l36,0 
*26  7 
°’472  36il 
26,6 


0,540 

0,579 


36.1 
26,4 

36.2 

°'530  35,7 
ni,ol26,l 
°>418|35,9 


*)  Die  starken  Ströme  mochte  ich  nicht  durch  da«  Thermometer 
hindurchlassen. 
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Nach  diesen  Beobachtangen  ist  das  Maximum  der  Induction 
von  der  gegenseitigen  Entfernung  der  gespannten  Drähte  unab- 
hängig, doch  wären  die  Versuche,  wie  das  Spätere  zeigen  wird, 
richtiger  angestellt  worden,  wenn  die  Ladung  der  Hauptbatterie 
unverändert  geblieben  wäre;  wegen  der  eingeiiigten  Platindrahte 
wurden  die  kleinen  Differenzen  nicht  bemerkbar.  Das  Maximum 
der  Induction  findet  statt,  wenn  zu  dem  Schliessungsdraht  der 
Hauptbatterie  = 19',9  K.  der  Schliessungsdraht  der  Nebenbat- 
terie nicht  ganz  22 'f&K.  ist.  Das  KraftverhäJtniss  der  angewand- 
ten Hauptbatterie  zur  Nebenbatterie  ist  nach  meinen  Ermittlungen 
wie  2,07o:  1,927*),  demnach  sollte  der  Schliessungsdraht  der 
Neben  batterie 


19,7x2,073 
~ 1,927 


= 21',2  K. 


sein;  die  geringe  Differenz  stammt  einestheils  von  den  wohl  nicht 
ganz  genauen  Werthen  der  äquivalenten  Längen,  anderntheils  von 
der  Luftschicht  zwischen  den  Kugeln  des  in  der  Leitung  der 
Hauptbatterie  befindlichen  Funkenmessers,  die  ebenfalls  in  äqui- 
valenter Länge  hinzugefügt  werden  muss.  — Zur  Berechnung  der 
frei  gewordenen  Wärme  war  der  Widerstand  des  Hauptdrahtes 
mit  Rücksicht  auf  meine  Angaben  iu  Pogg.  Ann.  B.  79.  p.  255. 
= 1,51  bei  .7  = 45,25;  1,66  bei  .1=53,25  und  1,83  bei  .1=61,25; 
der  Widerstand  des  constanten  Nebendrahts  betrug  0,94  oder  1,04, 
je  nachdem  der  gespannte  Draht  fortliel  oder  hinzukam;  der  zu- 


*)  Die  Kraft  einer  Flasche  bestimmt  man  entweder  aus  Thermo- 
meterbeobachtungen, wie  von  mir  Pogg.  Ann.  II.  79.  p.  359.  geschehen 
ist,  die«  gab  Fl.  1=0,984,  Fl.  2=1,072,  Fl.  3 =0,890,  Fl.  4=1,054; 
oder  man  zählt  die  Ladung  der  Flaschen  bis  zu  einet;  festen  Schlagweite 
mittelst  einer  kleinen  Lane’schcn  Flasche,  was  das  bequemste  Verfah- 
ren ist;  ich  erhielt  so  Fl.  1 = 0,988,  Fl.  2=1,094,  Fl.  3=0,878,  Fl.  4 
= 1,040;  oder  man  bringt  die  Flaschen  am  besten  zu  je  zwei  zu  einer 
Flaschensäule  zusammen,  wobei  aber  stets  zwei  Beobachtungen  mit  ver- 
änderter Folge  der  Flaschen  angestellt  werden  müssen,  weil  die  kleinen 
von  mir  angegebenen  Glieder  der  Formel  (Pogg.  Ann.  B.  79.  p.  354.) 
sichtbar  hervorlreten  und  die  Spannung  der  vordersten  Flasche  gegen 
die  folgende  steigern.  Ich  mag  hier  nicht  noch  einmal  auf  die  Verhalt- 
Bisse  bei  einer  Flaschensäule  eingehen,  vielleicht  findet  sich  an  einem 
Badern  Orte  Gelegenheit,  die  nicht  unbedeutenden  Fehler  besonders  her- 
▼urzuheben,  welche  durch  die  Verbindung  einer  grossem  Lune'schen 
Flasche  mit  dem  letzten  isolirten  Gliede  der  Säule  herbeigefuhrt  lind 
unbeachtet  gelassen  worden  sind;  ich  bemerke  nur,  dass  man  die  gleiche 
Ladung  der  Säule  allein  dadurch  erreichen  darf,  dass  man  die  innere 
Belegung  des  ersten  mit  der  äussern  nicht  isolirten  Belegung  des  letz- 
ten Gliedes  durch  einen  Draht  mit  eingeschobenem  Funkentuesser,  dessen 
Kugeln  in  constanter  Entfernung  bleiben,  verbindet.  Selbst  in  diesem 
Falle  noch  zeigt  sich,  wie  fluctuirend  die  Ladung,  ist  indem  Umstande, 
dass  längere  Funken  etwas  zu  frühzeitig  überspringen;  in  Folge  dieses 
Umstandes  stellen  sich  auch  die  zwischen  den  Flaschen  statt  findenden 
Differenzen  etwas  zu  gross  heraus.  Meine  Beobachtungen  geben  mir 
Fl.  1=0,958,  Fl.  2=1,124,  Fl.  3=0,862,  Fl.  4=1,056.  Die  Mittel- 
zahlen  ans  den  drei  verschiedenen  Bestimmungsarten  sind  Fl.  1=0,976, 
Fl.  2=1,097,  Fl.  3=0,877,  Fl.  4 = 1,050. 
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gefugte  Kupferdraht  machte  0,0*2  auf  je  2'.  Die  Constante  c t des 
Thermometers  gaben  besondere  Beobachtungen  für  die  beiden 
ersten  Reihen  0,0062,  für  die  letzte  an  einem  andern  Tage  ange- 
stellte  Reihe  0,00635.  Bei  einer  einfachen  Entladung  der  Haupt- 
batterie war  also  das  frei  gewordene  Wärmequanturn  C=25,60 
bei  7 = 45,25;  35,45  bei  7 = 53,25  und  46,90  bei  7=61,25.  Das- 
selbe Wärmequantum  erscheint  nach  den  vorstehenden  Beobach- 
tungen ebenfalls,  wenn  beide  Batterieen  zu  gleicher  Zeit  thätig 
sind.  Die  kleinen  Differenzen  der  ersten  Reihe  erklären  sich  da- 
raus, dass  die  Wärme  in  dem  gespannten  Drahte  =//  gesetzt 
werden  musste,  was  nicht  vollkommen  genau  ist;  das  eine  abwei- 
chende Resultat  bei  12"'V  Distanz  der  Drähte  weist  auf  einen 
Beobachtungsfehler  hin*). 

Nach  Erledigung  des  ersten  Punktes  kam  die  Abnahme  der 
Induction  mit  der  Entfernung  in  Betracht.  Der  Schliessungsdraht 
der  Hauptbatterie  blieb  unverändert  wie  vorhin,  der  Schliessung^ 
draht  der  Nebenbatterie  wurde  dagegen  um-?3//,  also  bis  zu  21^ a 
verlängert,  worauf  in  einer  zweiten  Reihe  2 ‘K.  in  ihm  durch  IO", 8 Pla- 
tindraht ersetzt  wurden.  In  beiden  Reihen  stieg  die  Distanz  der 
gespannten  Drähte  nach  und  nach  bis  auf  48"'  auch  findet  man 
den  Fall,  wo  die  Nebenbatterie  mit  dem  Draht  OP  verbunden 
war,  unter  0 Distanz  notirt.  Das  Verbältniss  der  inducirten Strom- 
stärke zura  Hauptstrom  V g wurde  in  der  ersten  Reihe  nach 
der  Formel 

4 

\ //“  93,5  + x ' 


in  der  zweiten  nach 

' - A / 43>7 

\ //  55,7  + x 

berechnet,  worin  x die  Distanz  der  gespannten  Drähte  in  Linien 
bezeichnet. 


*)  Seitdem  ich  den  nicht  unbedeutenden  Widerstand , welchen  1 
durchbrochene  Luftschicht  darbietet,  in  Anschlag  bringe,  fällt  die  A« ^ 
nähme  eines  besondern  Widerstands  in  der  Batterie  fort,  den  ich  bei i e 
Berechnung  meiner  in  den  Jahres  her.  d.  Wien.  Ac ad*  mitgetheil  eD 
Beobachtungen  ohne  weitern  Beleg  herbeizichen  musste. 


f 
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1 ste  Reibe 


Distanz 

J 

H 

\\ 

0 

45,25 

11,2 

53,25114,2 

• 

46,25 

10,7 

53,25 

13,9 

3'" 

45,25 

11,7 

53,25 

14,9 

n:*'r  . 

45,25 

11,4 

1 

53,25 

14,2 

6'" 

45,25 

11,7 

53,25 

14,0 

45,25 

11,0 

, * 

53,23 

14,5 

•12"' 

45,25 12,0 

63,25 

15,4 

45,25 

12,1 

53,25 

15,1 

24"' 

45,25 

13,2 

53,25 

10,4 

45,25  13,1 

53,25 

16,2 

3 0"' 

45,25 

13,5 

53,25 

107 

45,25;  13,6 

53,251 17,2 

48'" 

45,25,14,1 

53,25  17,5 

! ; 

45,25  14,3 

53,2517,0 

N 


JV 

u 


9,30,844 

12.00. 842 
9,2  0,800 

11,9  0.836 
8,30,707 
10,G  0,708 

8.00. 703 
10,10,710 
7,7  0,660 
9,70,6631 
7,7  0.6621 

9.4  0,651 

7.1  0.593; 

9.00. 586 
7,10.585 
8,9:0,586 

6.4  0,481! 
7,7  0,474 

6.2  0,477 

7.6  0,469 
5,30,398] 
6,60,395 

5.4  0,394] 

6.7  0,390 
4,70,336, 
5,60.321 
4,6  0,323/ 
5,70,326) 


i/  ^Mittel 
beob.j  ber. 

0,922  — 

| 0,840  0,839 
0,812  0,814 
j 0,766  0,767 
0,090  0,689 

t 

0,628  0,626 
0,571  0,572 


Tktil  mx 


5 
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2te  Reihe. 


Distanz 


0 


6'" 

12"' 


- 24"' 


. 36"' 
48"' 


H 


N 


N 

H 


Mittel 


r« 

beob.l  ber. 


45.25 

53.25 

45.25 

53.25 


9.4 

12,0 

9.5 

11,9 


7,1 0,700) 

9.1  0,700 

7.2  0,763 
9,1  0,763' 


0,873 


45.25  !10.7;6, 00,558 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 

53.25 

45.25 


13,5 1/,4  0,551(0  747 
10,45,90,561  ’ 

13,5  7,0  0,564) 

1 1.215.6  0,502^ 
14,17,00,41 

10.9  5,4  0,5t 
I3,9|6,9-0,490 

11.6  4,8  0,416 

14.7  6,0  0,407 

11.7  4,80,412 
14,7|5,9  0,405 

13.03.9  0,292 
16,2  5,010,309, 

12.93.9  0,301 
16,0  4,6  0,289 


0,706 


0,640 


0,546 


13,6  3,1 


16,9 

14.0 

17.2 

14.3 

18.0 
14,5 


3.7 
3,2 
3,9 
2,6 
3,2 

2.7 


0,230; 
0,222 1 
0,228! 
0,224 
0,183 
0,l76l 
0,186| 


0,475 


0,426 


0,743 


0,707 


0,645 


0,548 


0,476 


0,421 


53,251 18,0i3,2|0, 181 


Beide  Beobachtungsreihen  führen,  wie  man  sieht,  auf  die- 
selbe Formel,  welche  oben  aus  der  lnduction  bei  Scheiben  her* 
geleitet  wurde,  nur  ist  a merklich  kleiner  als  5,  ein  Umstand, 
über  den  erst  nach  vollständiger  Untersuchung  des  ganzen  Ge- 
bietes eine  feste  Ansicht  ausgesprochen  werden  kann.  — Eine 
neue  Reihe  lieferte  der  Fall,  wo  die  Nebenbatterie  doppelt  so* 
viele  Flaschen  enthält,  als  die  Hauptbatterie.  Leider  standen  mir 
nur  4 Flaschen  zu  Gebote,  so  dass  die  Hauptbatterie  nur  eine 
Nr.  1,  die  Nebenbatterie  zwei  Flaschen  Nr.  3 und  4 erhielt;  der 
vorhandene  Strom  war  zu  schwach  und  ich  konnte,  obschon  ich 
die  Reihe  ebenfalls  wiederholte,  nicht  die  gewünschte  Sicherheit 
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in  den  Angaben  erzielen;  ich  werde  daher  nur  die  gefundenen 

N * 

\erhältnisszahlen  ^ mittheilen.  Das  Maximum  der  Induction 

fand  statt,  als  der  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie  34,3  Fuss 
lang  war,  der  Nebendraht  dagegen  zwischen  17  und  19  Fuss;  die 
letztere  Länge  wurde  beibehalten. 


Distanz 

N 

11 

N 

jj  Mittel 

^ v>//heob. 

V IH  ber' 

0 

1,530  1,538 

1,534 

0,876 

3"' 

1,235  1,223 

1,229 

0,784 

0,774 

6 

1,057  1,133 

1,095 

0,740 

0,739 

12 

0,880  0,912 

0,896 

0,669 

0,678 

24 

0,634  0,f)83 

0,659 

0,574 

. 0,58-2 

36 

0,500  0.534 

0,517 

0,508 

0,510 

48  • 

0,420  0,430 

0,425 

0,46  t 

• 0,454 

Die  Abnahme  der  Induction  wurde  nach  der  Formel 


N 49,5 
2//— "61, 0+ar 


berechnet,  die,  so  weit  es  erwartet  werden  konnte,  die  Beobach- 
tungen annähernd  darstellt.  Der  Werth  der  Reihe  besteht  nur 
darin  za  zeigen , dass  bei  der  getroffenen  Anordnung  der  Batte- 
rien der  inducirte  Strom  stärker  al$  der  Hauptstrom  ist,  wie  dies 
vorausgesetzt  werden  konnte. 


Das  Merkwürdigste,  was  für  mich  als  neue  Thatsache  aus 
diesen  Versuchen  hervorging,  war  dies,  dass  die  Induction  seihst 
hier,  wo  die  Platindrähte  sie  sehr  herabdrücken,  so  sehr  lang- 
sam mit  der  gegenseitigen  Entfernung  der  gespannten  Drähte  ab- 
fiahra,  und  somit  eröffnete  sich  dfe  Aussicht,  bei  Anwendung  des 
Fßökenmessers  in  der  Nebenbatterie,  wo  man  dann  die  ganzen 
Schfie^sungsdrähte  aus  Kupferdraht  bilden  konnte,  eine  noch  bei 
weitem  langsamere  Abnahme  der  Induction  zu  erzielen.  Um  dies 
bestätigt  zu  finden,  wurden  die  Batterien  zu  je  zwei  Flaschen 
wieder  hergestellt  und  die  Platindrähte  ba  und  cd  (Taf.  I V.Fig.2.) 
durch  je  2 ' K ersetzt,  wobei  der  Schliessungsdraht  der  Nebenbat- 
terie die  Länge  behielt,  welche  vorher  das  Maximum  der  In- 
duction geliefert  hatte*).  Der  Funkenmesser  S der  Hauptleitung 
bekam  eine  feste  Stellung,  die  J =31,25  machte;  ein  anderer 
Fonkenmesser  Y verband  nach  Taf.  IV.  Fig.  3.  so  zwei  Stei- 
fen des  Schliessungsdrahts  der  Nebenbatterie,  dass  YX='2t, 


*)  Oh  durch  diese  Substitution  das  Maximum  streng  getroffen  wor- 
ist , dürfte  nicht  ganz  sicher  sein. 
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FZ=V  war,  er  verband  also  zwei  Punkte,  die  um  3y2' K von 
der  innen»  und  äussern  Belegung  abstanden.  Entlud  sich  jetzt 
die  Hauptbatterie  über  5,  so  konnte  de»»  Kugeln  von  V leicht  die* 
jenigc  Entfernung  von  einander  gegeben  werden,  bei  der  noch 
ein  Funken  übersprang;  die  Messung  war  ungemein  scharf,  sicher 
bis  auf  V40  Linie  genau.  Die  beobachteten  Spai»mn»gsdifferenzen 
(FM.  in  der  Tabelle)  mussten  hierauf  auf  die  totale  Spannungs- 
differenz 1 der  Nebenbatterie,  nämlich  auf  die  Spannung  zwischen 
ihrer  inner»»  und  aussen»  Belegung  zurückgeführt  werden.  Dies 
konnte  geschehen,  weil  sich  die  Nebenbatterie  wahrend  der  Ent- 
lad»mg  der  Hauptbatterie  grade  wie  eine  sich  entladende  Batterie 
verhalt,  die  Spannung  also  von  innen  nach  aussen  auf  dem  Schlies- 
sungsdraht z»»r  Länge  desselben  proportional  abnimmt*);  es  musste 
demnach  einestheils  die  Grösse  bestimmt  werden,  um  welche  die 
von  Y angegebenen  Spannungsdifferenzen  zu  klein  sind  (verel. 
Pogg.  A»»n.  Bd.  78.  p.  56.  und  die  dort  citirte  frühere  Abhandl.), 
anderntheils  eine  Ergänzung  der  so  corrigirten  Spannungsdifferenz 
für  3*4'*'.  bis  zu  den  Belegungen  vorgenommen  werden.  Hierzu 
wurde  bei  3"*  Distanz  der  gespannten  Drähte  der  Funkenmesser 
Y noch  um  5,  dann  um  10  Fuss  weiter  zurückgestellt;  in  der 
ursprünglichen  Stellung  gab  er  22,13 , 5'  zurück  10,56  und  10' 
zurück  12,62,  also  auf  V K eine  Abnahme  der  Spannung  von  1,28 
und  1,36  oder  im  Mittel  von  1,32.  Da  nun  zwischen  den  beiden 
Punkten,  welche  Y zuerst  verband,  noch  18,4 K als  Schliessung»* 
draht  lagen,  so  sollte  die  beobachtete  Spannungsdifferenz  24,39 
statt  22,13  gewesen  sein;  es  fehlten  somit  2,26,  welche  Zahl  nur 
um  etwas  grösser  ist  als  die  auf  dem  Schliessungsdraht  einer  ge- 
wöhnlichen Batterie  gefundene.  Nach  diesem  Resultate  »»»usste 
z»i  den  beobachteten  Zahlen  zunächst  2,26  addirt  und  dazu  dann 
die  Spannungsdifferenz  für  3Va'A.  bis  auf  beide  Belegungen  hin- 
zugefugt werden,  um  die  totale  Ladung  i der  Nebenbatterie  zu 
erhalten.  Dies  ist  in  der  nachstehenden  Tabelle  geschehen,  worin 
unter  FM.  die  ursprünglich  beobachteten  Zahlen,  unter « beob. 
dagegen  die  daraus  abgeleiteten  totalen  Ladungen  der  Nebenbat' 
terie  eingetragen  sind.  «• 


Distanz  |FM.  ji  beob.ji  her. 


3'" 

22,16 

29,1 

29.0 

6 

21,66 

28,5 

28,5 

12 

20,75 

27,4 

27,5 

24 

19,22 

25,6 

25.7 

36 

17,94 

24,1 

24,1 

8 

16,72 

22,6 

22,6 

60 

15,69 

21,4 

21,4 

72  \ 

14,75 

20,3 

20,3 

*)  Es  fragt  sieb,  wie  weit  die  gespannter»  Drähte  auf  sich  selbst 
die  regelmässige  Abnahme  stören ; doch  wird  eine  sichere  Auskunft 
schwer  zu  erlangen  sein. 
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Zur  Berechnung  des  inducirten  Stroms  in  seinem  Verhältnis 
zum  Hauptstrnm  wäre  es  jetzt  noch  mithig  gewesen,  die  Ladung 
E der  Nebenbatterie  zu  kennen,  die  sie  erreichen  müsste,  wenn 
Haupt*  und  Nebenstrom  einander  gleich  sein  sollten.  Man  würde 
mit  dieser  Zahl  die  beobachteten  Werthe  von  i dividiren  und  die 

Quotienten  m unter  die  Formel  m—y—. — setzen,  also  i=r— : — • 

6 + x b -\-x 

Den  einzigen  Anschluss  dürften  hierzu  die  von  mir  in  Pogg.  Ann. 

B.  71.  p.  343.  mitgetheilten  Beobachtungen  gewähren*),  danach 

wäre 


E=z 


31,25x2  X Fl. 1 + 2 
Fl.  1 +2+3+4 


= 32,12, 


somit  <1=145,5,  6 = 158,2  und  die  Differenz  zwischen  n und  6 
würde  den  obigen  Thermometerbeobachtungeri  entsprechen ; ich 
trage  indess  Bedenken,  den  Werth  von  E schon  jetzt  so  bestimmt 
festzusetzen , und  ich  will  deshalb  lieber  das  Produkt  aE  unge- 

4673  5 

trennt  lassen.  Die  Formel  zur  Berechnung  ist  dann  i = jgg  2+ar* 

Das  Beachtenswertheste,  was  diese  Reihe  lehrte,  war  die  wirk- 
lich sehr  langsame  Abnahme  der  Induction  mit  der  Entfernung  der 
gespannten  Drähte  von  einander  und  dazu  die  Sicherheit,  welche 
die  Messungen  mit  dem  Funkenmesser  gewährten.  Es  entstand 
somit  die  Aufgabe,  die  Beobachtungen  über  den  inducirten  Strom 
der  Nebenbatterie  zunächst  nach  dieser  Seite  hin  zu  erweitern ; 
die  gewonnenen  Resultate  w erde  ich  in  der  folgenden  Abhandlung 
darlegen. 


#)  Ich  bemerke  hier,  dnss  in  der  eit.  Abhandlung  die  Spannnng, 
w*lcke  die  Nebcnbntterie  erhalt,  irrtümlicherweise  auch  auf  die  Haupt' 
faattffie  während  ihrer  Entladung  übertragen  worden  ist,  wofür  keine 
Bcnhachtnngen  sprachen.  Ein  anderes  Versehen  werde  ich  in  der  fül- 
lenden Abhandlung  verbessern. 
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VI. 

Uelber  Mantelfläche  und  Volumen  cy- 
lindriscli-liufartiger  Körper. 

Von 

Herrn  Doctor  Wilh.  Schell, 

* * 

Privatdocenten  an  der  Univerailat  kii  Marburg. 


Der  Durch$chnittsraum  eines  Flächenwinkels  mit  einem  krum- 
men Körper  hat  im  Allgemeinen  eine  Gestalt,  welche  der  eines 
Hufes  nicht  unähnlich  ist.  Die  Mantelfläche  und  das  Volumen 
eines  solchen  Hufes  können  mit  Hülfe  der  Integralrechnung,  bei 
gewissen  Formen  des  durchsetzten  Haunies  auch  durch  Betrach- 
tungen gefunden  werden,  welche  sich  auf  die  Lehre  vom  Schwer- 
punkte ebener  Curven  und  Flächenräume  gründen.  Für  einige 
Fälle , in  welchen  der  durchsetzte  Raum  ein  gerader  Kreiscylindcr 
ist,  können  jedoch  diese  Hülfsmittel  durch  rein  geometrische  er- 
setzt werden,  wie  sich  dies  im  Folgenden  zeigen  wird. 


1. 

Ein  gerader  Cylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt  (Taf.  II. 
Fig.  4.)  werde  von  zwei  Ebenen  BDB'D'  und  JBAB'Ä  ge* 
troffen.  Die  erstere  stehe  senkrecht  auf  seiner  Axe,  sei  also  ein 
Kreisschuitt,  die  zweite  sei  ein  schiefer  elliptischer  Schnitt.  Dje 
Durchschnittslinie  BB‘  beider  Ebenen  treffe  die  Cylinderaxe  in 
einem  Punkte  C;  sie  steht  demzufolge  auf  der  Cylinderaxe  senk- 
recht und  ist  gleichzeitig  Durchmesser  des  Kreisschnitts  und  kleine 
Axe  des  elliptischen  Schnitts.  Eine  Ebene,  welche  durch  die 
Cylinderaxe  geht  und  senkrecht  auf  BBJ  steht,  liefert  die  grosse 
Axe  AA'  des  letztem. 
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Die  beiden  Ebenen  BDß'D'  und  BAB'A 1 schneiden  nun  aus 
dein  Cylinder  zwei  congruente , hufartige  Körper  ABB'D  und 
AH' Kl)  heraus,  deren  jeder  von  den  Ebenen  eines  Halbkreises 
mit  einer  halben  Ellipse  , sowie  voh  der  krummen  Fläche  eines 
Cytinderzweiecks  umschlossen  wird  und  eine  geradlinige,  aber 
zwei  krummlinige  Kanten  besitzt,  nämlich  die  Linie  Bnr  und  die 
Umfange  der  ebenen  (Grenzflächen.  Wir  wollen  einen  solchen 
Körper  einen  „geraden  Cylinderhuf  mit  einer  die  Cylin- 
deraxe  recht  vv  i nk  I ich  schneidenden  Kante“  nennen. 

Die  Ebene  CAD.  welche  die  Cylinderaxe  und  die  grosse  Axe 
de  elliptischen  Grenzfläche  enthält;  theilt  die  Oberfläche  und  das 
\oluraen  des  Hufes  in  zwei  gleiche  Theile;  ihre  Durchschnitts- 
few  mit  der  Gesammtoberfläcne  des  Hufes  ist  ein  rechtw  inkliges 
Dreieck  CAD , welches  wir  den  Hauptschnitt  des  Hufes  nennen 
«ollen.  Eine  dreiseitige  Pyramide  endlich  , deren  Ecken  in  den 
Punkten  A,  D>  B,  1 iegen,  möge  die  dem  Hufe  eingeschrie- 
bene Pyramide  heissen. 

Für  die  Mantelfläche  und  das  Volumen  des  Hufes  gelten  als- 
dann die  beiden  Sätze: 

1.  Die  Mantelfläche  eines  geraden  Cy  lind  erb  ufes 
mit  einer  die  Cylinderaxe  rechtwink  I ich  sch  neid  en  4 
den  Kante  ist  das  Vierfache  des  Hauptschnitts. 

2.  Das  Volumen  desselben  i s t d a s Doppelte  der 
eingeschriebenen  Pyramide. 

Beweis  L Bezeichnet  man  den  Radius  DC  (Taf.  II.  Fig.  5.) 
der  kreisförmigen  Grenzfläche  mit  K,  die  Hnlbrniugsljnie  A D der  Man- 
telfläche mit  H , so  ist  der  vierfache  Inhalt  des  Hauptschnitts  Hill, 
Zieht  inan  nun  durch  die  Endpunkte  eines  Bogenelementes  mm' 
des  Halbkreises  BÜß'  die  beiden  Erzeugungslinien  der  Mantel- 
fläche, nämlich  m»,  m‘n\  so  ist  das  kleine  Trapez  mm'n'n  ein 
Elemeut  der  Mantelfläche.  Mein  Inhalt  ist,  da  nie  Erzeugungs- 

lioien  auf  dem  Bogenelemente  senkrecht  stellen,  = um. mm'.  Durch 
m legen  wir  nun  zwei  Ebenen,  eine  senkrecht  zum  Hauptschnitt, 
dve  andere  durch  die  Cylinderaxe.  Die  erstere  schneidet  den 
HaopUchnitt  in  einer  Geraden  m"n"  — mn  , die  zweite  bildet  mit 
dem  Hauptschnitt  einen  Winkel,  den  wir  mit  ip  bezeichnen  wollen. 
Aus  der  Aehnliclikeit  der  in  der  Ebene  des  Hauptschnitts  liegen- 
den Dreiecke  ADC  und  n"m"C  folgt  nun 

m"n" : m" C—  AD:  DC 


und  da 


mMn"  — mn , m" C — /»*cosip , A U— H , DC  = K 

«t,  so  ergiebt  sich  hieraus 

mn  — //  cosip . 

t 
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Daher  ist  der  Inhalt  des  Flächeneleinents  mm'n'm ' 

II  . mm'.costp 

und  der  Inhalt  der  Mantelfläche  des  Hufes  also  die  Summe  aller 
N. mm'.costp  oder,  da  11  für  alle  Elementec  onstant  ist,  so  ist  dieser 
Inhalt  gleich  dem  Produkt  aus  11  in  die  Summe  aller  mm'.costp. 
Es  bedeutet  aber  mm'.costp  die  Projection  des  Bogenelementes 
mm'  auf  die  Kaute  BB'  des  Hufes  und  es  ist  folglich  die  Summe 
aller  mm'.costp  gleich  der  Länge  dieser  Kante,  d i.  =2 II.  Der 
Inhalt  der  Mantelfläche  des  Hufes  ist  also  21111 , w.  z.  b.  w. 

2.  Der  Hauptschnitt  theilt  die  eingeschriebene  Pyramide  in 
zwei  gleiche  Pyramiden,  deren  gemeinschaftliche  Grundfläche  er 

ist  und  deren  Höhen  BC  und  B'C  sind.  Daher  ist  «/2i 2//das  Vo- 
lumen der  eingeschriebenen  Pyramide.  Legen  wir  nun  durch  jede 
der  beiden  Erzeugungslinien  mn , m'n'  und  die  Cvlinderaxe  eine 
Ebene,  so  schneiden  diese  aus  dem  Hufe  eine  Elementarpyra- 
mide mrn'Cmi'  heraus,  deren  Basis  das  Flächenelement  nunn'rn' 
und  deren  Höhe  C?i  = R ist.  Der  Inhalt  einer  solchen  ist  also 


2 R.  mnriiri 

und  die  Summe  aller  solcher  Pyramiden  des  Volumen  des  Hufes. 
Diese  Summe  ist  aber  gleich  dem  Produkte  aus  I 11  in  die  Ober- 
fläche des  Hufes,  d.  h.  gleich 

| R.IRH  = 5 IPII,  etc. 

Co  roll.  I.  Bezeichnen  Sl  und  V die  Mantelfläche  und  das 
Volumen  des  Hufes,  so  bestehen  also  die  Gleichungen 

&=2  RU,  F=|  mu, 

aus  welchen  durch  Elimination  von  2 11 R folgt: 

Eliminirt  man  R , so  ergibt  sich 

Sl*=61ir. 

Co  roll.  2.  Bezeichnet  man  den  Neigungswinkel  der  beiden 
ebenen  Grenzflächen  des  Hufes  mit  v,  so  wird  11—Rtgv,  mithin 


i 


i 
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. Ä = 2ß*.tgc,  F=|  fi’.tgp.*) 

Co  roll.  3.  Es  seien  M und  C die  Mantelfläche  und  das 
Volumen  eines  geraden  Cylinders  von  der  Hohe  //,  aus  welchem 
unser  Huf  geschnitten  werden  kann , so  ist 

M^nRU,  C=itR?H. 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  mit  den  beiden  eben  gefundenen 

Sl=iRII,  V—  | IPH, 

* * 

so  folgt: 


qn  in 

Sl : ~:2R,  V : C~¥—\CIR. 

TC  o7t  • 


Da  nun  — der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  halbkreis- 

4 R 

förmigen  Kante  BOß1  und  der  Abstand  der  Fläche  dieses 

Halbkreises  von  der  Kante  BB'  ist,  so  enthalten  diese  Gleichun- 
gen die  beiden  Sätze: 

i 

„Das  Verhältnis  der  Mantelflächen  des  Hufes  und  des  Cylin- 
ders von  gleicher  Höhe,  aus  welchem  er  geschnitten  ist,  ist  gleich 
dem  Verhältnis  der  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  halbkreis- 
förmigen Kante  von  der  geradlinigen  Kante  zur  Länge  der  letz- 
ten, und: 

„Das  Verhältnis  der  Volumina  des  Hufes  und  dieses  Cylin- 
ders ist  gleich  dem  Verhältnis  des  Abstandes  des  Schwerpunk- 
tes der  halbkreisförmigen  Grenzfläche  am  Hufe  von  dessen  Kante 
zur  Länge  dieser  Kante.“ 

CorolJ.  4.  Der  Körper  ABB‘Ä  (Taf.  II.  Fig.  6.)  ist  die 
Differenz  zwischen  einem  geraden  Cylinder  und  zwei  congruenten 
Hufen  von  der  erwähnten  Beschaffenheit.  Bedeuten  wieder  R 
und  H den  Kadius  des  Querschnitts  und  die  Hohe  des  Cylinders, 
so  ist  die  Mantelfläche  dieses  Körpers 

2tzRH— ARH=‘2(ti  -2)/W, 


• i 


und  sein  Volumen 

nRVI-  * R*H  = (n  — IPH. 


*)  S.  Meter  Hirsch , Sammlung  geometrischer  Aufgaben.  Thl.  II., 
S.  26t. 
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Die  Grundfläche  dieses  Körper»  ist  ein  Kreis  AEA'E senkrecht 
zu  dieser  können  durch  die  Cylindernxe  zwei  Schnitte  geführt 
werden,  von  denen  der  eine  ein  gleichschenklichcs  Dreieck  ACA' 
ist  und  die  beiden  grossen  Hulbaxen  der  elliptischen  Grenzflächen 
enthält,  während  der  andere  ein  Rechteck  Bß'E'E  ist  und  durch 
die  gemeinsame  kleine  Axe  der  elliptischen  Grenzflächen  geht. 


II. 


Schneidet  man  (Taf.  II.  Fig.  7.  ay  b)  einen  geraden  Kreis- 
cylinder  mit  zwei  schief  gegen  dessen  Axe  geneigten  Ebenen 
B AB'  und  BA4B' , deren  Durchschnittslinie  BB'  die  Axe  in 
einem  Punkte  C trifft  und  auf  ihr  senkrecht  steht,  so  erhält  man 
einen  hufärtigen  Körper,  welcher  zwei  ebene  elliptische  Grenzflä- 
chen besitzt.  Die  Kante  BB'  ist  die  gemeinschaftliche  kleine 
Axe  derselben,  ihre  grossen  Axen  liegen  in  einer  durch  die  Cy- 
linderaxe  gehenden  auf  BB4  senkrechten  Ebene,  welche  die  Man- 
telfläche und  das  Volumen  des  Hufes  halhirt.  Die  Durchschnitts- 
figur dieser  Ebene  mit  dem  Hufe,  nämlich  das  Dreieck  ACA4,  soll 
wieder  der  Hauptschnitt  und  eine  Pyramide,  welche  die  vier  Schei- 
tel A , A4,  B , B4  zu  Ecken  hat,  die  dem  Hufe  eingeschriebene 
Pyramide  heissen.  Dann  gelten  auch  hier  die  beiden  Sätze: 

i 

1.  Die  Mantelfläche  eines  Cylinderhufes  mit  zwei 
elliptischen  Grenzflächen  von  gemeinschaftliche  r 
kleiner  Axe  ist  das  Vierfache  des  Hau  ptschuitts. 

2.  Das  Volumen  desselben  ist  das  Doppelte  der 
eingeschriebenen  Pyramide. 


Beweis.  Da  BB4  senkrecht  zur  Cylinderaxe  ist,  so  kann 
man  durch  diese  Linie  einen  Kreisschnitt  BDB4  legen.  Hiedurch 
erhält  man  zwei  Hufe  von  der  unter  I.  beschriebenen  Art,  näm- 
lich ABß'D  und  A' ß'ßl),  deren  Summe  oder  Differenz  der  Huf 
ABB' A4  ist,  je  nachdem  dessen  elliptische  Grenzflächen  auf  ent- 
gegengesetzte oder  auf  dieselbe  Seite  des  Kreisschnitts  fallen. 
Ebenso  ist  der  Hauptschnitt  und  die  eingeschriebene  Pyramide 
des  Hufes  BAB'A 4 die  Summe  oder  Differenz  der  entsprechenden 
Grössen  der  Hufe  BAB4l)  und  BA'B'D.  Daher  ist  (nach  I.) 
die  vierfache  Summe  oder  Differenz  der  Hauptschnitte  von  BAB'D 
und  BA4B'D  gleich  der  Mantelfläche  von  BAB'A4,  und  die  dop- 
pelte Summe  oder  Differenz  der  diesen  Hufen  eingeschriebenen 
Pyramiden  gleich  dem  Volumen  von  BAB'A1 , d.  h.  die  Mantel- 
fläche des  Hufes  BAB'A4  ist  viermal  so  gross  als  dessen  Haupt- 
schnitt, und  sein  Volumen  doppelt  so  gross,  als  seine  eingeschrie- 
bene Pyramide. 

Cor  oll.  1.  Ist  also  wieder  Sl  und  V die  Mantelfläche  und 
das  Volumen  des  Hufes  mit  zwei  elliptischen  Grenzflächen,  R 


* 
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der  Radius  des  Kreisschnittes  und  //  die  Verbindungslinie  der 
Scheitelt  und  A'  der  grossen  Axen  der  Grenzflächen , so  hat  mau 

Sl=z‘lRH,  F=|  um. 

» 

Bezeichnet  mau  die  Neigungswinkel  der  ebenen  Grenzflächen  ge- 
gen  den  Kreisschnitt,  nämlich  jLACD  und  ^LA'CÜ,  mit  v und 
r',  so  wird 


if=Ä(tgo  + tgtO» 


mithin 

i 

Sl =2  H*(tgv  + tgp') , V=  ^ ß3(tgp  ± tgr') . *) 

Cor  oll.  2.  Da  der  Flächenraum  des  Hauptschnittes  und  das 
Volumen  der  eingeschriebenen  Pyramide  sich  nicht  ändert,  wenn 
die  Punkte  A unu  A'  fest  sind , während  C sich  auf  der  Cylinder- 
axe bewegt,  so  folgt,  dass  die  Mantelfläche  und  das  Volumen 
eines  Hufes  mit  zwei  elliptischen  Grenzflächen  von  gemeinsamer 
kleinen  Axe  sich  nicht  ändert,  wenn  der  Mittelpunkt  dieser  Flä- 
chen eine  zur  Verbindungslinie  der  Scheitel  der  grossen  Axen 
parallele  Grade  beschreibt. 

Cor  oll.  3.  Schneidet  man  einen  geraden  Kreiscylinder  mit 
einem  Ebenenbuschei,  dessen  Axe  die  Cylinderaxe  rechtwinklich 
trifft,  so  liegen  die  Scheitet  der  grossen  Axen  aller  elliptischen 
Schnitte  in  zwei  Erzeugungslinien  des  Cy lindere,  wie  AA*.  Es 
verhalten  sich  die  Mantelflächen  und  die  Volumina  der  entstehen- 
den Hufe  wie  ihre  Scheitellinie  AA'.  Sind  insbesondere  vier 
Ebenen  des  Büschels  harmonisch , so  stehen  auch  die  Mantel- 
flächen und  Volumina  von  vier  entsprechenden  Hufen  in  harmoni- 
scher Proportion. 


UI. 


Es  werde  (Taf.  IL  Fig.8.)  ein  gerader  Kreiscylinder  von  zw  ei  Ebenen 
BAR*  und  BA'B'  geschnitten.  Beide  Schnitte  seien  schief  gegen  die 
Cylinderaxe  geführt,  ihre  Durchschnittslinie  BB*  treffe  diese  Axe 
in  einem  Punkte  C,  habe  im  Uebrigen  aber  eine  beliebige  Neigung 
gegen  sie.  Diese  beiden  Ebenen  schneiden  aus  dem  Cylinder 
einen  Huf  ABB'A*  heraus,  welcher  von  zwei  elliptischen  Flächen 
begrenzt  w ird,  deren  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  C ist.  Um  die 
Axen  dieser  Ellipsen  zu  linden,  legen  wir  durch  C einen  Kreis- 
schnitt des  Cylinders,  derselbe  trifft  die  Ebenen  der  Ellipsen  in 
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ihren  kleinen  Axen  ßß'  und  yy\  Senkrecht  zu  diesen  Geraden 
fuhren  wir  durch  die  Cylinderaxe  die  Schnitte  CAD  und  CAD1; 
sie  liefern  die  grossen  Halbaxen  CA  und  CA'  der  Eilmsen  und 
bilden  einen  Winkel  DCD'~\l  mit  einander,  welcher  (lern  Win- 
kel ßCy  gleich  ist,  den  die  kleinen  Axen  einschliessen.  Die  bei- 
den letztgenannten  Schnitte  treffen  die  Cylinderfläche  in  zwei  Er 
zeugungslinien  DA  und  D'A',  welche  durch  die  Scheitel  der  gros- 
sen Axen  der  ebenen  Grenzflächen  gehen;  die  Stucke  AD  und 
A'D'  derselben,  von  diesen  Scheiteln  bis  zur  Peripherie  des  Kreis- 
Schnitts  gerechnet,  mögen  mit//  und//'  bezeichnet  werden,  die  Drei- 
ecke CDAyCD'A ',  welche  die  grossen  Haihaxen  und  diese  Linien// 
und  //'  enthalten , sollen  die  beiden  Hauptschnitte  des  Hufes  heis- 
sen. llezeichnet  man  endlich  den  Hadius  des  Kreisschnitts  mit 
R , so  gelten  folgende  Sätze: 

1.  Die  Mantelfläche  des  Hufes  mit  zwei  ellipti- 
schen Grenzflächen  von  gern  e ins chaftl  i ch  cm  Mittel* 
punkt  ist 

= 2R\^Jß+U2  + 2///7'cö»ft . 

2.  Das  Volumen  desselben  ist 

= ? U2  VTP+  m + UH' cos(t . 

Beweis  1.  Es  sei  mm* rin  ein  Flächenelement,  sein  Inhalt 

ist  mn.kk , wenn  Uh'  das  zugehörige  Bogenelement  des  Kreis* 
Schnittes  ist.  Nun  ist  aber 

tun  = nk  + mk , 

je  nachdem  die  elliptischen  Grenzflächen  auf  entgegengesetzte 
oder  auf  dieselbe  Seite  des  Kreisschnitts  fallen.  Durch  nk  legen 
wir  nun  eine  Ebene  senkrecht  zum  Hauptschnitt  DCA  und  eine 
andere,  welche  durch  die  Axe  des  Cylinders  geht.  Die  erstere 
schneidet  den  Hauptschnitt  in  einer  Geraden,  deren  Länge  =/« 
ist;  der  Winkel,  den  die  zweite  mit  dem  Hauptschnitt  bildet, 
sei  i p. 

Ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  unter  I.,  folgt  alsdann  für  nk 
der  Werth 

7l/'= //cOSTp . 

Legen  wir  ebenso  durch  mk  eine  Ebene  senkrecht  zum  Haupt* 
schnitt  D'A'C  und  eine  zweite  durch  die  Cylinderaxe,  so  ist,  weit 
letztere  mit  diesem  Hauptschnitte  einen  Winkel  ip-f  fi  bildet: 

mk  = ///cos(fz  fip) . 

Daher  ist  unser  Flächenelement  gleich 
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{ //cos  \>  Jb  /Tcos(/t+^) } . klr 

» 

und  die  Summe  aller  dieser  Elemente  innerhalb  der  gehörigen 
(Grenzen  genommen  ist  die  gesuchte  Mantelfläche  des  Hufes.  lNun 
stellen  wieder 


kk'.costy  und  £X;'.cos(p -f  tp) 

die  Projectionen  des  Bogenelementes  kk'  auf  die  kleinen  Axen 
der  elliptischen  Grenzflächen,  nämlich  auf  ßß*  und  yy'  vor.  Ihre 
Summen  sind  also  (s.  I.) 

/Zsini/;  und  Rs\n(p  -f 1 /;) 

und  daher  ist  die  Summe  der  Flächeneiemente  allgemein 

///feint/;  i //'/tsin^u.  -{-  rfs) . 

Die  Grenzen,  innerhalb  welcher  diese  Summe  zu  nehmen  ist, 
ersehen  sich  auf  folgende  Art.  Legen  wir  durch  die  Punkte  ß' 
und  B Erzeugungslinien  des  Cylinders,  welche  die  Peripherie 

des  Kreisschnitts  in  den  Punkten  p\  p treffen,  so  ist  — DCp 
= — (rz  — DCp')  die  untere,  \ DCp'  die  obere  Grenze  für  den 
Winkel  ty. 


Um  min  den  Winkel  DCp'  zu  finden,  bedenken  wir  j dass  er 
deijenige  Werth  % von  i//  ist,  für  welchen  mk  und  vk  gleiche 
absolute  Werthe  annelimen.  Daher  ergibt  sich  dieser  Werth  aus 
der  Gleichung 


//cosiJ/0  = ^ ///cos(i^0  + jti) 

als 


1 1’0  = DCp ' = arctg 


//J;  //'cosu 
+ //'sing,  ’ 


und  hieraus  folgen  weiter  für  den  Sinus  und  Cosinus  dieses  Win- 
kels die  Formein: 


, H + //'cos  ft 

+ //'s  inp 

cos%= vm  ‘ 


Setzen  wir  nun  in  unsere  Summe 

///?s  int^  + //'/fein  (ft  -f^) 

die  Grenzen  % und  — 7r  -f  ip0  ein,  und  subtrahiren  das  der  un- 
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fern  Grenze  entsprechende  Resultat  von  dem  der  ohern  entspre- 
chenden, so  kommt 

2///?s intf>0  + 2//'/?sin(fi  -f  ty0) , 

und  da,  vermöge  der  obigen  Werthe  für  sinrp0,  cost p0, 


und 


2/iAdn^0 


2 UR(H  4:  //'cosft) 
V'E*+H'*±MH4  cosji 


J:  2///ßsin(ft-|-t^0)  = 2//'/£ 


+//'sin2^  -f  //cos/x^z^cosV 

\flHP+ H1 


j:  2//'/?(/7 cosp  ±H) 


wird,  so  geht  die  ganze  Summe,  wie  leicht  zu  sehen,  über  in 

2R V/j* + U^±i'ifÜ  cos/T. 

Das  doppelte  Zeichen  kann  man  sparen  und  blos  das  obere  bei- 
behalten, wenn  man  //  und  //'  als  Grössen  von  gleichem  Zeichen 
betrachtet,  wenn  die  elliptischen  Schnitte  auf  dieselbe,  als  Grös- 
sen von  entgegengesetzten  Zeichen,  wenn  sie  auf  entgegenge- 
setzte Seiten  des  Kreisschnitts  falten. 

% Denkt  man  sich  den  Huf  ganz  wie  unter  I.  geschah  in 
dreiseitige  Elementarpyramiden  zerlegt,  so  ergibt  sich,  dass  das 
Vplumen  desselben  gleich  dem  Produkte  aus  seiner  Oberfläche 
in  den  dritten  Theil  (Jes  Radius  R des  Kreisschnitts , d.  h gleich 

| R*  V H2  + //'2  +2//7/'cösii 


ist. 


In  diesen  beiden  Formeln  sind  die  unter  I.  und  II.  gefunde- 
nen enthalten;  man  erhält  sie  wieder,  wenn  man  p=0,  //'=0 
setzt.  ' . 

Cor  oll.  Bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  elliptischen 
Schnitte  gegen  den  Kreisschnitt  mit  v und  v‘,  so  wird 

H — Rt  gc,  H'  = Rtfrv'; 
mithin  die  Mantelfläche  Sl  des  Hufes: 
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Ä = 2/£*  V(tgar  -Mg4*/  -f  2tgp . tgc' . cosfi), 

* / 

uml  das  Volumen  V: 


2 

3 


/£3  ^/(tg2 p -f  tgV  -f-  2tgp . tgp'.  cosfi) . 


VII. 

Heber  die  Entfernungsörter  eines  Sy- 
stems gerader  Linien  und  Ebenen. 

* 

• Von 

Herrn  Doctor  Wilh.  Schell, 

Privatdoccnten  an  der  Universität  7.11  Marburg. 


1.  Wenn  * 


Ax+ßy+  C=0 

die  Gleichung  einer  Geraden  ist,  so  ist  die  Länge  eines  von 
einem  Punkte  (|,  rj)  auf  sie  gefällten  Perpendikels: 

A£  -f  Brj  f C 

pr=  + 5*  ’ 


i 


...  80 

/ 

• und  diese  Länge  ist  positiv  oder  negativ , je  nachdem 


« 


• ist. 

Hat  man  nun  « Gerade,  Gx,  G* , G«....  Gn,  deren  Gleichun* 

Sen  unter  obiger  Form  vorausgesetzt  werden  sollen,  so  dass  eben 
ie  Gleichung  der  Geraden  G{ 


Aix  + Biy  -f  G =0 


ist,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Punkte,  für  welche  die  Summe  der  von  einem  beliebigen  dersel- 
ben auf  die  n Geraden  gefällten  Perpendikel  eine  Coustante  k 
ist,  als 


Z 


rdi±£i ±C)=A 

v.  vü*+  b*  J 


oder,  nenn  man  ordnet: 


./  • 


V B* 


+ *l"^ 


B 


+ 2 


V A*+  & V A*+B* 


— /<r=0. 


Oer  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Gerade;  sie  heisst  der 

Entfernungsort  der  n Geraden  G, , G2 G«.  Oa  die  Coustante 

k nicht  in  den  Coefiieienten  von  £ und  t\  erscheint,  so  folgt  un- 
mittelbar, dass  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  k entspre- 
chenden Entfernungsbrter  mit  einander  parallel  laufen. 

2.  Oie  Cosinusse  der  Winkel  a*,  ßi , welche  das  vom  Ur- 
sprünge der  Coordinaten  auf  eine  der  ».Geraden  G*  gefällte  Perpen- 
dikel mit  den  Axen  bildet,  sind 


cos< u = 


Ai 


V H*+W*’ 


cosj = 


«i  . 

V Ai*  + Bi*’ 


und  die  Länge  pi  des  Perpendikels  ist 

Ci  " 

Vi  VÄ^  VBi* ' 

Oaher  kann  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  auch  unter  der 
Form  dargestellt  werden: 


£ . Z(cosa)  -f  7] . Z(cosß)  = k—  Z(p ) . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  b , welche  ein 
auf  den  Entferfiungsort  vom  Ursprung  gefälltes  Perpendikel  mit 
den  Axen  bildet,  die  Werthe  haben: 
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co  sa  = 


CO$b=z 


Z(cosa ) 


V (i‘cosa)2-f(2'co8/3)* 

Z(cosß ) 


V ( -S’coscc)2  -f  (Zcosß)2 

uod  «lass  die  Länge  P der  Perpendikels  ist: 

p_  A»  — * 

V*  (Zcosffj2  + (Zcosß)2 


r * 


3.  Bilden  die  Perpendikel  auf  zwei  Gerade  mit  den  Axen  die 
Winkel  «,  , /3, ; a.,.  ß.2 , so  ist  der  Cosinus  eines  der  Winkel,  die 
die  Geraden  unter  sich  bilden : 

cos«,  cos«.2  -f  cos/3,  cos/32  . 

Setzt  man  hierin  für  cos«, , cos/3,  die  Cosinusse  der  Winkel,  welche 
der  Entfernungsort  mit  der  Axe  bildet,  für  cos«2,  cos/32  die  Co- 
sinusse einer  der  Geraden,  Gi  z.  B.,  so  erhalt  man  für  den  Cosinus 
des  Winkels  ca,  den  der  Entfernungsort  mit  der  Geraden  Gt 
bildet : 

cos«,*  Zcosa  -f  cosi 3/  Zcosß 

CO  SCO— p— - : — : = . 

V (Xcosa)2  -f  (Zcosß)2 

Da  cos«2 -f- cos/32  immer  =1  ist,  so  kann  man,  wenn  man  will, 
den  Zähler  dieses  Bruches  auch  so  schreiben: 

* 

1 -f  (cos«,  -f  C0S«2  -f  ....  + COS«,—,  -f  COS«i-f-^f-....  cos«») 

-f  (cos/3,  + cos/3a  -f cos/3,- _,  -f  cos/3, -f,  ....  cos/3„) , 

und  der  Nenner  ist  gleichbedeutend  mit  der  Quadratwurzel  aus 

ii  -f-  2(2?cos«mCos«n  + Zcosßmcosßn) , 


worin  die  Indices  m und  n alle  möglichen  Combinationen  der  ver- 
schiedenen cosa,  sowie  der  cos/3,  anzeigen  sollen. 

4.  Um  die  Stucke , welche  der  Entfernungsort  von  den  Coor- 
dinatenaxen  ahschneidet,  zu  finden,  stellen  wir  die  Gleichung  des- 
selben unter  der  Form  dar: 

S - 

k-Z(p)  f k-Z(p)  ~ 

Zcosu  Zcosß 

Bezeichnen  wir  diese  Stucke  mit  u und  v,  so  ist  also 


_ k-Z(p)  k-Z(p) 

U ZC08Ct  * ^cos/3 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  Constante  k um  ^Jc  zunimmt,  die 
Grossen  u und  e um 

« 

Rand  XIX.  « 
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X • 


1 


\k  &k 

Zcosa  9 Z'cosß 


sich  ändern. 


Schneiden  sich  alle  n Geraden  im  Coordinatenursprung,  so  ist 
2(p)  = 0.  Die  Lage  des  Entfernungsortes  wird  alsdann  bestimmt 
durch 


k 


k 


u 2 cos«  ’ v~£cosß" 

Laufen  alle  n Geraden  mit  einander  parallel,  so  wird 

m 

£ cosce=ncosa , Zcosß  = 7icosß ; 

und  wenn  wir  das  .arithmetische  Mittel  aller  Perpendikel,  näm- 
lich — — , mit  m bezeichnen,  so  wird 

« * • 


u = 


k 

- — m 
n 

cosor 


v = 


k 

- — m 
n 

cosß 


5.  Wir  haben  oben  den  Winkel  bestimmt,  den  der  Entfer- 
nungsort mit  einer  der  «Geraden  mit  Gi  bildet;  wir  wollen  nun 
n >ch  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  des  Ortes  mit  die- 
ser Geraden  suchen.  Sind  , rji  die  Coordinaten  dieses  Punk- 
tes, so  bestehen  dafür  also  die  Gleichungen: 


Aifci  -f  Birji  -J-  C|=0,  Zcoscc.  & -f  Zcos ß.rji  -f  (2(p)—k)  =0. 
Hieraus  folgen: 

Bi  (k-2(p) ) + CiZcosß  * 

* BiZcosa — AiZcosß  ; 

__  Ai(k — Z(p))~ f Ci  2 cosof 
AiZ  cosß — BiZcosa 

6.  Ausser  dem  System  der  « Geraden  Gx  G2GZ ...  Gn  sei  noch 

ein  zweites  gegeben  von  7«  Geraden  (BjCBiCBa (5m.  Werden 

alle  entsprechenden  constanten  Grössen  dieses  Systems  mit  den 
deutschen  Lettern  bezeichnet,  so  ist  die  Gleichung  des  Entler- 
nungsorts  dieses  Systems: 

| . ZcosA  -f  rjZcosb  = £ — 2(p) . 

Dieser  Ort  schneidet  den  ersten 


f 27cosa  -f  rjZco8ß=:k — 2(p) 
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in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  £0,  rj0  sind 

• / 

# 

_ (k—Z(p)  )2Jcosb  - (E-X(p)  )2cosß 
*°  <£cosa.JEcosb— ■ Zcosß.Zcosa  9 

(k — £(p))£cosa  — (6— X(p))Zcosa 

Vo  £cosß£cosd — -Scosa^cosb 

w 

A «• 

Förden  Fall,  dass  £=4*  sein  soll,  könnte  man  den  Punkt  f0,  rj0 
den  Mittelpunkt  gleicher  Entfernungen  beider  Systeme  nennen. 

• • * 

Eis  sei  das  zweite  System  z.  B.  das  System  der  vom  Ur- 
sprung auf  die  Geraden  G gefällten  Perpendikel.  Die  Gleichung  . 
eines  solchen,  welches  der  Geraden  Gi 

• 

4 - ♦ 

entspricht,  ist 

— Bix  + Aiy=.  0, 

mithin  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  dieses  Systems: 

%2—r  —ff— Ä—  = k ■ 

V^A*+B*  V A*+B* 

d.  h.  - 

— ££cosß  -f  rjZcosa  = k . 

Um  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  gleicher  Entfernungen  zu 
finden,  haben  wir  nur 

£cosa=  — £cosft , £cosb  = £cosct , 2?(p)=0,  l — k 

in  obigen  Formeln  für  £0,  r\Q  zu  setzen.  Diese  liefern  uns  dadurch ; 

— £(p)£cosct  -f  /{(Zcosct — £cosß) 

*°  ~ (£cow)*  + '(£cosßj*  * 

— £(p)£  cos/3  -f  /c(£co8a-\-  £cosß) 

*1°  (2?cosc)*  f (£cosß)2 

Für  £*=0  insbesondere  wird: 
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y — E(p)E cos« — 2(p)  • cos« 

(Xcosa)4  + (2'cos/3)*  ~ VY^o»«)*+12cö5)*’ 

(s.  2.) 

_ — Z(p)Z  cosß -—£(p).cosb 

1,0  ~ (.Ecosä)*  + (Xcos^j5-  V(£com)*+( JcösjS)*  ‘ 

0 

Die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Ursprung  ist: 

— ^(p) 

V (2\*osa)2-f  (Xcos/5)2 

7.  Lässt  man  das  ganze  System  der  Geraden  fr, , G3» ..  G* 

und  ihres  Entfernungsortes  um  eine  beliebige  in  der  Ebene  des 
Systems  liegende  Axe  rotiren , so  beschreibt  jede  Gerade  eine 
Kegelfläche.  Die  Kegeifläche,  welche  derEntfernungsort  beschreibt, 
hat  die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
derselben  auf  alle  andern  Kegel  Normalen  fällt,  die  Summe  die- 
ser constant  ist. 

8.  Die  Anzahl  11  der  Geraden  des  Systems  fr,  G2 Gn  darf 

nicht  unendlich  werden,  sonst  verschwindet  der  Entfernungsort. 
Für  das  System  der  Tangenten  einer  Curve  gibt  es  also  keinen 
solchen.  Die  Eigenschaft  eines  Polygons,  Entfernungsörter  zu  be- 
sitzen, hört  also  mit  dem  Uebergange  desselben  in  eine  Curve  auf. 


1.  Es  sei 

Ax  -f  By  -f-  Cz  -f 1) — D 

die  Gleichung  einer  Ebene ; die  Länge  p des  von  einem  Punkte 
I.  y,  £ auf  sie  gelallten  Perpendikels  ist  alsdann 

j ßrj  -f  i) 

p~  V^fÄHC1 


Sind  nun  n Ebenen  Ev , E<*,E3 En  gegeben  und  stellen 

wir  die  Gleichung  einer  jeden  von  ihnen  unter  obiger  Form  dar. 
so  dass  z.  B.  die  Gleichung  der  Ebene  Ei  die  folgende  ist 
• # 

Aix  + C:  + Di  =0, 

so  stellt  1 
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„AHBfl  + Ct+D 

\Ta*+&h& 


den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  f,  ij , £ dar,  für  welche  die 
Summe  der  von  ihnen  auf  die  Ebenen  E gefällten  Perpendikel  eine 
Consfante  k ist,  d.  h.  den  Entfernungsort  dieses  Ebenensystems. 
Diese  Gleichung  kann  wieder  unter  der  Form 


t e — uv  e — _l  y y? 

V~a*+b*+c**v  c*  + * yfÄt+w  + c* 


D 


V B2  + C* 


-k=0 


fesch  rieben  werden.  Der  geometrische  Ort  ist,  wie  man  sieht,  eine  . 

bene,  und  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  k entsprechen- 
den Lagen  derselben  laufen  mit  einander  parallel 


1 Bezeichnen  wir  mit  er/,  ßi , yt  die  Winkel,  welche  das 
vom  Ursprung  der  Coordinaten  auf  die  Ebene  Ei  gefällte  Perpen- 
dikel mit  den  Axen  bildet,  und  mit  pi  die  Länge  desselben,  se 
hat  man: 


cosai = 


cosy* = 


Ai 

V^HÄ’+Ö5’ 

Ci  

V JtHBf+Ci*’ 


cos/3,-  = 


Bi 


V-AHAH-O*’ 

D 


P*= 


V AW+Cia ' 


Daher  kann  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  auch  unter  der 
Form  dargestellt  werden: 

JEcosa  + rj.  Ecos  /3  + £.  Eco  sy =k  — E(p). 

Hieraus  folgen  die  Cosinusse  der  Winkel  a , b , c , welche  ein  auf 
den  Entfernungsort  vom  Ursprünge  gefälltes  Perpendikel  mit  den 
Axen  bildet,  nämlich: 


cosa= 


cos//  — 


cosc  = 


Ecosa 

V*  (Ecosay2~\-(Ecosß)2i-(Ecosy)2t 

Ecosß 

yf  (Ecosa)2 (Ecos ßyt-i  ^EcosyY1  * 

Ecosy 

V*  ( 2cosa)2+ (Ecosß)2-j-  (Ecosy)2 
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und  die  Länge  P dieses  Perpendikels^  nämlich: 

P=  . 

V (^cos«)'2+(^cos^)a-H^cosy)2 

3.  Bilden  die  Perpendikel,  welche  auf  zwei  Ebenen  gefällt 
werden  können,  mit  den  Axen  die  Winkel  olßiy1  • > 80  's* 

bekanntlich  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  N beider  Ebenen: 


cosiV=  cos^coswjj  + cosßjCos/S*  + cosyjCOsy2. 

Daher  erhält  man  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen  der  Entfer* 
nungsort  mit  einer  der  n Ebenen,  mit  Iw,  bildet,  als 

^ cos«,-  Xcosa-f-  cosßi  Ecosß  -|-  cos yi  2cos y 

V (Xcosa)24-^cosf5)2-|-(-Seosy)* 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes  enthält  wegen 

cos2«/  + cos  2ßi  + cos2yi =1 

, * 

« • 

• die  Winkel  a»,  ßi,  yi  nur  scheinbar. 

4.  Stellt  man  die  Gleichung  des  Entfernungsorts  unter  der 
Form  dar: 

_J 4. 3 . t , 

*-2(p)  + k-AV) + A~X(?i)  - > 

2?cos«  Ecosß  Zcos  y 

so  ersieht  man,  dass  die  Axenparameter  u,  v,  ic , d.  h.  die 
Stucke,  welche  der  Ort  von  den  Axen  abschneidet,  die  Wcrthe 
haben : 

- &—2(p)  k—Z(p)  Jc-Z{p) 

2co$a  * Zcosß  * 2c osy 

5.  Ist  ausser  dem  System  der  n Ebenen  Et,  E 2, &» 

noch  ein  zweites  System  von  m andern  Ebenen  ge' 

geben,  so  ist,  wenn  die  entsprechenden  Grössen  dieses  letzteren 
mit  den  grossen  deutschen  Buchstaben  bezeichnet  werden,  die 
Gleichung  des  Entfernungsorts  des  zweiten  Systems : 


|Zcos2(  + ^^cosÄ  + ^cosC==Ä  - £(P) . 
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Dieser  Ort  schneidet  den  erstem 

f^cosa-f  tjScosß-\-  g£cosy=k — £( p ) 

in  einer  Geraden^  welche  für  den  Fall,  dass  7kz=zk  sein  soll,  die 
Gerade  der  gleichen  Entfernungen  beider  Systeme  genannt  wer- 
den kann. 

Ist  für  ein  drittes  System  von  q Ebenen,  der  Entfernungsort 

£<£cosa  -f-  T/Zcosb  + ^cosc  — f-  -£(p), 

so  schneidet  derselbe  jeden  der  beiden  vorhergehenden  in  einer 
Geraden.  Diese  drei  Geraden  laufen  in  einen  Punkt  zusammen.  Für 
den  Fall,  dass  & = £=£  ist,  kann  dieser  Punkt  der  Mittelpunkt 
der  gleicher)  Entfernungen  der  drei  Ebenensysteme  heissen. 

, i * 

• i 

Die  Gleichungen  der  Geraden  gleicher  Entfernungen  und  die 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  gleicher  Entfernungen  ergeben  sich 
leicht  aus  diesen  drei  Gleichungen. 
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VIII. 

Einige  Sätze  zur  Theorie  der  hyper- 
bolischen Functionen. 

Von 

Herrn  Doctor  Moritz-Cantor 

zn  Frankfurt  a.  H. 


Die  hyperbolischen  Functionen  unterscheiden  sich  bekanntlich 
dadurch  von  den  trigonometrischen,  dass  sie,  wie  diese  von  Ex- 
ponential grossen  mit  imaginärem  Exponenten,  von  Exponential- 
grossen  mit  reellem  Exponenten  abhangen.  Zur  Bezeichnung  ge- 
braucht man  die  Buchstaben  des  deutscheu  Alphabets  und  schreibt 
demgemäss : 


Sinx= 


9 


£o0r  = 


ex  + e~x 
2 


* 


5iit.r  __  ez — e~x 

cx-\re~x  * 

Aus  diesen  Deßnitionen  ergeben  sich  unmittelbar  die  Fundamen- 
talsätze : 

. fl]  (£c$.r)2  — (5itt^)3=  1 . 

m JSirtCr+y)  = Situ:.  o&y  + £o$A\Smy , 

' £ 0&r.£  c&y  Situr.Sttty . 
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tfc0(«2r+y)  -f  <£c0(o: — y)  = 2.£c&r.(£e*f/, 

(£o0(,a?-f-#)  — £©0(# — y)  =2.<5in.t,.5itty , 

S'm(x-{-y)  *f  5in(^— y)=5in2.ar.<£ö0^, 

* » 

Sitter  -\-y)  — Sitter — y)  = 2.<£o0  x.Sbly . 

C0x  -f-  Siwx—e* , 

14]  | 

l£  O0& — Shtx  = e~z ; 

die  wir  zur  folgenden  Entwicklung  voraussetzen  müssen. 

Stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Summen  der  beiden  Reihen : 

1.  t£e$a-f  £©0(a-fÄ)  -f-  t£e$(fi-f26)  -f- -f  tfc0(«-f-?iÄ)=S, 

2.  5ina+5in(ß+6) -f  5in(a+26)  + -f  5in(a-f?/6)  = s 

za  finden , so  ergeben  sich  dieselben  sehr  leicht  durch  gleichzei- 
tige Behandlung  beider  Reihen.  Addiren  wir  nämlich  I.  und  2., 
so  ist 

S+i=(£c0a+Sitta)+(£c0(a+6)+5irt(a+6))+(£o0(a-f26)-fSin(a+26)) 

+ -f  (£©0(a  f nb)  ~f  (Sitia-f  nb)), 

welches  wegen  [4]  in  folgende  Gleichung  übergeht: 

S -f  s = ea  -f  ca+Ä  -+  eÄ+tt  -f + e°+HÄ. 

Aber 


e * + ea+ b -f  ea+u  -f •+  ea+ni 

ist  eine  geometrische  Reihe,  deren  Summe  leicht  darzustellen 
ist,  also 

e®+t»+i)6  — e° 

3.  S+  s=  __  j • 

Wird  ferner  2.  von  1.  abgezogen , so  ist : 

5—  s = (JS  cea— 5ino)  + (£e0(a-f&)  — 5in(a+6) ) 

-f  (£  C0(a+2A)  — Sin(a+26))  + -f  (tfc0(«+w6)  — Stn(« +m£)  ) , 

oder  gleichfalls  wegen  [4] 

5 — i = er~ « -f  er“ (*+*)  -f-  e~  (°-f  24)  ~f e—(<*  ♦*«*) . 
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Auch  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  geometrische  Reihe  von  be- 
kannter Summe,  also 


4.  Ä— j=- 


>6—0  _ p — o — nb 


— 1 


Werden  nun  die  Gleichungen  3.,  4.  combinirt,  so  erhält  inan: 

pO-f  (n-|-l)6_gO  .j.  pb — a _ — a — nb 

S = 2(e*—  I)  ' 

__  pd pb — O p— fl — fl b 

* = 2(^-T)  ’ - 

und  damit  eigentlich  schon  die  Lösung  der  Aufgabe.  Es  kommt 
nur  noch  darauf  an,  den  Werthon  von  S,  s gefälligere  Formen 
zu  geben,  und  dieses  wird  erreicht,  wenn  wir  von  den  Exponen- 
tialgrüssen  wieder  zu  hyperbolischen  Functionen  zurückgehen. 

Dann  wird  nämlich: 

• « 
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Zur  Reduction  der  Zähler  dienen  die  Formeln [3]  und  es  wird: 
tfo$(a  + (»-f-l)6)  + tfo0(a-fn6)=2tfc0(fl  + &) 

tf C»(a  + («  + 1)6)  — tfo0(rt+n6)  = 2Sin(«  + 6)  .Sin 


2n+l 


Sitt(a  -f  («4-1)6)  4-  5in(o  4-  nb)='2$in(a  4- 6).tfo$ 


Sht(a  4-  (*4- W ~>‘in(a4-»6)  = 2$o*(«‘4- ^^b).Sin 

£ c*(6— n)  4-  £esa  =2£oe  O0(|  — a) , 

<£c$(6— a)  — £ce«  = 25in  *.  Sin  (y  — a) , 

• # * 

5in(6  — a)  4-  Sina  =25in  kj . <£o0  ( ^ — a)  f 

5iit(6  — a)  — 5in  a = 2tfo*  y .5in  ( y — a); 
und  durch  Substitution  in  die  Werthe  von  S,  s : 


Sz= 


2(>Ml^*+tfc«^(Stw(«  + -"2-16)  + Sin(£-  a» 


s = 


4.5in|(5fn^+tfc«^) 

2Sin(a+—+-6)  + 5ilt(|-a) 

2Si«| 

2 (Sin  | + tf  C»  | )<««#(«■ + 6)  - l£e»  ( | 

4.5in|(Sin|+  tfes|) 

<£?»(«  +^-^—6)  — — «) 

2Sin  * 


«)) 
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Endlich  ist  noch: 

Sra(a  + — <t?-6)  + Stn(*-a)=2Sin(^-tfo»6).(a+y), 

» * 

tfce(ß+  b ) — £ O0(  | — u) =25in(  Y“  Ä)^Sin(a  + ^ ) . 


Wir  erhalten  daher  die  Summen: 

I.  <£eaa-f  <£öfl(a-f6) -f  £cö(ö+26)-|- + £c$(a  + n6) 

^(a  + ^).>-in(,41Ä)  . 

= - , 

Sta  2 

* 

% 

II.  Sina + 5ilT(a  + 6)  + Sin(a  + 26)  + ....  +5in(a  + nl>) 

5iw  (a  + "j  ).  Sin(  ^ 6) 

Sin* 

Wird  II.  durch  I.  dividirt,  so  erhält  man  die  merkwürdige 
Relation : 

* • 

5iim  + 5in(«  5in((i-f 

£o*«-I-<£o0(a-f'  b)  iptfc0(«d-26)  \ ....  + £ca(«+«6) 

_ . nb  v 

— + ~2  ) * 


Es  mochte  nicht  ohne  Interesse  sein,  zu  bemerken,  dass  die 
Formeln  I.,  II.,  III.  auch  noch  richtig  bleiben,  wenn  statt  der 
Fnnctionalzeichen  5in,  t£od,  $$  die  sin,  cos,  tg  gesetzt  werden. 
Die  Ableitung  jener  Formeln  geschieht  bekanntlich  auf  die  Weise, 
dass  man,  ähnlich  wie  wir  es  oben  thaten, 

2 sin(a-f  A6)  = s,  2 cos(o-f-Ä6)  = *S 
A=0  A=  o 


setzt,  die  erstere  Gleichung  mit  V^— 1 vervielfacht,  zu  der  zwei- 
ten addirt  und  dann  die  Trennung  des  Reellen  von  dem  Imagi- 
nären vornimmt. 
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Setzen  wir  in  I.  und  II.  der  Reibe  nach: 
a=a,  6=26,  n=n;  a=a-\-b,  6=26,  «=n; 
a=a-f*6,  6=26,  n=n— -1 ; 


so  erhalten  wir  folgende  sechs  Summationen,  bei  denen  wir  uns 
der  Kürze  wegen  des  Summenzeichens  bedienen  wollen: 


5.  *?«£*»(«  + 2A6)  _ tfe*(a+n6).Sm((n+l)6) 

o 


5in6 


6.  ^«(«+<26+  1)6)=  <2»(H±(»+,)A)-5I»((b+1)6) 

A=o 


5iii6 


a=*-i  /ftfi,x.v  <£  os(a+w6) . Simt6 
7.  £ tf«(«+(2A+l)6)=  — Sjsi 


8.  *7 Sin  («+2 U)  =*!^nb).Sm(n+m 

h=o 


i>in6 


9.  *7  Sin(«+(2A  + 1)6)  = *=^+(n+I  )6)Sin(f„+l)6) 

A=o 


5in6 


. 10.  ^~lSin(n+m+m=  5<l,(a  5*2' — 


Bilden  wir  nun  die  Differenzen  5.-6.,  5. — 7.,  8.-9.,  8. 
so  ist: 

A=2n+-1 

11.  2 (-l)*£ca(a-|-Ä6) 

h=  o 

= Si"g”nV~  1 tfe#(a  + "ft)“  Cc#(a+ 

12.  ^ ( — l)*.<£e*(a+66) 

A--0 

= gg95°n6  1 5h,((B +*)*)-  Sinnb  I » 


-10, 


A=2«-fl 

13.  2 (— l)*.Sin(a+A6) 

*=o 

= ^W5^'  — 1 *i»  (n  Jnb)—Sin(a + (n + 1)6)  1 
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14.  2 (~l)*.Siit(a  + A6) 

A=0 

= 5H^”6)  1 5Jn((n+ 1)4 — 5ina6 ) . 

Und  fuhren  wir  die  Differenzen  der  (fog.  und  Sill,  wieder  auf  Pro- 
ducte  zurück,  so  ist  nach  leichter  Reduction: 

IV.  <£ega  — £ c*(a  -f  b)  -f-  (£cg(ad-2£)  — ....  — £og(<*  -f-  (2»*f  l)d) 

5in((»4  l)A).Sin(a+ l>) 

• L 


V.  t£o ga  — tfc$(a  + b)  -f-  t£og(<+26)  — O0(ad*2w6) 

6).£og(«-|-wA) 

= 7“ 6 ’ 

<£o»r, 


VI.  5tna — Siti(«+&)  + Siu(a+26)  Sii*(«-f  (2n-fl)6) 

. Sin((n+l)A).l£oe(a+  b) 


tfe4 


VII.  5itta— 5in(a-f b)  + 5iit(a-f 26)  — + 5in(a-f  2n6) 

t£cg(  - - b) . 5itt(a+uÄ) 

= ~ b ‘ 

tfe»2- 


Daraus  folgt  ferner: 

rill  Sina — 5in(a+6)+5ht(Ä+26)— ,w-f  Sin(<j+2«A) 

yül-  (fC0«-tfc0(a+^)+tfc0(a+26)~....+tfC0(a+2n6)  “ • 


tfcgff— tfeg(<i-f-&)-f£og(a-l-26)  — ....— t£cg(q-K2w-f  1)6) 
5ina— 5tn(a-l-6)4-5iii(a-|-26)— .... — 5ht(a+(2»+l)6) 


= + 


2/«+l 

2 
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Und  vergleicht  man  diese  Resultate  mit  III. , so  ist: 

X — ^*tt(a-t-6)T5ht((?-f  26)  ~ + Sitt  (aj-^nb) 

<£e  0a — <£o0(«T6)-H£c0(tf-F26)  — -f  <£o0(aT2w6) 

Sina-f  Siit(o:f-6)-|-5!it(fl+26)  -f ....  -f-  5tn(q-4-2w6) 

i^C0a+tfc0(«-^6)^-(lo0(fl+2Ä)^-....d-tfc0(öi•2n6), 

t£e0a-~£e0(<i-t-6)+£c0(a+26)-- ....— £o0(o-f  (2«-frl)6) 

Äl*  Sina— 5in(a+6)+5in(«+2A)  — ....—  5in(a+(2#i+l)6) 

__  5ma+5tn(n^/>)-^5»ii(flf26)+....-f51ti(a-f(2yi+1)6) 
i£e0a-H£c0(a+6)-H£ce(tf-f 26)-f...+t£c0(a-f (2ii-f  1)6)  * 

Auch  aus  den  bisherigen  weiteren  Sätzen  kann  man  unmittelbar 
auf  Analoges  in  der  Theorie  der  cyklischen  Functionen  schlies- 
sen.  Zu  dieser  Uebcrtragung  dienen  die  bekannten  Sätze: 

Shur*:=t.8nur , cos#;  * 

wo  i — V^T.  Und  so  finden  wir,  dass  in  IV.  das  Zeichen  des 
Stimmenausdruckes  das  entgegengesetzte  wird,  während  V7.,  VI., 
' VII.  unverändert  bleiben. 
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Versuche  über  die  elektrische 

Induction. 

Von 

Herrn  Director  W.  Knochenhauer 

zu  Meiningen. 


Zweite  Abhandlung. 


Zu  den  Versuchen  über  die  Inductionserscheinungen  hei  An- 
wendung der  Nebenbatterie  wurde  der  Apparat  (Taf.  IV.  Fig.  2.) 
In  soweit  verändert,  dass  die  Ulasstäbe  AB  und  CD  in  einem 
neuen  Rahmen  auf  4'  Entfernung  von  einander  gebracht  wurden, 
damit  die  senkrecht  herablaufenden  Enden  der  gespannten  Drähte 
keinen  störenden  Einfluss  auf  einander  übten;  die  Drähte  in  ihrer 
ganzen  Länge  gradlinig  zu  spannen,  gestattete  das  Local  nicht. 
Ausserdem  war  der  Rahmen  erweitert  worden  , so  dass  die  Drähte 
bis  auf  18"  aus  einander  genickt  werden  konnten.  Um  die  Seiten- 
drähte OX  und  QZ  auch  mehr  aus  einander  zu  bringen , wurde 
der  Funkeumesser  Y nach  Taf.  IV.  Fig.  4.  mit  den  Belegungen 
der  Nebenbatterie  seihst  in  Verbindung  gesetzt,  indem  ein  starker 
Draht  von  der  einen  Kugel  aus  gegen  die  innere,  ein  anderer 
von  der  zweiten  Kugel  aus  gegen  die  äussere  Belegung  fest  ge- 
klemmt ward.  Meine  anfängliche  Absicht,  die  Kugeln  des  Fun- 
kenmessers Y in  einer  constanten  Entfernung  von  einander  zu 
lassen  und  dagegen  wie  früher  hei  den  Scheiben  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
die  Batterieladung  je  nach  der  geringem  oder  grossem  Distanz 
der  gespannten  Drähte  zu  vermindern  oder  zu  steigern,  erwies 
sich  sogleich  als  unstatthaft , da  die  Induction  bei  stärkerer  Bat- 
terieladung schneller  als  bei  schwächerer  aboimmt,  auch  das  Ma- 
ximum der  Induction  im  erstem  Falle  einen  etwas  langem  Schlies 
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«ungsdraht  der  Nebenbatterie  fordert  als  im  letztem.  Die  Art, 
die  Versuche  anzustellen , war  also  durchgehende  folgende:  Nach- 
dem der  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie  aus  einer  bestimm- 
ten Länge  Kupferdraht  (überall  von  0,5 Id  par.  Linien  Durchm.) 
gebildet  und  den  Kugeln  des  Funkenuiessers  S eine  feste  Stel- 
lung gegeben  war,  welche  die  Ladung  J der  Hauptbatterie  be- 
stimmte, w urden  die  gespannten  Drähte  bis  auf  diejenige  Entfer- 
nung von  einander  gerückt,  wo  der  Funkenmesser  Y noch  einen 
Funken  von  wenigstens  0,-1  bis  0,5  Linien  Länge  gab;  dem 
Schliessungsdraht  der  Nebenbatterie  war  bereits  annähernd  dieje- 
nige Länge  gegeben,  welche  das  Maximum  der  Induction  lieferte; 
. , darauf  wurde  dieser  Schiiessungsdrabt  verkürzt  oder  verlängert, 
bis  das  Maximum  genau  erreicht  war.  Erst  jetzt  wurden  die  Fun- 
ken über  Y bei  den  verschiedenen  Distanzen  der  gespannten 
/ Drähte  gemessen.  In  andern  Fällen  wurde  der  Schliessungsdraht 

der  Nebenbatterie  von  seiner  Länge  im  Maximum  der  Induction 
aus  um  2',  4 f verkürzt  oder  verlängert.  Die  Berechnung  der 

beiden  Constanten  in  der  Formel  t = r*r — , welche  die  inducirte 

b + x 

Spannung  t der  Nebenbatterie  ausdrückt,  geschah  immer  aus  den 
Beobachtungen  bei  der  kleinsten  und  der  grössten  Entfernung  der 
Drähte;  .r  bezeichnete  aber  abweichend  gegen  früher  die  Distanz 
in  par.  Zollen,  da  hiernach  eingestellt  tvurde;  die  Werthe  von 
i iE  und  b sind  also  gegenwärtig  1*2  mal  kleiner  als  die  in  der 
ersten  Abhandlung  gefundenen*).  Die  beobachteten  Werthe  von 
» (in  den  folgenden  Tabellen,  wo  sie  angegeben  sind,  mit  FM. 
bezeichnet)  konnten  indess  nicht  unmittelbar  in  Rechnung  genom- 
men werden,  da  sie,  wie  schon  die  in  der  ersten  Abhandlung 
mitgetheilte  Reihe  gezeigt  batte,  vorher  um  eine  bestimmte  Zahl 
vergrössert  werden  mussten,  um  welche  der  Funkenmesser  die 
Spannung  zwischen  den  Belegungen  der  Nebenbatterie  zu  klein 
angab.  Die  Correction  wurde  dadurch  ermittelt,  dass  der  Funken- 
messer F Stellungen  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  bekam,  wodurch  er 
um  eine  bestimmte  Zahl  Fusse  von  den  beiden  Belegungen  ent- 
fernt ward**).  — Die  sämmtlichen  Versuche  waren  zu  zwei  ver- 
schiedenen Zeiten  angestellt  worden,  ein  Theil  im  Winter  1850, 
der  andere  im  Sommer  1851;  beide  Abtheilungen  muss  ich  aus- 
einander halten,  da  die  ersten  mit  einem  kleinen  Fehler  behaftet 
sind , dessen  Grund  ich  bis  jetzt  nicht  anzugeben  vermag.  Ich 
werde  die  Versuche  der  ersten  Abtheilung  mit  gewöhnlichen,  die 


*)  Wogen  der  Bererhnnng  bemerke  ich,  dass  ich  die  Werthe  von 
i ursprünglich  mit  zwei  Deciraalen  notirt  und  mit  diesen  gerechnet  habe. 

• . 

**)  Im  Interesse  anderer  glaube  ich  beifügen  zu  müssen,  dass  jeder 
Beobachter  die  für  seinen  Apparat  etwa  erforderliche  Correction  beson- 
ders bestimmen  muss.  Bei  meinen  jetzigen  Versuchen,  wo  ich  etwas 
über  eine  Linie  dicken,  in  seiner  ganzen  Länge  nusgespannten  Draht  und 
andere  Flaschen  anwendo,  fällt  die  Correction  ganz  fort.  Soweit  ich 
bereits  die  Verhältnisse  kenne,  batte  die  Correction  ihren  Grund  in  der 
Art,  wie  der  Schliessungsdraht  hei  den  bisherigen  Flaschen  mit  der 
innern  Belegung  verbunden  war. 
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der  andern  mit  römischen  Zahlen  numeriren.  lrn  Verlauf  der 
Beobachtungen  kam  ich  zur  Ueberzeugung , dass  sie  noch  unge- 
nügend blieben,  um  auf  alle  Fragen,  die  hier  aufgeworfen  werden 
müssen,  eine  sichere  Antwort  zu  geben;  es  werden  hierzu  jeden- 
falls längere  gespannte  Drähte  erfordert , als  ich  anwenden  konnte. 
Ich  bitte  demnach  die  mitzutheilenden  Versuche  nur  als  einen 
Anfang  anzusehen,  dies  neue  Gebiet  von,  wie  ich  glaube,  nicht 
unwichtigen  Thatsachen  zu  durchmustern  und  zunächst  wenigstens 
diejenigen  Punkte  hervorzusuchen,  die  mit  andern  Mitteln  noch 
strenger  zu  erforschen  sind.  Dabei  wolle  man  noch  berücksich- 
tigen, dass  der  Zustand  der  Luft  oder  andere  Umstände  kleine 
Änderungen  in  den  Zahlen  herbeiführten , wenigstens  habe  ich 
fei  ganz  unverändertem  Apparate  an  einem  spätem  Tage  oft  etwas 
trossere  oder  kleinere  Angaben  am  Funkenmesser  erhalten  als 
aa  einem  frühem,  ja  an  verschiedenen  Tagen  nicht  einmal  die 
gleiche  Schärfe  in  den  Messungen  gefunden.  Man  erwarte  also 
von  diesen  meinen  Beobachtungen  nicht  mehr  als  sie  gewähren 
können;  siegeben  eben  nur  eine  erste  Annäherung,  die  als  solche 
selbst  die  sonst  noth wendige  Rücksicht  auf  die  Ungleichheit  der 
angewandten  Flaschen  entbehrlich  macht.  — Ich  gehe  zur  Mit- 
teilung der  Versuche  über,  in  denen  die  Länge  der  gespannten 
Drähte  8' betrug. 

N>.  1.  HB.  2 Flaschen  (1  + 2),  NB.  2 Flaschen  (3+4).  J = 37,5. 

Hdr.  =19', 7 ; Ndr.  = 22',0. 


Dist.  lFM(Fig.3)liahgel.|FM(Fig.4)l  Corr. |>  heob.  !»her. 


1 z. 

25,7 

34,1 

29,6 

4,5 

34,1 

34,1 

3 

22,9 

30,6 

26,1 

4,4 

30,6 

30,5 

6 

19,5 

26,6 

2-2,1 

4,6 

26,6 

26.3 

9 

16,9 

23,6 

19,1 

4,5 

23,6 

23,1 

12 

14,6 

20,8 

16,4 

4,5 

20,8 

20,6 

15 

12,8 

18,7 

14,1 

4,6 

18,6 

18,6 

Mittel  4,5. 

b = 1 5,9 ; aE  — 577. 


Die  Ueberschrift  giebt  die  Zusammensetzung  der  Haupt-  und 
der  Nebenbatterie  an;  beide  waren  hier  aus  zwei  Flaschen  gebil- 
det,  nämlich  jene  aus  Fl.  I.  und  2..  diese  aus  Fl.  3 und  4.  Das 
beigefügte  J giebt  die  Ladung  der  Hauptbatterie  an,  wie  sie  aus 
der  Entfernung  der  Kugeln  am  Funkenmesser  S nach  der  frühem 
Weise  hergeleitet  war.  Unter  Hdr.  und  Ndr.  steht  die  Länge 
beider  Schliessungsdrähte  notirt,  welche  das  Maximum  der  In- 
doction  erforderte;  die  Drähte  in  den  Flaschen  wurden  hei  zweien 
w 0,5,  bei  einer  allein  zu  l,0Fuss  berechnet;  der  Funkenmesser 
$ ward  in  äquivalenter  Länge  zu  0,7  Fuss  hinzugezählt.  In  der 
Tabelle  selbst  enthält  die  erste  Columme  die  Distanz  der  gespann- 
ten Drähte  in  par.  Zollen  (»m  Lichten  gemessen),  die  zweite  Co- 

T* 
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lumne  giebt  die  am  Funkenmesser  Y beobachteten  Spannungen 
an,  als  er  nach  Taf.  IV.  Fig.  3.  um  31/*'  von  den  Belegungen 
der  Nebenbatterie  entfernt  stand;  aus  diesen  Zahlen  wurde  die 
Spannung  i der  Nebenbatterie  (i  abgel.)  abgeleitet,  indem  zu- 
nächst 2,9  addirt  und  dann  die  Spannungsdifferenz  für  SV*'  hinzu- 
gefügt  wurde.  Nach  vorläutigen  Beobachtungen  hatte  sich  näm- 
lieh  ergeben,  dass  der  wie  Taf.  IV.  Fig.  3.  in  die  Leitung  ein- 
geschobene Funkenmesser  Y bei  7=36,75  die  Spannung  um  2,80, 
bei  7=52,25  um  3,97  zu  klein  angab;  dazu  kam  aus  der  ersten 
Abhandlung  2,26  bei  7=31,25  und  aus  einer  spätem  Beobach- 
tung ('Vers.  Nr.  I.)  2,88  bei  7 = 37,50;  der  in  die  Leitung  der 
Nebenbatterie  eingeschobene  Funkenmesser  gab  also  ähnlich  wie 
im  einfachen  Schliessungsdrabt  einer  gewöhnlichen  Batterie  die 
Spannung  um  eine  zu  7 proportionale  Grösse  zu  gering  an,  im 
Mittel  um  3,0  für  7=40,0.  Wurden  mit  den  so  berechneten 
Wcrthen  von  i die  Angaben  des  nach  Taf.  IV.  Fig.  4.  unmittel- 
bar mit  den  Belegungen  der  Nebenbatterie  in  Verbindung  stehen- 
den Funkenmessers  verglichen,  die  in  der  vierten  Columne  ent- 
halten sind,  so  machte  sich  für  ihn  in  dieser  Stellung  eine  Cor- 
rection  von  4,5  bei  7 = 36,75  erforderlich;  die  Heilte  Nr.  4.  gab 
dieselbe  Correction  =3,4  bei  7=27,5,  die  Reihe  Nr.  5.  =6,0  bei 
7=53,2,  endlich  die  Reihe  Nr.  I.  =4,3  bei  7=37,5.  Aus  allen 
Angaben  zusammen  folgte  eine  wiederum  mit  7 proportional  wach- 
sende Correction,  die  lur  7 = 40,0  im  Mittel  4,5  war.  In  der  ersten 
Abtheihmg  habe  ich  die  unmittelbar  gefundene  Correction  beibe- 
halten, in  der  zweiten  Abtheilung  dagegen  hei  7 = 37,5  die  beob- 
achteten Werthe  von  i um  4,3,  bei  7=53,0  um  6,0  und  bei 
7=63,7  um  7,25  vergrössert.  Will  man  demnach  aus  den  von  mir 
der  Kurze  wegen  in  den  folgenden  Tabellen  als  i beob.  notirten 
Werthen  die  wirklich  gemessene  Distanz  der  Kugeln  am  Funken- 
messer Y (nach  Taf.  IV.  Fig.  4 ) in  par.  Linien  ableiten,  so 
muss  man  zunächst  die  eben  angegebene  Correction  und  ausser- 
dem 3,25  subtrahiren  und  den  Rest  mit  20  dividiren.  Die  in  der 
sechsten  Columne  enthaltenen  um  4*5  vergrösserten  Werthe  von  i 

n E 

wurden  nach  der  Fotniel  * = 7-; — berechnet,  und  die  aus  den 

b\x 

beiden  äussersten  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  von  b und 
aE  unter  die  Reihe  gesetzt.  Die  folgenden  Tabellen  werden  nur 
die  erste,  sechste  und  siebente  Columne  enthalten,  wenn  anders 
nicht  die  Correction  durch  sie  besonders  ermittelt  worden  ist. 


« 


Digitized  by  < 


.101 


* * 


Nr.  2.  Wie  bei  Nr.  1.  Ndr.  =22', 0 + 


»ist. 

+ 2' 

* heoh.ji  her. 

+ 4; 

1*  beob.it  her. 

+ 6' 

|i  heoh.ii  her. 

I z 

32,1 

32,1 

‘29,3 

29,3 

26,3 

•26,3 

3 

27,6 

28,0 

24,2 

24,5 

21,0 

21,3 

6 

23,2 

23,5 

19,5 

19,8 

16,6 

16,6 

9 

20,3 

‘.'0.3 

16,6 

16,6 

12 

17,9 

17,9 

6 — 12,7  6 = 9,4  6 = 7,5 


ri£  = 441.  o£  = 306.  aE~  227. 


Di  st. 

+ 8' 

* beob. 

i her. 

1Z 

23,5 

23,5 

2 

20,2 

20,7 

3 

18,0 

18,4 

5 

15,2 

15,2 

6 = 6,2 

«£  = 170. 


Dist. 

+ 10'  I 

+ 12' 

+ 

14' 

i beoh. 

i her. 

i heoh. 

i her. 

i heoh. 

t her. 

y*z 

21,9 

21,9 

20,4 

20,4 

1 

21,4 

21,4 

19,8 

20,0 

18,4 

18,4 

2 

18,1 

18,4 

17,0 

17,0 

15,4 

15,4 

3 

16,2 

16,2 

6 = 5,3  6=4,6  6=4,1 

«£  = 134.  «£  = 112.  «£=94. 


Im  vorstehenden  Versuche  wurde  der  Schliessungsdraht  der 
•Vbenbatterie  von  seiner  Länge  22', 0 für  das  Maximum  der  In- 

daction  nach  und  nach  um  2',  4' verlängert;  dadurch  sanken 

die  Werthe  von  6 und  «£,  die  letztem  jedoch  in  der  Weise, 
dass  von  -f6'  (oder  -f  8')  an  das  Product  aus  aE  und  der  hinzu- 
gefügten Länge  (/)  constant  blieb ; es  ist  nämlich 

‘^7x6=1362,  170x8=1360,  134x10=1340,  112x12=1344, 

94x14=1316, 

m Mittel  also  «£x/=1350. 


Nr.  3.  ß 
H 

Dist. 

atterie  wie  P 
dr.  27', 7; 

Max. 

tbeob.)x  ber.| 

dr.  1. 

Ndr.  = 

2'  i 

i beob.j  i her. 

J=37,5. 

:30',0. 

1 ~4' 

\i beob.j  i her. 

i beob. 

6' 

i ber 

1Z 

31,5 

31,5 

31,5 

31,5 

29,8 

29,8 

2f),»J 

26,9 

3 

27,1 

27.4 

26,8 

20,8 

24,1 

24,3 

21,3 

21,6 

6 

22,8 

23.0 

22,0 

21,8 

19,0 

19,0 

10,0 

16,6 

9 

20,0 

19,8 

18,4 

18,4 

12 

17,4 

17,4 

6 = 

12,5 

6= 

= 10,2 

6= 

=8,8 

6 = 

7,1 

a£  = 

:426 

aE  z 

= 354 

aE— 

= 263 

aE  = 

218. 

Dist. 

8' 

-10' 

12' 

i beob. 

\i  her. 

i beob. 

i her. 

i beob. 

'*  her. 

y*z 

22,3 

22,3? 

i 

24,4 

24,4 

21,9 

21,9 

19,8 

20,2 

2 

18,4 

18,8 

17,0 

17,0 

3 

18,6 

18,9 

16,4 

16,4 

5 

15,4 

15,4 

6=5,9  6=5,0  6=4,3 

«£=168  aE  =130  «£=108. 


Der  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie  war  um  8'  verlängert, 
wodurch  eine  gleiche  Verlängerung  für  die  Nebenbatterie  noth* 
wendig  wurde;  der  letztere  Schliessungsdraht  wurde  nach  und 

nach  um  2',  4' verkürzt.  Auch  hier  sind  die  Producte  aus  aE 

und  der  fortgenommenen  Länge  constant,  nämlich 

218x6  = 1308,  168x8=1344,  ,130x10  = 1300,  108x12=1296, 

somit  im  Mittel 


uExl  = 1310. 
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i\r.  4.  Batterie  wie  Nr.  1.  / = 27,5. 

Hdr.  19', 7;  Ndr.  21',5. 


Hist.  |FM(Fig.3)|t  abgel.,FM(Fig.4)|Corr.it  heob.|f  ber. 


1 z 

18,9 

25,0 

21,6 

3,4 

25,0 

25,0 

‘) 

Sd 

17,7 

23,7 

20,2 

3,4 

23,7 

23,8 

3 

16,8 

22,6 

19,1 

3,5 

22,8 

22,7 

6 

14,6 

19,9 

10,5 

3,4 

19,9 

20,0 

9 

12,8 

17,8 

14,4 

3,4 

17,8 

17,8 

Mitt.  | 3,4 


6=18,7;  «£=493. 

Nr.  5.  Batterie  wie  Nro.  1.  */=53,2. 

Hdr.  19', 7;  Ndr.  22',5. 


Bist.  |FM(Fig,3)|i  abgel.!FM(Fig.4)|Corr.|i  heob.ji  ber. 


1 z 

32,5 

43,2 

37,2 

6,0 

43,2 

43,2 

3 

28,3 

38,3 

32,2 

6,0 

38,3 

38,1 

6 

23,4 

32,4 

26,4 

6,0 

32,4 

32,3 

9 

19,7 

28,1 

22,0 

6,1 

28,0 

28,0 

12 

17,0 

25,0 

18,9 

6,1 

24,9 

24,7 

15 

14,7 

22,2 

16,2 

6,0 

22,2 

22,2 

18 

13,0 

20,1 

14,1 

6,0 

20,1 

20,1 

Mitt. 

i 6,0 

6 = 13,7 ; aE = 636. 


Nr.  6.  Wie  Nro.  5. 


Ndr.  22', 5 + 


+ 2'  I +4 
Dist.  i beoblDist.  I i beob 


I 


+ 6' 
Dist.  I*  beob. 


+ 8' 

Dist.  it  beob. 


1 Z 
12 


40,2  1 

21,0  12 


36.7 

17.7 


1 

6 


33,2 

20,6 


1 

6 


29,5 

18,2 


6=11,0  6 = 9,3  6 = 7,2  < 6=6,9 

«£=483  «£  = 377  «£=272  «£=227 


+ 10'  I 

+ 12' 

Dist.  U'beob. 

|Dist. 

i beob. 

1 | 20,9 

1 

24,9 

4 I 18,0 

3 

18,8 

6=5,8 

«£=182 


6=5,2 

«£=155, 


**■ 4 
/ 
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Wird  die  Ladung  der  Hauptbatterie  gesteigert,  so  sinkt  nach 
Nr.  5.  der  Werth  von  6.  Nach  Nr.  6.  bleibt  von  7=8'  an  das 
Product  aExl  constant,  =1816  = 1820  = 1860  im  Mittel  =1830. 


Nr.  I.  HB.  2 Flaschen  (1+2),  NB.  1 Flasche  (4).  »7=37,5. 

Hdr.  1 9',7 ; Ndr.  38', 5. 


Dist.  |FM(Fie.3)|i  abgel.|FM(FiK.4) 

CorrJ 

i beob. 

i her. 

1 z 

33,0 

40,! 

35,6 

4,4 

39,9 

39,9 

3 

28,1 

34,6 

30,1 

4,5 

34,4 

34,5 

6 

23,0 

28,9 

24,7 

4,2 

29,0 

28,6 

9 

19,1 

24,6 

20,3 

4,2 

24,6 

24,4 

12 

16,1 

21,2 

17,0 

4,2 

21,3 

21,3 

Mitt.  | 4,3 


6 = 11,5;  «£=500. 


Nr.  II.  Wie  Nr.  I.  Ndr.  38', 5 - .... 


Dist. ! 

-10' 

— 12' 

i beob. 

t her. 

i beob. 

i her. 

1 Z 

30,8 

30,8 

28,0 

28,6 

3 

23,6 

23,8 

20,8 

20,8 

5 

19,4 

19,4 

6=5,8  6=4,4 

a£  = 210  aE  = 154. 


Hieraus 

210x  10=  2100 , 154  x 12  = 1848 . 
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im  Mittel  ttExl—1 974.  Der  Funkenmesser  F schlug  von  — 8' 
an  schon  ziemlich  unsicher,  daher 


Nr.  III.  Repetition  von  Nr,  I.  und  II.*)’ 


Max.  — 1IF  -12' 


1 Z 40,11  6 = 12,51  1 Z|31,6|  6=5,2  I 
12  Z 22,1  lal£= 541 1 3 Zl23,8la£=194  I 


1 Z 29,11  6=4,5 
3 Z 2l,3;a£=  161 . 


Hieraus 

194x10  = 1940  und  161x12=1932, 
im  Mittel  aJ£x/=1936. 


Nr.  IV.  Repetition  von  Nr.  I. 


1Z  139,8  1 6=12,0 
12  Z I 21,7  I aE= 524. 


Nr.  V.  Batterie  wie  Nr.  I.  J= 37,5. 
Hdr.  27',7 ; Ndr.  54',0. 


Dist. 

i beob. 

* ber. 

i Z 

36,9 

36,9  6=10,8 

3 

31,3 

31,6  a£  = 436. 

6 

*25,7 

25,9 

9 

22,0 

22,0 

Nt.  VI.  Repet.  von  Nr.  V. 

1 Z I 36,6  | 6 = 10,6 
. ' • 9 Z I 21,7  | a£=425. 

t 


’)  Der  Kürze  wegen  werde  ich  da,  wo  nur  die  beiden  ätissersten 
Beobachtungen  angestellt  worden  sind,  die  Ucbcrschriftcn  Diät,  und 
1 Wob.  fortlassen. 
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Nr.  VII.  HB.  3 Flaschen  (1+2+3),  NB.  I Flasche  (4).  J=3?,5 
Hdr.  19  ,7;  Ndr.  54',0. 


Dist.  li  bfeob-1  i her. 


1Z 

45,8 

45,8 

3 

38,7 

39,1  A = 10,8 

6 

32,2 

32,1  n£=541. 

9 

27,2 

27,2 

12 

23,7 

23,7 

Nr.  VIII.  und  IX.  Repet.  von  VII. 


I Z 145,81  6=10,4  I 
12  ZI23,3la£=527.  I 


1 Z 

12  Z 


45.3 

23.3 


6=10,7 
aE  — 529. 


Nr.  X.  Wie  •Nr.  VII.  Ndr.  54',0  - 16'. 


1 Z 31,91  6 = 4,0 
4 Z 20,9la/2=  183 » 


also  a/£x/=2928. 


ln  den  Versuchen  I.  bis  IX.  stimmte  die  Länge  des  Schlies- 
sungsdrahts  der  Nebenbatterie  beim  Maximum  der  Induction  ge- 
nauer mit  dem  Gesetze  überein,  dass*  er  sich  umgekehrt  zum 
Hauptdraht  wie  <jlie  Flaschenzahl  in  beiden  Batterien  verhalte, 
als  wie  dies  bei  den  Versuchen  l~-5  der  Fall  gewesen  war,  des- 
halb wurden  die  letzten  Versuche  kurz  wiederholt,  woraus  sich 

wirklich  eine  kleine  Differenz  gegen  früher  ergab. 

♦ 

Nr.  XI.  und  XII.  HB.  2 Flaschen  (1+2),  NB.  2 Flaschen  (3+4). 
.7=37,5. 

Hdr.  19',7 ; Ndr.  20', 8. 


1 Z|31,8|  6=16,2  1 
12  zll9,4|öE=546.  I 


I Z 

12  Z 


31.4 

19.4 


6 = 16,2 
aE  = 542. 


Nr.  XIII.  und  XIV.  Batt.  wie  Nr.  XI.  J=  53,0 


Hdr.  19', 7;  Ndr.  21', 5. 


1 Z|41,9  6 = 14,1  I 
12  Z|24,2  <7^=635.  I 


1Z  41,51  6=13,7 
12  Z23,7la£=611. 
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Sr.  XV.  Batt.  wie  Nr.  XI.  7=53,0. 

Hdr.  31', 7;  Ndr.  33', 5. 

t Z I 36,1  I 6 =8,8 
0 Z I 19,9  I «£=353. 


Sr.  XVI.  HB.  1 Flasche  (2),  NB.  2 Flaschen  (3+4).  .7=53,0. 

Hdr.  32', 2 ; Ndr.  18',5.* *) 

+ 2' 

0 

19,6|a£=32I. 


I Z 

6 Z 


Max. 

30,0 

21,4 

+ 4' 


30,0  6 = 11,4  I 1 Z 28, 2|  6 = 10,4 
«£=372.  I 6 Z 


+ 6' 


1 Z 
4 Z 


25,21  6=7,6 

1 ZI22.7 

18,8!«£=217. 1 

3 ZI17.7 

6=6,1 

«£=162. 


Nr.  XVII.  Batt  wie  Nr.  XI.  7=53,0. 
Hdr.  47',7;  Ndr.  49',5. 


1 Z 
6 Z 


31.0  I 6=8,1 

20.0  l«£=282. 


Nr.  XVIII.  Batt.  wie  XI.  7=63,7. 
Hdr.  47,7;  Ndr.  49', 5. 


1 Z 
6 Z 


36,01  6=7,2  | 1 Z35,5  6 = 7,5 
22,4lo£=296.  I 6 Z 22,4  «£=303. 


Nt.  XIX.  HB.  1 Flasche  (2),  NB.  2 Flaschen  (3+4).  7 = 63,7. 

Hdr.  48',  2;  Ndr.  29',5.**) 

1 Z | 29,5  1 6=8,5 

5 Z I 20,7  I «£=280. 


’)  Diese  Länge  des  Nebendrahts  entspricht  dem  Gesetze  vollkom- 
men. da  das  Verhältnis  von  Fl.  2 zu  Fl.  34-4  wie  1,097:1,927  oder  wie 
IM, 76  ist. 

**)  Die  Länge  des  Nebendrahts  ist  in  beiden  Fällen  zu  gross;  dies 
^rhältniss  tritt  ein,  wenn  der  inducirte  Strom  an  Lebhaftigkeit  verliert, 

*obei  die  Angaben  des  Funkenmessers  unsicher  werden.  S.  das  Folgende. 
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Nr.  XX.  HB.  1 Flasche  (2),  NB.  3 Flaschen  (A+3+4).  J= 63,7. 

Hdr.  48',2 ; Ndr.  19',4**) 

Max.  + 4' 

1 Z 


4 Z 


26,7  6=11,1  I 1 Z23,2  6=7,3  . 

20,9 aE  = 323.  I 3 Z 18,7 aE  = 194*  a,so  «t'Xl— 770. 


Da  ich  die  Producte  aExl  genauer  bestimmt  zu  haben 
wünschte,  die  in  Rücksicht  auf  meine  frübern  Untersuchungen 
(Jahresb.  d.  Wien.  Acad.)  erst  constant  werden  können , wenn  / 
bei  gleichen  Batterien  nahe  die  Länge  von  8',  bei  HB.  2 Fl.  NB. 
1 Fl.  von  12',  bei  HB.  3 Fl.  NB.  1 Fl.  von  16'  und  bei  umgekehr- 
ter Flaschenzahl  von  ö1^'  und  von  4'  erlangt  hat,  so  suchte  ich 
die  Resultate  von  kleinen  Fehlern  in  der  Lange  des  Nebendrahts 
beim  Maximum  dadurch  unabhängig  zu  machen,  dass  ich,  soweit 
es  möglich  war,  eine  gleiche  Länge  Draht  fortnahm  und  hinzu- 
fügte, und  das  Mittel  aus  beiden  Angaben  als  den  annähernd 
richtigen  Werth  ansah.  Hierdurch  entstanden  noch  folgende 
Versuche : 


Nr.  XXI.  HB  3 Flaschen  (1+2+3),  NB  1 Flasche  (4).  J= 37,5.  j 
Hdr.  19', 7;  Ndr.  54', 0. 


— 16' 


1 Z 132,3 
4 ZI 2 1,3 


6 = 

aE 


= 186.  I + ,G 


1 Z|29,4  6 
4 ZI2Ö,2  ö£=  192 


5,5 


«£x/=3024. 


Nr.  XXII.  HB  2 Flaschen  (1+2),  NB  1 Flasche  (4).  J= 37,5. 

■»  * 

Hdr.  19*,  7;  Ndr.  38',5. 


ini/,  1 Z 30,91  6=5.1  I , . II  Z|29,l|  6=6,3 

...  —10/«  4 Z20,7löjE=188.  I + U Z|20,6!a£  = 2IL 

a£x/=2J00.r 


Nr.  XXIII.  HB  2 Flaschen  (1+2),  NB  2 Flaschen  (3+4). 
Hdr.  19',7 ; Ndr.  20',8. 


+ 10' 


1 Z 
4 Z 


21,3 

14,8 


6 = 6,0 

«£  = 148.  a£x/=1480 


f - 

»-* 


**)  S.  vorhergehende  Seite. 
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Nr.  XXIV.  HB  2 Flaschen  (1+2),  NB  2 Flaschen  (3  + 4) 

J =37,5. 


Hdr.  25', 7;  Ndr.  27', 5 (angenommen). 


— 8' 


I Z 24,51 . 6 = 6,1  I . Q/|l  ZI22.6I  6 = 6,8 
4 Z 17,2  aE  = 173.  I + ö 14  Zil6,3!a£=  177. 

aExl=  1400. 


Nr.  XXV.  HB  2 Flaschen  (1+2),  NB  1 Flasche  (4).  J=37,5. 
Hdr.  25',7;  Ndr.  50',5  (angenommen). 


— 101/  '1^  ^ 31,91  6 — 0,6  I , iaw  / 
10  '•  14  Z 22,9la£ = 244.  | + lu  /■ 

4 

aExl—  2394. 


1 ZI28.1 
4 Z 120,1 


6=6,6 

aE=  211. 


Nr.  XXVI.  HB  I Flasche  (2),  NB  2 Flaschen  (3+4).  J=37,5. 
Hdr.  26', 2;  Ndr.  15', 5 (angenommen). 


+ 6' 


1 Z 

3 Z 


17,1!  6=6.5 

13,5lo£=  129.  aExl =7 74. 


Nr.  XXVII.  HB  2 Flaschen  (1  + 2),  NB  2 Flaschen  (3  + 4). 
J = 53,0. 


Hdr.  25', 7;  Ndr.  *27',5  (angenommen). 


*,|1  Z|32,3|  6 = 5,8  I w 

-8|5  Z|20,4laE  = 220.  I + * 


1 Z|30,6|  6 = 
5 mOßlaE: 


7,3 

254. 


aEx  /=1896. 


Nr.  XXV HI.  HB  1 Flasche  (2),  NB  2 Flaschen  (3+4).  J=53,0. 
Hdr.  26', 2;  Ndr.  15', 5 (angenommen). 


+ 6 


, 1 Z|23,7|  6 = 7,4  j 
4 Zll7,5|a£  =200.  . 


+ 8 


, 1 Z 12 1,6  6=7,0 
4 ZI15,7«£=174. 


o£x/-=1296. 

i 
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Nr.  XXIX.  HK  *2  Flaschen  (l-f-2),  NK  2 Flaschen  (3  + 4). 
J =63,7- 

Hdr.  25', 7;  Ndr.  27/,5  (angenommen). 


oJl  Z|37,5  6 = 5,0  I 
öl6  Zl21,7la£=257.  I + 8 


r z 
6 z 


36,01  6 = 7,5 
22,6|aE=304. 


aExl=  2432. 


Nr.  XXX.  HB  1 Flasche  (2),  NB  $ Flaschen  (3+4).  J- 63,7. 
FIdr.  26',2;  Ndr.  15', 5 (angenommen). 


, ,J1  Z 28,1  6 = 7.8  I 

+ 0|4  Z21,0aE=250.  I 

aExl~  1600. 


1 Z 
4 Z 


26,0  6=7,1 


10,0 


aE  = 212. 


Nr.  XXXI.  HB  1 Flasche  (2;,  NB  2 Flaschen  (3+4).  .7=53,0 
Hdr.  32', 2;  Ndr.  18',5. 


Max. 


1 Z 
6 Z 


30, 1 1 6=  10,7  I 
21,2flE=35l  I 


1 Z|22,4|  6=6.5 
4 Z|I6.oUe=  168. 


aEx/=1008. 


Nr.  XXXII.  HB  I Flasche  (2),  NB  2 Flaschen  (3+4).  3. 

Hdr.  32', 2;  Ndr.  10', 0. 

1 Z|34,7|  6 = 10.2  . 7l 
6 ZI24,0laE=388.  | + ' '* 

uExl— 1350. 


Max. 


1 Z 

4 Z 


23.7 

17.0 


6 = 6,6 

aE-  ISO. 


Nr.  XXXIII.  HB  1 Flasche  (2),  NB  1 Flasche  (4).*)  7=53,0. 
Hdr.  32',  2;  Ndr.  33',  5. 

Max.  -8'  +8' 

1 Z 37,0|  6 = 8,7  I l Z2< 

9 Z|20,3UE  = 360.1  4 ZU 

oEx/=  1560. 


6=5.2  11  ZI28.0  6 = 6,5 
aE=  I80.|4  Zl2O,OaE=2l0. 


♦)  Die  Anzahl  der  Flaschen  in  den  Batterien  hat  hei  gleichem 'f' 
hältnissc  keinen  Einfluss  auf  die  Resultate,  jedoch  vorausgesetzt,  das* 
dio  Flaschen  an  Grosse  oder  Ladungskraft  nicht  von  einander  abweichen. 
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.Nr.  XXXIV,  Batt.  wie  Nr.  XXXIII.  .7=63,7. 

Hdr.  32',2;  Ndr.  33', 5 (angenommen). 

Max.  » 1 — 8'  +8'  , 

1ZI43.0!  6=8,0  |1  Zl33,2|  6 = 5,1  I 1 Z 33,51  6=6,0 
9 Zr22,7la£  =38644  Zl22,2l«E=202.  I 4 Zi24,0la£  = 254. 

aExl=  1824. 


Nr.  XXXV.  Batt.  wie  Nr.  XXXIII.  7=63,7. 

Hdr.  48', 2;  Ndr.  49', 0. 

• Max.  — 8'  +8' 

1 Z|36,0|  6=7,2  |l  Z|27,7  6=5,911  Z32,2  6 = 6,3 

K3I4  Z 22,9  a£=227. 


6 Z|22,4|a£=  292 


II  ZI27/ 

.14  Z 1 1 9,4  «£  = 19t 
aExl~  1680. 


Nr.  XXXVI.  HB  1 Flasche  (2),  NB  2 Flaschen  (3-f4).  7= 63,7. 


Hdr.  48', 2 ; Ndr.  29',0. 

Max.  —8'  +8' 


IZ  30,41  6 = 8,7  I 1 Z(23,9|  6 = 5,4  |1  Z|23,0|  6 = 6,4 
5 Z2I,5|aE  = 294.  I 3 Zll8,4lrtE  = 155  |3  ZI  18,1  laE=  171. 

«EX/=1304. 


Oie  Angaben  des  Funkemnessers  wurden  in  den  beiden  letz- 
ten Reihen  unzuverlässig.  Um  die  Fehlergrenzen  näher  kennen 
za  lernen,  welche  in  den  Werthen  von  6 und  aE  liegen,  wurde 
folgende  Reihe  angestellt: 


Nf.  XXXVII.  Batt.  wie  Nr.  XXXV.  7=63,7. 


Hdr.  48,2;  Ndr.  49', 5. 


Dist  | 

1 beob. 

i her. 

1 Z 

36,6 

36,6 

2 

31,7 

32,7 

3 

28,2 

29,6 

4 

25,9 

27,0 

5 

24,2 

24,8 

6 

22.1 

22,9 

7 

20.9 

21.3 

8 

19,7 

200 

9 

18,7 

18,7 

6 = 7,4 
aE  — 304. 
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Die  aus  Dist.  lund  9Z  abgeleiteten  Werthe  von  6 und  aE  drü 
cken  die  Reihe  nicht  mehr  vollständig  aus ; die  beob.  Zahlen  wer 
den  hei  grossem  Distanzen  zu  gross.  Dass  der  Grund  in  den 
für  8'  gespannten  Draht  zu  langen  Schliessungsbogeu  der  Haupt 
batterie  liegt,  nicht  in  der  stärkeren  Ladung  derselben,  zeigen 
nachstehende  Versuche. 


Nr.  XXXVIII.  Batt.  wie  vor.  Nr.  J= 63,7. 
Hdr.  20',  2 ; Ndr.  22',  0. 


Dist.  |i  beob.jt  ber. 


1 z 

48,9 

48,9 

2 

45,1 

45,5 

3 

42,4 

42,5 

4 

39,9 

40,0 

5 

37,7 

37,7 

6 

35,6 

35,6 

9 

30,5 

30,6 

12 

26,9 

26,9 

6 = 12.5 
aE  =657. 


i 

i 

i 


! 

I 


Nr.  XXXIX.  HU  2 Flaschen  (1+2).  NB-1  Flasche  (4).  J=  5.U 


Hdr.  19',7 ; Ndr.  3ö',5. 


Dist.  |i  beob.li  her. 


1 Z 

54,5 

54,5 

3 

46,2 

46,4 

6 

38,2 

37,9 

9 

32,2 

32,0 

12 

27,7 

27,7 

6 = 10,4 

aE  = 622. 


Obschon  die  Versuche  noch  weiter  ausgedehnt  werden  mü$ 
sen,  so  treten  doch  bereits  einige  Gesetze  jiervor,  auf  weicheich 
die  Aufmerksamkeit  zu  richten  wünsche.  Ich  stelle  hierzu  die 
Werthe  von  6 und  aE  beim  Maximum  der  Induction  in  folgender 
Tabelle  zusammen. 


A 
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Flaschenzahl  in 


Nr.  des 
Versuchs 

Hß 

NB 

Hdr. 

Ndr. 

J 

(iE 

XI. 

i 

2 

TüT 

373» 

10,2 

£46 

XII. 

99 

99 

>> 

y» 

n 

10,2 

542 

' ' L 

yy 

n 

»» 

22,0 

yy 

15,9 

577 

10,1 

553 

L 

2 

1 

99 

38.5 

99 

11,5 

300 

III. 

99 

99 

yy 

99 

yy 

12,5 

541 

IV. 

)> 

99 

99 

99 

99 

12,0 

524 

t 

12,0 

522 

VII. 

3 

1 

99 

54,0 

99 

10.8 

541 

VIII. 

99 

y> 

99 

99 

99 

10,4 

527 

IX. 

»> 

99 

yy 

99 

10,7 

529 

XV 

10,0 

532 

XIII. 

0 

aä 

0 

99 

21.5 

53,0 

14.1 

035 

XIV. 

99 

99 

99 

99 

>y 

13,7 

011 

5. 

yy 

99 

99 

22,5 

53,2 

13J 

030 

13,8 

027 

XXXIX. 

2 

1 

38,5 

53,0 

10.4 

022 

XV. 

-ad 

9 

31,7 

33,5 

53,0 

8,8 

353 

XXXIII. 

1 

1 

32,2 

33.5 

99 

8,7 

300 

87 

350 

XVI. 

1 

2 

y» 

18,5 

yy 

11,4 

372 

XXXI. 

99 

yy 

99 

y> 

yy 

10,7 

353 

11,0 

302 

XXXIV. 

1 

1 

yy 

33,5 

<»3,7 

8,0 

380 

XXXII. 

1 

2 

99 

1(1,0 

10.2 

388 

XVIII. 

2 

4/,/ 

40,5 

03,7 

7,2 

200 

XVIII. 

? * 

*V 

*9 

19 

7,5 

303 

XXXV. 

. 1 

1 

48,2 

49,0 

99 

7,2 

am  1 t am 

7,3 

297 

XIX. 

1 

o 

yy 

29,5 

yy 

8,5 

280 

XXXVI. 

99 

yy 

)) 

20.0 

yy 

8,7 

204 

8,0 

287 

XX. 

1 

3 

99 

10,4 

yy 

11,1 

323 

Zunächst  ersieht  die  blosse  Ansicht  der  Tabelle,  dass  bei 
unverändertem  Schliessungsdraht  und  bei  unveränderter  Ladung 
der  Hauptbatteric  itE  constant  bleibt,  wie  auch  die  Nebenhatterie 
geändert  werde.  Zweitens  lässt  sich  entnehmen,  dass  ebenfalls 
bei  constantcr  Leitung  und  Ladung  der  Hauptbatterie  h auf  % 

und  auf  % seines  Werthes  sinkt,  wenn  die  Flaseheuzahl  der  Ne- 

• 

Theil  XIX.  8 
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benbatterie  zur  Flaschenzahl  der  Hauptbatterie  von  dem  Verhält- 
nisse 1:1  auf  das  Verhältnis»  1 : 2 und  1 :3  übergeht;  bei  umgekehr- 
ten Verhältnissen  steigt  b auf4/3  und  auf%,seines  Werthes.* *)  Welche 
Aenderungen  b und  aE  mit  veränderter  Ladung  der  Hauplbatterie 
erleiden,  müssen  die  spätem  Beobachtungen  ergeben,  da  ich  hier 
eine  grosse  Veränderlichkeit  mit  der  Art  der  Flaschen,  ob  sie 
von  stärkerm  oder  schwäeherm  Glase  sind,  bereits  wahrgenommen 
habe.  Bei  gleicher  Ladung  der  Hauptbatterie  scheint  aE  mit  der 
Länge  des  Schliessungsdrantes  zu  sinken,  doch  wird  diese  Länge 
noch  wegen  der  durchbrochenen  Luftschicht  und  wegen  der  Glas- 
stärke der  Flaschen  corrigirt  werden  müssen.  Bei  J= 37,5  ist 

536x20=10720,  436x28  (St.  V.)  =12208; 
bei  Jr=53,0  ist 

625  x20=12500  , 350  x 32  = 11488  , 282x48 (Nr. XVII.)  = 13536; 
endlich  hei  J=(ü,l  ist 

657  x 20  (Nr.  XXXVIII.)  = 13140  , 387  x 32=12384 

• m 

und 


292x48  = 14016. 

Aus  der  Zusammenstellung  der  Werthe  von  aExl  erhalt 
man  folgende  Tabelle: 


i 


*)  Nach  diesem  Gesetze  ist  in  meiner  Abh.  Pogg.  Ann.  B.  71, 
p.  343.  die  beobachtete  Ladung  29,32  der  Mcbenbatterie  nicht  als  ^son- 
dern als  4 von  der  Ladung  40.00  der  Hauptbatterie  aufzufa.ssen. 


i»  k 
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Flaschenzahl  in 


Nr.  des 
Versuchs. 

|hb 

|NB  |Hdr. 

J 

aExl . 

XXIII. 

2 

2 

19,7 

37,5 

1480, 
1350 > 

2. 

yy 

99 

99 

99 

11. 

111. 

XXII. 

2 
99 
9 • 

1 

99 

99 

» 

» 

» 

» 

>» 

1974) 

1936! 

2100) 

X. 

3 

1 

99 

99 

2928  2 

XXI. 

>J 

t» 

f*  _ 

99 

3024 < . 

XXIV. 

2 

2 

25,7 

yy 

1400 

XXV. 

2 

1 

»» 

yy 

2394 

XXVI. 

1 

2 

26,2 

yy 

774 

* XXVII. 

2 

2 

25,7 

53,0 

1896 

XXVIII. 

1 

2 

26,2 

99 

1296 

XXIX. 

2 

2 

28,7 

63,7 

2432 

XXX. 

1 

2 

20,2 

99 

1600 

XXXIII. 

1 

1 

32,2 

53,0 

1560 

XXXI. 

1 

2 

»j 

99 

1008, 
972  > 

XVI. 

»» 

• »i 

»> 

99 

XXXIV. 

l 

1 

» 

63,7 

1824 

XXXII. 

1 

2 

»> 

99 

1350 

XXXV. 

1 

1 

48,2 

63,7 

1680 

XXXVI. 

1 

2 

yy 

99 

1304 

XX. 

l 

3 

yt 

„ 1 

770 

Wie  wenige  Schärfe  auch  diesen  Zahlen  zukommen  mag, 
$o  trage  ich  doch  kein  Bedenken , aus  ihnen  als  Gesetz  abzulei* 
len,  dass  hei  constanter  Ladung  und  Leitung  der  Bauptbatterie 
die  Producte  aExl  !sich  wie  1:%:2  verhalten,  wenn  das 
Verbältniss  der  Flaschenzahl  in  der  Nebenbatterie  zur  Flaschen- 
zahl in  der  Hauptbatterie  wie  1:1,  wie  1:2,  wie  1:3  ist  und  um- 
gekehrt, dass  die  Producte  aExl  von  1 auf  % auf  l/2  sinken, 
wenn  die  Nebenbatterie  zur  Hauptbatterie  von  1 : 1 auf  2 : 1 und 
auf  3:1  übergeht. 

Versuche  mit  gespannten  Drähten  von  4'  Länge  Hessen  sich 
in  einem  zu  geringen  Umfange  durchfuhren,  als  dass  daraus  be- 
sondere Schlüsse  hätten  gezogen  werden  können.  Man  findet  die 
vorher  über  b und  aE  beim  Maximum  der  Induction  gefundenen 
Gesetze  bestätigt,  erkennt  auch,  dass  beide  im  Allgemeinen  nur 
halb  so  gross  sind  als  bei  gespannten  Drähten  von  8'  Länge,  es 
fehlt  indess  zur  festem  Begründung  die  Kenntniss  über  den  hem- 
menden Einfluss  des  Schliessurigsdrahtes  selbst.  Bemerkenswert] 
ist,  dass  die  Länge  des  Schliessungsdrahts  der  Nebenbatterie 


% 


. . Digitized  by  Google 


116 


zu  kurz  ausfällt;  hierin  tritt  dieselbe  Erscheinung  hervor,  die 
oben  bei  den  Versuchen  XXXV.  und  XXXVI.  wahrgenommeii 
wurde,  nämlich  dass  da,  wo  die  inducirende  Kraft  der  Haupt- 
batterie zu  gering  wird,  die  Nebenbatterie  eine  Tendenz  zeigt,  in 
ihrer  Wirkungsweise  sich  der  Hauptbatterie  mehr  gleich  zu  stel- 
len. Die  Versuche  sind  folgende: 


HB  1 Flasche  (2),  NB  1 Flasche  (4).  J= 37,5. 


Hdr.  14',  2 ; Ndr.  15'  ,0. 


Dist.  | i beob.S  ? her. 


1 z 

28,3 

28,3 

2 

25,3 

25,3 

3 

22,9 

22,8 

4 

20,9 

20,8 

5 

19.0 

19,1 

6 

17,7 

17,7 

6 = 7,3 
a£= 230. 


HB  2 Flaschen  (1+2),  NB  l Flasche  (4).  J=  37,5. 
Hdr.  14',2;  Ndr.  26',5. 


Dist.  i beob.|  i her. 


1 Z 

34,4 

34,4 

2 

29,8 

30,0 

3 

26,4 

26,5 

4 

23,8 

23,8 

5 

21,0 

21,5 

6 

19,7 

19,7 

6 = 5,7 
aE= 230. 


\ 


HB  3 Fl.  (1+2+3),  NB  1 FI.  (4).  7=37,5. 
Hdr.  14', 2;  Ndr.  35', 5. 


Dist. 

i beob 

1 1 her 

1 Z 

38,3 

38,3 

2 

32,6 

33,1 

3 

29,1 

29,1 

4 

25,8 

25,9 

5 

23,3 

23,2 

6 

21,3 

21,3 

6 =5,3 
aE  =240. 
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HB  1 FI  (2),  NB  1 FJ.  (4)  J=53,0. 

Hdr.  14',  2;  Ndr.  15',  5. 


Di-st.  ] i beoh.j  i her. 


1 z 

36,5 

36,5 

2 

32,0 

32,2 

3 

28,6 

28,8 

4 

26,1 

26,1 

5 

23,9 

23,9 

6 

22,0 

22,0 

6 = 6,6 

aE  = 277. 


HB  2 FI.  (1+2),  NB  1 Fl.  (4).  J= 53,0. 


Hdr.  14', 2;  Ndr.  26',5. 


Bist,  yi  beob.|t  her. 


1 Z 

44,5 

44,5 

2 

38,0 

38,2 

3 

33,4* 

33,5 

4 

29,9 

29,9 

5 

27,0 

26,9 

6 

24,5  ‘ 

24,5 

6 = 5,1 
aE  =273. 


Ausserdem  hatte  ich  eine  Reihe  Beobachtungen  angestellt, 
in  denen  Platindrähte  (PI.)  von  je  17  Zoll  Länge  und  0,081  par. 
Linien  Durchmesser  in  die  Schliessungsdrähte  eingeschaltet  wa- 
ren. Von  der  einen  Seite  bewährten  sich  diese  Platiodrähte  als 
annähernd  mit  2' Kupferdraht  (K)  äquivalent,  von  der  andern  Seite 
hemmten  sie  aber  die  Inductionskraft  insoweit,  dass  die  Versuche  be- 
schränkt wurden  und  bis  jetzt  kein  festesZiel  erreicht  werden  konnte. 
Ich  halte  es  fiir  genügend  3 Beobachtungsreihen  mitzutheilen , von 
denen  die  beiden  ersten  zeigen,  dass  die  Platindrähte  in  Bezug 
aal  die  Länge  der  Scbliessungsdrähte  beim  Maximum  der  In- 
dpction  nur  mit  ihrem  äquivalenten  Werthe  in  Rechnung  kommen, 
die  dritte  eine  Vergleichung  mit  der  ihr  entsprechenden  Reihe  in 
der  ersten  Abhandlung  gestattet,  wo  der  inducirte  Strom  mit  dem 
Luftthermometer  gemessen  wurde.  Dieser  Versuch  giebt  6 = 8,0 
«der  nach  der  frühem  Weise  6 = 95,7;  das  Luftthermometer  gab 
^=93, 5,  beide  sehr  wenig  von  einander  verschieden,  was  zum 
Theil  noch  durch  die  in  beiden  Reihen  verschiedene  Form  der 
gespannten  Drähte  ausgeglichen  werden  mag. 


118 


HB  1 Fl.  (2),  NB  1 Fl.  (4).  .2=63,7. 


Hilf.  18', 2 K.  + PI.; 


Dist.  |i  beob.i  i ber. 


1 z 

41,6 

41,6 

2 

37,2 

38,1 

3 

34,2 

35/2 

6 

28,2 

28,5 

9 

23,7 

24,0 

12 

‘20,7 

20,7 

Ndr.  22',  0 K. 


6=9,9 
«£=  455. 


Hü  l FI.  (2),  NB  1 Fl.  (4).  J=53,0. 


Hdr.  I8%2  4-  PI.;  Ndr.  21',5  K. 


Dist. 

i beob. 

i ber. 

1 Z 

37.0 

37,0 

3 

31,0 

31,4 

6 

25,4 

25,6 

9 

21,5 

21,7 

12 

18,7 

18,7 

6 = 10,3 
<j£=418. 


HB  1 Fl.  (2),  NB  1 Fl.  (4).  J=53,0. 
Hdr.  20  ,2  K.  -f  PI. ; Ndr.  2*2', 0 K.  + PI. 


Dist.  |i  beob.j  i ber. 


1 Z 

2 
3 


4 


5 

ü 


30,7 

27.6 

25.0 

23.0 

21,2 

19.7 


30,7 

27.6 
25,1 
23,0 
21,3 

19.7 


6 = 8,0 
aJE  = 276. 


\ 
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X. 

Miscellen. 


i 

i 

I 

| 

Aus  einem  Briefe,  welchen  Herr  Professor  Dr.  Anger  in 
Danzig  schon  unter  dem  10.  December  1851  an  mich  zu  richten 
die  Güte  hatte,  halte  ich  mich  verpflichtet,  das  Folgende  hiermit» 
zutheilen,  indem  ich  Herrn  Professor  Anger  zugleich  freund- 
schaftlichst  um  Verzeihung  bitte,  dass  dies  nicht  schon  früher 
geschehen  ist,  weil  sich  bis  jetzt  immer  nichtein  geeigneter  Platz 
zu  dieser  Mittheilung  im  Archive  linden  wollte.  Herr  Professor 
Anger  schreibt  mir  Folgendes : 

„Erlauben  Sie  mir,  dass  ich  diese  Gelegenheit  benutze,  eine 
Meine  mathematische  Bemerkung  in  Beziehung  auf  Ihre  Ableitung 
, der  Gauss’schen  Gleichungen  hinzuzufügen,  welche  Sie  im  dritten 
Hefle  des  siebzehnten  Theiles  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Physik gegeben  haben.  Die  Ableitung  ist  mir  bereits  seit  dem 
Jahre  18*23  bekannt,  auch  erinnere  ich  mich,  sie  im  Jahre  1827 
dem  jetzigen  Director  der  Königsberger  Sternwarte  Herrn  Dr. 
Busch  mitgetheilt  zu  haben.  Vor  drei  bis  vier  Jahren  theilte 
ich  sie  meinem  Freunde,  dem  Oberlehrer  an  der  hiesigen  Johan- 
ns Schule  (einer  höheren  Bürgerschule)  Herrn  Gronau  mit,  dem 
»ie  sehr  gefiel,  und  der  sie  seitdem  beim  Unterricht  benutzte , wie 
das  beigelegte  Heft  eines  seiner  Schüler  ausweiset.“ 


•)  Thl.  XVIf.  Nr.  VI.  S.  259. 
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Indem  ich  vollkommen  anerkenne,  dass  in  dem  mir  eöti^st 
ubersandten  mathematischen  Hefte  eines  Schillers  der  Johannis- 
schule  in  Danzig  die  in  Rede  stehende  Ableitung  sich  im  Weseot 
liehen  ganz  so  lind  et,  wie  ich  dieselbe  in  dem  17ten  Theile  des 
Archivs  S.  259.  gegeben  habe,  kann  ich  mich  nur  freuen,  bei 
dieser  kleinen  Untersuchung  mit  einem  so  ausgezeichneten  Mathe- 
matiker wie  Herrn  Professor  Anger  zusammengetroffen  zu  sein, 
und  bitte  denselben  wegen  der  Verspätung  dieser  Mittheilung 
nochmals  recht  sehr  um  Verzeihung.  Ich  habe  mich  aber  um  so 
mehr  zu  derselben  fiir  verpflichtet  gehalten,  weil  die  a.  a.  O.  des 
Archivs  von  mir  gegebene  Ableitung  der  Gauss’schen  Gleichun- 
gen wahrscheinlich  Eingang  in  die  Lehrbücher  finden  wird,  eben 
so  wie  meine  in  Thl.  AVI.  Nr.  XVI.  S.  194.  gegebene  Herleitung 
der  Grundformein  der  sphärischen  Trigonometrie.  Ein  anderer  sehr 

I» 

wer tber Freund,  Herr  Astrand  in  Gothenburg  in  Schweden, 
schreibt  mir  schon  vor  geraumer  Zeit,  dass  er  von  dieser  Herlei- 
tung der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  in  einem 
von  ihm  heratiszupebenden  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  welches 
mir  indess  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  Gebrauch  ma- 
chen werde.  Die  Herleitung  der  Gauss’schen  Gleichungen  soll,  wie 
ich  höre,  bereits  in  das  vielfach  in  Recensionen  empfohlene  Lehr- 
buch der  Trigonometrie  von  Herrn  Lübsen,  welcfies  mir  indess 
auch  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  aufgenommen  worden  sein. 


t i 

■ i 

i 

1 
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Heber  die  Entfernungsorter  des 

Tetraeders. 

» ( 

* 

. Von 

4 « 

Herrn  Anton  Maur, 

Kandidaten  des  höheren  Schulamts  an  der  Realschule  zu  Düsseldorf. 


/ 


Aufgabe. 

Den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  zu  fin- 
den, für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  vier 
Seitenflächen  eines  Tetraeders  eine  gegebene  con- 
staote  Grösse  ist. 

Dabei  ist  zu  bemerken , dass  wir  den  Abstand  eines  Punktes 
ron  einer  Seitenfläche  des  Tetraeders  als  positiv  oder  als  ne  - 
gativ betrachten , je  nachdem  der  Punkt  in  Bezug  auf  die  be- 
treffende Seitenfläche  auf  der  Seite  liegt,  auf  welcher  das  Te- 
traeder liegt  oder  umgekehrt. 

Das  gegebene  Tetraeder  sei  nun  ABCD. 

Der  Winkel  nach  dera.innern  Räume  des  Tetraeders  hin: 

zwischen  den  beiden  Ebenen  ABC  und  ABD  sei 


» »>  ff  f» 


ft 


v 


3» 


t> 

Theil  \l\. 


tt 


t> 


tf 


v 


4 * 


tt 


tt 


ACD 

BCD 


9 


1 


# 
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Der  ebene  Winkel  BAC  sei  a, 

>,  » „ ACB  ,,  y;  der  Aussenwinkel 

des  ebenen  Winkels  ABC  „ ß. 

Wir  bezeichnen  ferner: 
die  Seite  BC  mit  a , 

„ AC  mit  bf 
„ AB  mit  c. 

Die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  wollen  wir  als  die  XY - 
Ebenen  von  vier  rechtwinkligen  Coordinaten- Systemen  iiu  Raume 
annehnien. 

Es  sei  demnach  in  dem  ersten  Systeme  die  Ebene  ABC  die 
AF- Ebene.  Der  positive  Theil  der  Z-Axe  sei  das  Stück  der  in 
A auf  die  Ebene  ABC  Senkrechten  nach  dem  innern  Raume  des 
Tetraeders  hin.  Der  positive  Theil  der  A-Axe  sei  AB.  Der 
positive  Theil  der  F-Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  ABC 
in  A auf  riß  Senkrechten,  welches  nach  dein  innern  Raume  des 
Dreiecks  ABC  hin  liegt.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  (xlt  yl9  z,)  bezeichnen. 

In  dem  zweiten  Systeme  sei  ABD  die  Ebene  A'F.  Der 
positive  Theil  der  Z • Axe  sei  das  Stück  der  in  A auf  der 
Ebene  ABI)  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Raume  des 
Tetraeders  hin  liegt.  Der  positive  Theil  der  A-Axe  sei  AB. 
Der  positive  Theil  der  F-Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  ABI)  in 
A auf  AB  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Raume  des 
Dreiecks  ABD  hin  liegt.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  ( *2)  bezeichnen. 

t 

In  dem  dritten  Systeme  sei  ACD  die  A'F- Ebene.  Der  po- 
sitive Theil  der  Z-  Axe  sei  das  Stück  der  in  A auf  der  Ebene 
ACD  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Raume  des  Tetrae- 
ders hin  liegt.  Der  positive  Theil  der  A-Axe  sei  AC.  Der  po- 
sitive Theil  der  F-Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  ACD  in 
A auf  AC  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Raume  des 
Dreiecks  ACD  hin  liegt.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  (a*3,  ?/3,  23)  bezeichnen. 

In  dem  vierten  Systeme  endlich  sei  BCD  die  AF- Ebene. 
Der  positive  Theil  der  Z-  Axe  sei  das  Stück  der  in  B auf  der 
Ebene  BCD  Senkrechten,  welches  nach  dem  innern  Raunte  des 
Tetraeders  hin  liegt.  Der  positive  Theil  der  A-Axe  sei  BC.  Der 
positive  Theil  der  F-Axe  sei  das  Stück  der  in  der  Ebene  BCD 
in  B auf  BC  Senkrechten,  welches  nach  dem  inneren  Raunte 
des  Tetraeders  hin  liegt.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
wollen  wir  in  diesem  Systeme  mit  (a\, ,#4.:4)  bezeichnen. 


s 
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Es  macht  nun  mit  der  positiven  Richtung  der  Zx-  Axe 
die  positive  Richtung  der  Z2-  Axe  den  Winkel  n — v2, 

»»  »»  i»  Zj  i)  >*  » 

»»  >»  »*  Z4  „ J»  7t  — V4  . 


Ferner  bildet  mit  der  positiven  Richtung  der  Xt  - Axe 
die  positive  Richtung  der  A^-Axe  den  Winkel  0, 

»»  >*  >»  A3  ,,  ,,  Ci, 

» »*  » A^  ))  » 

Wenden  wir  jetzt  die  Formeln  für  die  Coordinatenverwand- 
lung  im  Raume  an , so  erhalten  wir  folgende  allgemein  gültigen 
Bleichlingen : 


X\  — x2 , 

yi  = — ^*cosv2  + ^sinv2,  > (1) 

r,  = — y2sinv2  *—  r2cosv2  • • 

xt  z=zx3cosa  — f/3cosv3sin«  -f  :3si  n vasin« , \ 

yx  = j*3sina  -f  t/3cosv3cos« — r3sinv3cos« , / (2) 

ij  = — y3sinv3  — z3cosv3 . > 

xx=c- f x4cosß  y4cosv4sin(3  — 24sinv4sin/S , \ 

#/,  = ^r4sin/5 — y4cosv4cos/3  + z4sinv4cosjS,  f (3)* 

:x  =:  • — y4sinv4  — z4cosv4 . 1 


Moltipliziren  wir  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  mit  sinv2  und 
die  dritte  mit  cosv2,  und  subtrahiren  dann  die  dritte  von  der  zwei- 
ten, so  erhalten  wir: 

j^rryjsinvja — 2|Cosv2  (4) 

Muttipliziren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (2)  mit  sine,  die 
zweite  mit  cos«,  und  subtrahiren  dann  die  zweite  von  der  ersten, 
so  erhalten  wir: 

.T|Sin«  —y1cos«=  — i/3cosv3  -f  Z38invs. 

iMultipIiziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinv3  und  die  dritte  der 
Gleichungen  (2)  mit  cosv3 , und  subtrahiren  dann  die  dritte  Glei- 
chung von  dieser,  so  erhalten  wir: 

»* 
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z3  rra'jsinvssina — ylco8as'mvz  — ZjCosv3 (5) 

Aus  den  drei  Gleichungen  (3)  folgt  ganz  auf  dieselbe  Weise: 

z4=csinv4sinß — »rxsinv4sin/3-|-jylsinv4cos^  — 2jCosv4 (6). 

Ferner  ist: 


(7) 

Addiren  wir  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  nnd  bezeichnen 
mit  ß den  entsprechenden  innern  Winkel  des  Dreiecks  ABC,  so 
erhalten  wir: 

*t+~B  + ~3+*4 

= fsin|?sinv4  -f  :rA  (sinv3  sincr  — srnv4  sinjS) 

-f-  yl  (sinv2  — sinv3cosa  — sinv4cos/S) 

2|  (1 — cosv2 — cosv3  — cosv4) .. (8) 

Soll  nun 


d.  h.  die  Summe  der  Abstände  des  Punktes  (.r,,  , rA)  von  den 

vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  eine  gegebene  Constante  sein, 
welche  wir  mit  S bezeichnen  wollen,  so  ist: 

zl  + :2  + r3  + :4  = & (^) 


Aus  (8)  und  (9)  folgt: 

xk  (sin v3sina  — sinv4sinß)  -f-  yx  (sinv2  — sinv3cosa  — sinv4cos/?) 

Zj  (1 — cosv2 — cosv3 — cosVji)  4-  csin/?sinr4 — S = 0 . (10) 

Diese  Gleichung  stellt  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  dar, 
für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  vier  Seitenflächen 
des  Tetraeders  AB  CD  gleich  der  Constanten  S ist. 

Da  diese  Gleichung  vom  ersten  Grade  ist,  so  zeigt  uns  ihre  Form 
zunächst,  dass  der  in  Pede  stehende  geometrische  Ort  eine  Ebene 
ist;  und  da  die  Coeffizienten  der  Veränderlichen  alle  drei  unab- 
hängig von  der  Constanten  £ sind,  so  zeigt  uns  ihre  Form  ferner, 
dass  für  alle  Werthe  der  Constanten  £ die  Entfernungsürter  eines 
und  desselben  Tetraeders  parallel  sind. 


1 


* 
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§•  2. 

« 

Es  sei  die  Höhe  des  Tetraeders  in  Bezug  auf 

ABC  als  Grundfläche  Ht, 

ABD  „ //2, 

ACD  „ //s; 

BCD  „ //4. 

Es  sei  ferner  die  Höhe  des  [Dreiecks 

ABD  in  Bezug  auf  AB  als  Grundlinie  Ac, 

ACD  „ AC  „ 

BCD  „ BC  „ 4a . 

Es  sei  endlich  der  Inhalt  des  Dreiecks  i4Z?C  gleich  ^ ; 

ABD  „ 

ACD  „ A3 ; 

BCD  ,,  A4» 

und  der  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders  gleich  J. 

Soll  der  geometrische  Ort  (lö)  durch  A gehen , so  muss  £ 
gleich  der  Summe  der  Abstände  des  Punktes  A von  den  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders  sein,  also  gleich  //4. 

« V 

Ebenso  ist  fiir  den  Ort,  welcher  durch  B geht,  S=//3; 

C „ £=//*; 

D „ S=Bt . 

% Dasselbe  Resultat  linden  wir  leicht  analytisch. 

> « 

Es  ist  nämlich: 

2 Ä7  ’ 

//. 

*mv>=h  ’ 

H, 

SIW‘  = L • 
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(ii) 


Soll  nun  der  geometrische  Ort  durch  A gehen,  also  durch  den 
Anfangspunkt  c)er  Coordinaten,  so  muss  das  constaute  Glied  ver- 
schwinden. Es  muss  demnach  sein: 
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. a.c.s  \nß.Hv  >VJ 

b = c.  sinv4sinp  — , rr  — — //4 . 

G./ln 

Soll  ferner  der  geometrische  Ort  (10)  durch  B gehen,  so 
muss  durch  Verlegung  des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  nach 

B das  constante  Glied  verschwinden. 

\ 

Es  sind  aber  die  Coordinaten  von  B: 

~c,  }ji  — 0 , — 0. 

Also  erhält  man  zur  Bestimmung  von  S : 


csiuasim'3 — csinßsinv4  -f  csin/3sinv4 — S — 0 


oder 


. . ft.c.sin«.  //,  3 J 

S = c.sniß.sin  vs  = = 

Soll  ferner  der  geometrische  Ort  (10)  durch  .C  gehen,  so 
muss  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  nach 
C das  constante  Glied  verschwinden. 

Es  sind  aber  die  Coordinaten  von  C: 

xl=b.cosa,  yl=zb.  sina,  rj=0. 

Also  erhält  man  zur  Bestimmung  von  *S : 

6sinacosasinv3  — 6cosasin/?sinv4  -f  &sinasinv.2 — 6sincfCosasinv3 

— 6sinacosßsinv4  -f  csin/feinv4 — S = U, 

oder 

— 6sim/4(sin|3cosa4-sinofcos|3)  -f  csinßsinv4  6sinasini'a — S=0 
oder 


S = bsi  n«sinv.2= 


b.c . sin«.  Hj  _ 3 J _ 
c he  ~ A2  2 


Soll  endlich  der  geometrische  Ort  (10)  durch  D gehen,  so 
muss  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  nach 
D das  constante  Glied  verschwinden. 


• Die  Coordinaten  von  /)  sind  aber: 


#1 


x=7*r  . cotg . DA  B = hc 


cotgv3  sinv2  cost'.2  cos« 
sina 


hb . cosv.2  -f  hc . cosv2-cösa 
sina 


% 
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yx  =AC.  COSV2, 

?i  = Hv  =/ic'sinv.2= Aisin  va  = Aasinv4 . 

Also  erhalt  man  zur  Bestimmung  von  S: 

Aisinv3cosv3  +/<csinv3cosv2cosof — Aasinv4cosi'3 

81 1 1 1 t 

, . cos  a sin  ß * 

— nc . sin  v4cosv.2 ^ -f-  nc  sinv2  cosv2  — hc  smv3  cosv2  eosa 

— Acsinv^osvaCosjS  -f  Hl  —hc  si»v.2cosv.2  — /<&  sinv3cosv3 

— Aosiuv4cosv4  -j-  csinjSsinv4 — S=0 

oder 

% 

sin/J  /Vmßcosjj-f  cosorsin/3 


sin  v4  jcsin/3 — /i<|CosV4  — /iscosv3  — Accosv2^ 


sin« 


)i 


+ //1-S=0 


oder 


sinv4  (esinß  — Aflcosv4  — ,hbcosv3 . — hc cosv2 . ) -J-  Hv — -S = 0 


oder 
sin  v4 


a 


( acsinß — a./iacosi'4  — b.hbCQ8v3  — e./icC  osv2)  + Ux  — S = 0 


oder 


2siov 

(dl  — ^4C0SV4— ^3COS V3  — A-fcCOSV^  + Hx  — *S  = 0 . 

Es  ist  aber  bekanntlich : 

dl  = d2C°SV2  + d3COS,/3  + d4C0«v4  • 

Also  erhält  man: 

S — Ht . 

4 

Die  Gleichung  (10)  erhält  hei  dieser  letzten  Annahme  vou  5 
die  Form: 

« 

ar,(sin«sinv3 — sin/?sinv4)  -f  yj(sinv2 — eos«sinv3— cos£sinv4)  * 

-f  zj (1— cosv2  — cosv3  — eosv4)  -f  //4  — //4  = 0 . .....  ( i‘2) 
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I 


$ 3. 


Die  Ebene  (12)  ist  vermittelst  ihrer  Durchschnitte  mit  den  Kan- 
ten des  Tetraeders  leicht  zu  construireu. 

Sie  schneidet  die  Kantend D,  BI),  CD  im  Punkte  D. 

Die  Gleichungen  der  Kante  AB  sind: 

‘i=0,  yt—0. 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (12) 
erhält  man  demnach : 

-i=0,  #i=0, 

II y — //4 {Hl  - //4)c  Hy— Hy 

1 sinasinv3 — sin/?  sin  v4  t\sinasinv3 — e.sin/?sinv4  //3— Z/4  ’ 

Die  Gleichungen  der  Kante  AC  sind: 

*i=0»  #i=^i-tga. 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (12) 
erhält  man  also: 


-i  — 0,  X\  — ■ 




6sinasin  v2  — Äsinysinv4  //2  — - //4 


(//j  — II4)bcosu 


b.cosa , 


'Ji 


ut  - n 


4 / ■ 

rti.  sina. 


Das  auf  AC  abgeschnittene  Stück  ist  aber  gleich  ; also  gleich 


Hx-H4 


b. 


II z — H4 

Die  Gleichungen  der  Kante  BC  sind: 

=i=0,  #i  = - J^tgjS  + c.tgjS. 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspuuktes  mit  der  Ebene  (12) 
erhält  man  also: 


Zy  0 , Xy  


Hcosß  -f-  t*sii)/3sinv3cosa — csin/?sitiv2 
si  nysin  v3  — sin/?sinv2 

lh-Ih  . R 

_ y/  „-«.SHljJ. 


' «I 
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Das  auf  der  Kaute  BC  abgeschuittene  Stück  ist  aber  gleich 


also  gleich 


yi 

sin/3 * 


lh-lh 


a. 


Ist  einer  der  Coeffizienten  von  a,  6,  oder  c negativ,  so  ist 
das  Stück  nicht  auf  die  betreffende  Kante  selbst,  sondern  auf  ihre 
Verlängerungen  über  B resp.  A hinaus  aufzutrageo. 

Ist  in  einem  besondern  Falle  einer  der  Coeffizienten  Null  oder 
unendlich  gross . so  schneidet  der  Ort  (12)  die  betreffende  Kante 
in  A resp.  B , oder  ist  damit  parallel.  Sind  alle  drei  Coeffizienten 
Null,  so  fallt  (12)  mit  der  Ebene  ABI)  zusammen;  sind  alle  drei 
unendlich  gross,  so  ist  (12)  mit  der  Ebene  ABC  parallel.  Sind  • 
zwei  Coeffizienten  unendlich,  so  ist  auch  der  dritte  unendlich. 

• 

Endlich  kann  einer,  zwei  oder  alle  drei  Coeffizienten  unter 
der  unbestimmten  Form  g erscheinen. 

Hat  z.  B.  der  Coeffizient  von  c diese  Form,  so  ist 

/a=//4> 

^3=^4; 


also 


//1  =//3 


Es  sind  also  dann  die  beiden  anderen  Coeffizienten  Null;  mithin 
gebt  (12)  durch  die  Punkte  A und  B,  fallt  also  mit  der  Ebene 
ABD  zusammen. 

Hat  der  Coeffizient  von  b die  unbestimmte  Form  g-,  so  ist: 

//«  = // 4, 

//*=//*; 


also  auch 


//,  =//2. 

Mithin  ist  dann  der  Coeffizient  von  c gleich  Null,  und  der 
foefüzient  von  a gleich  der  Einheit,  also  geht  der  Ort  (12)  durch 
die  Punkte  A und  C\  und  fallt  mit  der  £bene  ACD  zusammen. 


1 
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Hat  endlich  der  Coeftizient  von  a die  unbestimmte  Form  q, 
so  ist: 


Ui  =//3. 

//*=//3; 

also  auch 


Die  Coeflizienten  von  b und  c werden  also  jeder  gleich  der 
Einheit.  Der  Ort  (12)  geht  also  durch  die  Punkte  /?  und  C,  lallt 
mithin  mit  der  Ebene  BCD  zusammen. 

Wirsehen  hieraus,  dass  das  Auftreten  der  unbestimmten  Form 
q Folge  davon  ist,  dass  die  betreffende  Kante  in  der  Ebene  (12) 
liegt. 

i 

Nehmen  ferner  zwei  der  Coeftizienften  die  unbestimmte  Form 
^ an,  z.  B.  die  von  b und  c,  so  ist 

#i=//4, 

U3=Ut, 

/f2  = //4 ; 

also 


//l=//2  = //3=//4. 

Es  wird  also  dann  auch  der  Coeftizient  von  a unbestimmt. 
Ueberhaupt  tindet  man,  dass  der  dritte  Coeftizient  unbestimmt  wird, 
sobald  zwei  Coeflizienten  unbestimmt  sind.  Die  Bedinguugsglei* 
chung  ist  immer: 


ln  diesem  Falle  ist  aber  das  Tetraeder  ein  reguläres,  und  es  ist: 

1 

v2  = v3=  v4=arc.coSrj 


und 


Die  Gleichung  (10)  reduzirt  sich  in  diesem  Falle  auf  eine  blosse 
Constante,  verliert  also  ihre  Bedeutung. 
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Wir  werden  später  hierauf  zurückkommen. 

Aus  diesen  Erörterungen  sehen  vrir,  dass  die  Construktion 
der  Gleichung  (12)  vermittels  ihrer  Durchschnitte  mit  den  Kanten 
des  Tetraeders,  den  letzten  Falt  ausgenommen,  immer  anwend- 
bar ist. 


Multipliziren  wir  die  Gleichung  (5)  mit  sin/3sinv4  und  (6)  mit 
$inßsinv3,  und  addiren  dann  beide,  so  erhalten  wir: 

:4sincfsinv3  -f-  z3sin/?sinv4  = — ^(sinßcosa  — cos/3sina)sinv3sinv4 

— 2l(sinj3sinv4cosv3-t-sinasinv3cosv4)  + csinasin/Jsinv3sinv4 
oder 

:4s\oßginv3  -f-  23sin/3sinv4  = — ■ylsinysinv3sinv4 

— 21(sin/3sinv4cosv3  + sinasinv3cosv4)-f-csinasin/?sinv3sinv4. 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinv2  und  die  Gleichung 
(4)  mit  sinysinv3sinv4  und  addiren  beide,  so  erhalten  wir: 


z4sinc*sinv2sinv3  -f-  z3  s in  /3s  i n v2si  n v4  -f-  z2s  iny  s i n v3  s i n v4 
= csinasirißsinv2sinv3sinv4 —z1(sinysinv3sinv4cosv2 

+ sin/3sinv2sinv4cosv3  sinasinv2sinv3eosv4) , 


Ji_  , ^siny  ^ /sinycosr2 

sinv4 ' sinv3siucx  ' sinasinv2  V sinasinv2 

= cs  in/3. 


sin/3cosv3 
' sinasinv3  * 


cosv4\ 
sinv4 / 


Es  ist  aber : 


1 ha  G'ha  - \ 4 

sinv4  //|  a.Hx  aH | 

sin/S  b.hb  2^\3 

sin«  sin  v3  a.Hx  nHx  * 

siny  c hr  2^2 

sin«sinr2  nHx  nl/l 

Setzen  wir  diese  Wcrthe  in  die  gefundene  Gleichung , so  erhalten 
wir : 


, 2.23.A3  , - ■•1^.2  . /2A4.COSV.2  , 

««,  + «//,  + aB,  +:‘V  «//,  * 

= csin/3 


2^3cosv3  2i\4cosv4>\ 
a//j  + aift  ) 


4 
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oder 

*4  A4+*3  As  +2*^2  -f  2|  ( A2COSV2+ A3COS v3  + &4COSV4)= H=ZJ 
oder,  da 

4\2c°SV.2+  A3CO8V3  -f  A4Cosv4= 
ist: 


3 24  A4  "f  Ö 23  A3  4'  3 4A2  + 3 rl  Al  — J • 


(13) 


Die  Gleichung (13)  enthält  folgenden  Satz: 

Nimmt  man  irgetid  einen  Punkt  im  Raume  an,  so  ist 
die  Summe  der  vier  Tetraeder,  welche  die  vier  Sei- 
tenflächen eines  gegebenen  Tetraeders  zu  Grundflä- 
chen und  den  beliebig  angenommenen  Punkt  zur 
Spitze  haben,  gleich  dem  gegebenen  Tetraeder. 

Dabei  ist  zu  bemerkeu,  dass  die  Inhalte  bald  additiv  bald 
subtraktiv  zu  nehmen  sind,  je  nach  der  Lage  des  Punktes  im 
Raume. 

Es  ist  ferner: 


Also  folgt  aus  (13): 


4l 
3 7 

Aa 

37 

A3 

37 

A4 

37 


T/s  » 

//4. 


(14) 


Diese  Gleichung  enthält  folgenden  Satz: 

Für  jeden  Punkt  im  Raume  ist  d i e S u m m e d e r Quo- 
tienten aus  seinen  Abständen  von  den  vier  Seiten- 
flächen eines  gegebenen  Tetraeders  und  den  Höhen 
des  Tetraeders  in  Bezug  auf  die  entsprechende  Sei- 
tenfläche als  Grundfläche,  mit  gehöriger  Berücksich- 
tigung der  Vorzeichen  in  der  oben  angegebenen  Be- 
deutung, gleich  der  Einheit. 


Ist  insbesondere: 
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l/l  = I/.i=Il3  = ni, 

also  «las  gegebene  Tetraeder  ein  reguläres,  und  bezeichnen  wir 
«eine  Hühe  mit  77,  so  ist: 


;1  + :2  + :3  + 24  — ^ > 

d.  h.  die  Summe  der  Entfernungen  jedes  beliebigen 
Punktes  im  Raume  Von  den  vier  Seiten  flächen  eines 
regulären  Tetraeders  ist  mit  gehöriger  B erücks ic h ti- 
gungdcr  Vorzeichen  gleich  der  Höbe  des  gegebenen 
regulären  Tetraeders. 

Es  musste  aus  diesem  Grunde  die  Gleichung  (10)  lür  diesen 
teondern  Fall  unter  einer  unbrauchbaren  Form  erscheinen. 


Die  Gleichung  (14)  umfasst,  wenn  wir  erwägen,  dass  die  Ab- 
stände sowohl  positiv  als  negativ  in  der  oben  aufgestellten  Be- 
deutung, jedocn  nicht  alle  vier  gleichzeitig  negativ  sein  können, 
folgende  besonderen  Gleichungen,  worin  i, , z.2,  z3  und  z4  an  sich 
positive  Grössen  bedeuten  sollen: 


JL  . h a.  J»  + I*  — i 

Hx  V U2  f //3  f 774  ’ 

(15) 

M - -2  , :3  :4  i 

77,  1 //2  1 IJ3  774  ’ 

(1«) 

2L  i 3_  _ *3  . J*  — 1 

/A  + //a  /y3  * yy4  ’ 

(17) 

7A “ //2  + /y3  y/4 

(IS) 

_ iL  + JE*  . + X — i 

yy,  + yy2  h y/3  + yy4  ’ 

(19) 

*1  , *2  *3  z4  1 

+ yya  yy3  * 

• ••  (2Ö) 

M :2  , :3  Z4  | 

yyi  yy2  h yy3”"yy4“1’ 

(21) 

:i  . *2  * *3  ;i 1 

yy,  + h2  1 yy3  yy,-1» 

(22) 
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n__  H _ H , ±a 
//,  //2  + ' 

*1  . *2  3 , *4  1 

ÄI  + //,  //8+  //4  ' 

v/,  //2  + //,  + y/4  -1' 

» ^ « «r 

*1  *2  -3  -4  i 

//,  //,  ~ i/3~  h4  - 1 


(23) 

(24) 

(25) 

(26) 


4»  _ •* 

*1 *2  . *3  *4  

//,  //2  + //3  V/4  - 


(28) 


Setzen  wir  dem  absoluten  Werthe  nach: 

*1  = ^2  ~ — *3  *4  ' 

d.  h.  sind  die  Abstände  des  in  Hede  steh  enden  Punktes 
von  den  vier  Seitenflächen  des  gegebenen  Tetrae- 
ders absolut  genommen  einander  gleich,  so  wird  die 
K u g e I , w e I c h e j e n e n P u n k t z u m M i 1 1 e I j»  u n k t e u n d d e n 
absolut  genommenen  gleichen  Abstand  zum  Radius 
hat,  die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  berühren. 


Wir  erhalten  demnach  aus  der  Gleichung  (15)  für  den  Ra- 
dius der  eingeschriebenen  Kugel,  wenn  wir  ihn  mit  R bezeichnen: 


(30) 


Setzen  wir  auch  in  den  Gleichungen  (16),  (17),  (18),  (19) 


4»  ■■  — tu  ■ — mr  ■ ■■  * 

“1  — ~2  — “3  — *4 

und  bezeichnen  den  gleichen  Abstand  mit  Rl  resp.  /?3  . Rn 
so  erhalten  wir: 

t 

(•'i  — j | | j » (31) 

W,  + TTX  + 7/~  “ 774 
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R2  — | 


1 

. J ET  r» 

r n — ii  T 


//,  r y/2  yy3  T yy4 

+ JL  . ±9 

ih  yy2  + yy3  + yy4 


(32) 


(33) 


y?4= 


-±+ 


j I | > •-  (34) 


ih  r //*  T /y3  1 /a 


/?!  ist  der  Radius  einer  Ku<;el,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Raume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  BCD  und  den  Verlange- 
gerungen  »1er  Flächen  ABC , ABI)  und  A CD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  BCD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  BCD  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen 
Flächen  berührt. 

y?2  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Raume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ACD  selbst  und  den  Ver- 
längerungen der  Flächen  ABC , ABD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  ACD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  ACD  seihst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä- 
chen des  Tetraeders  berührt. 

* 

y?3  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  A BD  selbst  und  den  Ver- 
längerungen der  Flächen  ABC,  ACD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  ABD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  ABD  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä- 
chen des  Tetraeders  berührt. 

/?4  endlich  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in 
•lern  Raume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ABC  seihst  und  den 
Verlängerungen  der  Flächen  ABD , ACD  und  BCD  über  ihre 
Durchschnitte  mit  A BC  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach 
die  Fläche  ABC  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen 
flächen  des  Tetraeders  berührt. 

Diese  vier  beschriebenen  Berührungskugeln  wollen  wir  die 
„über  den.  Flächen  an  geschriebenen  Kugeln"  nennen. 

Aus  den  Gleichungen  (31),  (32),  (33),  (34)  folgt  unmittelbar: 

JL  . J__JL 

ii,  + Ar,  + + «4  ~ u' 

d.  h.  die  Summeder  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
über  den  Flächen  angeschriehenen  Kugeln  ist  für 

tedes  Tetraeder  gleich  dem  reziproken  Werthe  des 
tadius  der  eingeschriebene  n Kugel. 
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Setzen  wir  ferner  in  den  Gleichungen  (20),  (21),  (22).  (23), 
(24),  (25) 


:,=ri=:ss=:4 


und  bezeichnen  den  gleichen  Abstand  mit  resp.  Rt,  lt7, 
R9,  Rl0,  so  erhalten  wir: 


R,= 


/?«  = 


lt7  = 


/?»= 


1 

»7  + 

1 1 1 * 

H*  ih  ~ lh 

1 

1 

11  1 ’ 

Hi 

//*  + //3  7/4 

1 

l 

1 i 1 

Hi 

+ //2  + V/3  “ 4 

1 

1 

I 1 I - 

Hi 

//*  lh  + ih 

1 

I 

1 1“  1 

Hi 

+ //2~  //3+  //4 

1 

(35) 


(36) 


(37) 


— — H7 (38) 


=-/?*,..( 39) 


R\  o — , j | | — •••»  (40) 

TT,  ~ TTt  + W,  + Th 


Wir  sehen  schon  hieraus , dass  von  diesen  sechs  Beriihrungs- 
kugeln  immer  drei  unmöglich  sind. 

« f 

Ist  Rb  positiv,  so  ist  es  der  Radius  einer  Berührungskugel, 
deren  Mittelpunkt  in  dem  Raume  liegt,  welcher  von  den  Verlän- 
gerungen der  vier  Flächen  des  Tetraeders  über  die  Kante  CD 
hinaus  eingeschlossen  wird.  Wir  wollen  diese  Kugel  die  „über 
der  Kante  CD  angeschriebene“  nennen. 


Ebenso  finden  wir,  dass  R6i  ll7,  It9,  JR9 , /?10,  wenn  sie 
positiv  sind,  die  Radien  der  über  der  Kante  BD,  resp.  BC , AD, 
AC , AB  angeschriebenen  Kugeln  sind. 

Wfie  wir  gesehen,  sind  von  den  sechs  über  den  Kanten  an- 
geschriebenen Kugeln  immer  nur  drei  möglich.  Dabei  sind  aber 
folgende  acht  Fälle  möglich: 


i 
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Es  können  gleichzeitig  positiv  sein : 


1) 

fla  i 

, B«  , 

flr; 

2) 

fl*  , 

► A*  » 

fl®; 

3) 

fl* 

, r9  , 

flr; 

4) 

fl6 

, fl»  , 

flg  i 

S) 

AlO  i 

, , 

fl®; 

6) 

Rio 

, fl» 

, flr; 

7) 

Rio 

» flj 

» ; 

8) 

Rio 

, fl* 

» flr* 

Bilden  wir  wieder  aus  den  Gleichungen  (35),  (36),  (37),  (38), 
(39),  (40)  die  Summe  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der  mög- 
lichen über  den  Kanten  angeschriebenen  Kugeln,  so  erhalten  wir 
die  acht  möglichen  Fälle: 


i . _L  . JL_!_A 
fl6  + Rj-  r /v 

Ä*  + fl,  + fl*  ~ R' 

fiA  + R9  + Rr  - Jf%  R> 

J_.A_L_L._i  _J 

fit  + fl»  + fl®  R Hz  ’ 


1 


1 


] 


fl10+fl»  + r%~  a<  r 9 


R 


1 1,1  I 

1 T^+Tt^^R- 


10 


4 

W’ 


1 . _L  . 1 _ i 1 

KTo  + B.  + ^-R-H,’ 


I 


d-  b.  die  Summe  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
^ci  über  den  Kanten  an  geschriebenen  Kugeln  ist  gleich 

The»!  XIX.  10 
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der  Differenz  des  reziproken  Werthes  des  Radio» 
der  eingeschriebenen  Kugel  und  des  vierfachen  re- 
ziproken Werthes  der  Hohe  des  Tetraeders  in  Bezug 
auf  diejenige  Fläche  als  Grundfläche,  in  welcher  dir 
drei  Kanten  liegen,  über  welchen  die  drei  Kugeln  an 
geschrieben  sind. 

Setzen  wir  endlich  auch  in  den  Gleichungen  (26),  (27), 
(28),  (29) 

**  

m ■ » — — m ■ i ■ ■ « 

* -1 — *2  — *3 — ~4» 


/?i4 ; so  erhalten  wir: 

* v 

ßn= 

« 

• # «. 

t 

#13  = 


#14-— 


gleichen  Abstand  mit  #u  resp. 

• ♦ 

#12»  3> 

1 

! 

• (41) 

4-  1 1 

1 1 

+ //,  h2~ 

h3  tu 

1 

• (45) 

1 

' 1 1 

1 1 

//,  ' /v 

#3  th 

1 

1 

(43) 

- //,-  IU+ 

1 1 

l/3  /U 

1 

• 

- (44) 

1 l 

• ••««••••••• 

h,  n.r 

//,  +//4 

i 

#u  , resp.  #i2,  #13»  #14  müssten  die  Radien  von  vier  Ku- 
geln sein,  deren  Mittelpunkte  in  denjenigen  RäunieA  lägen,  welche 
durch  die  Verlängerungen  von  drei  Flächen  des  Tetraeders  über 
die  von  ihnen  gebildete  Ecke  hinaus  entstehen,  und  welche  die 
vier  Flächen  des  Tetraeders  berühren.  Wir  sehen  aber  ohne. 
Weiteres,  dass  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  einen»  der  be- 
schriebenen Räume  liegt,  die  vierte  Fläche  nicht  berühren  kann, 
ohne  die  drei  andern  zu  schneiden.  Es  müssen  demnach  #n> 
#12»  #i3»  #14  negativ  sein,  also  muss: 


1 

1 

1 

1 

//." 

~u,~ 

H 3 

1 

, 1 

I 

1 

'h2- 

1U 

-TU«*' 

1 

1 . 

1 

1 

~ H\  ~ 

■ h2+ 

h3 

1 

1 

1 

l 

~h2 

Hz 

+ Tu<Q 
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oder : 

//2//3//4  < Hx H2Hz  + Hx H.Jh  + //,  //3//4 , 

//,  tf3//4  < tf.2//3//4  + //x H21K  + HXH2HZ , 

//,  //2//4  < /V/3//4  + /A//3//4  + H 1 ^2//3 , 

HxH2Hz  < + /A//3//4  + //2//3^4 

sein,  d.  h. : Bildet  man  aus  den  vier  Höhen  eines  Tetrae- 
ders die  vier  möglichen  Produkte  zu  dreien  ohne 
Wiederholung,  so  ist  jedes  dieser  Produ  kte  kleiner 
als  die  Summe  der  drei  andern. 

Ist  insbesondere 

. « • * 

Hx  = ff2  = ffa  = H4, 

✓ 

so  ist; 

R=z\h, 

lix  = 4 — 2 ^ 

■ 

on d die  Radien  der  drei  über  denKanten  angeschriebenen  Kugeln 
werden  unendlich  gross. 


§.  6. 

Die  Lage  der  Mittelpunkte,  ausgedrückt  durch  ihre  drei  Co 
ordinaten,  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6) 
oder,  da  der  Radius  der  Berührungskugel  gleich  dem  absoluten 
Werthe  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  XF-Ebenc  ist, 
mit  gehöriger  Berücksichtigung  der  Zeichen,  aus  dem  Radius  der 
Berührungskugel  und  den  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5): 

i2~yx  sin  v.2  — zx  cosv2 

0 • 

und 

' ■ J •' 

23  ==.T|Sinv3sinct-~y1sinv3cosa — ttcosv3  . 

Die  Rechnung  ist  leicht  auszutuhren. 

Hiermit  will  ich  diese  kurze  Skizze  schli essen. 


to* 


»1 


1 

1 

1 


I 
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Heber  trigonometrisches  Höhenmes- 
sen, mit  besonderer  Rücksicht  auf 
terrestrische  Strahlenbrechung. 

Von 

• ' dem  Herausgeber. 


1 Die  Berechnung  der  Hohen  aus  geodätischen  Messungen  wird, 
insofern  man  dabei  nicht  die  allerdings  vortreffliche  Methode  der 
sogenannten  entgegengesetzten  oder  gegenseitigen  Zenithdistanzen  in 
Anwendung  bringt,  wonl  fast  allgemein  so  geführt,  dass  niandabeiden 
Refractions-Coefflcienten  (0,08  nach  D e I a m b re)  als  bekannt  oder 
gegeben  voraussetzt.  Man  weiss  aber,  dass  der  Werth  dieses 
Coefficienten  noch  sehr  schwankend  ist,  wie  schon  die  von  ver- 
schiedenen Mathematikern  und  Astronomen  für  denselben  gegebe- 
nen, von  einander  mehrfach  abweichenden  Bestimmungen  zur  Ge- 
nüge beweisen.  Es  scheint  daher  zweckmässig  zu  sein,  sowohl 
die  Messungen,  als  auch  deren  Berechnung,  in  solcher  Weise  an* 
zuordnen  und  einzurichten,  dass  man  der  Kenntniss  des  Werths 
des  Refractions  * Coefficienten  nicht  bedarf,  sondern  vielmehr  die- 
sen Coefficienten  aus  den  Messungen  selbst,  zugleich  mit  der  ge* 
suchten  Höhe,  in  jedem  einzelnen  Falle  abzuleiten  im  Stande  ist» 
wobei  wir,  wie  schon  oben  erinnert,  von  der  Anwendung  der  Methode 
der  sogenannten  entgegengesetzten  oder  gegenseitigen  Zenithdistan- 
zen jetzt  ganz  abstrahiren,  welche  an  sich  vortreffliche  Methode  be* 
kanntlich  an  den  Beobachter  die  in  vielen  Fällen  nur  .mit  grossen 
Schwierigkeiten  ausführbare  Forderung  stellt,  mit  seinen  Instru- 
menten die  zu  messende  Höhe  selbst  zu  besteigen.  Eine  solche 
Methode  wie  die  in  Rede  stehende  zu  entwickeln , ist  der  Zweck 


Digitized  by  Google 


141 


dieses  Aufsatzes,  wobei  ich  zugleich  von  vorn  herein  die  Erde 
als  eine  Kugel  betrachten,  und,  unter  dieser  Voraussetzung,  die 
Entwickelung  mit  völliger  geometrischer  Strenge  zu  fuhren  versu- 
chen werde,  um  nicht  nachher  die  sogenannte  Keduction  wegen 
der  Kugelgestalt  der  Erde  besonders  anbringen  zu  müssen , was 
allerdings  das  gewöhnliche  Verfahren,  aber  geometrisch  nicht  völ- 
lig streng,  wenn  auch  für  die  gewöhnlichen  Fälle  der  Praxis  ^e- 
nau  genug  ist.  Streng  genommen  wäre  freilich  auch  auf  die  ellip- 
soidische  Gestalt  der  Erde  Rücksicht  zu  uehmen , was  jedoch  in 
den  meisten  Fallen  unnöthig  sein  dürfte,  und  daher,  um  diesem 
Aufsätze  eine  nicht  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben,  von  mir  für 
jetzt  unterlassen , aber  Vielleicht  zum  Gegenstände  eines  späteren 
Aufsatzes  gemacht  werden  wird. 

Wie  schon  vorhin  erinnert  worden  ist,  nehmen  wir  im  Folgen- 
den an,  dass  die  Meeresfläche,  welche  bekanntlich  als  die  wahre 
oder  eigentliche  Oberfläche  der  Erde  zu  betrachten  ist , eine  aus 
dem  Mittelpunkte  C der  Erde  mit  dem  Halbmesser  r beschrie- 
bene Kugelfläche  sei,  und  denken  uns  nun  auf  der  Erde  drei 
Punkte  Ä,  Ax , A.l%  deren  Höhen  über  der  Meeresfläche  wir  durch 
A,  A.,  bezeichnen  wollen,  so  dass  also  r-\-h,  r-fA.,  r -|-  //2 
die  Entfernungen  dieser  Punkte  von  dem  Mittelpunkte  ner  Erde 
sind.  Durch  den  Mittelpunkt  Cder  Erde  und  die  neiden  Punktet 
und  A i denken  wir  uns  ferner  eine  Ebene  gelegt,  und  in  dieser 
Ebene  aus  C als  Mittelpunkt  durch  den  Punkt  A,  also  mit  dem 
Halbmesser  r -f  h , einen  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAX 
der  Punkte  A und  Ax  liegenden  Kreisbogen  beschrieben , welchen 
wir  mit  Maassstäben  messen,  nach  einem  unter  dem  Namen  einer 
Basismessung  jedem  Geometer  bekannten  Verfahren,  indem  wir, 
von  den»  Punkte  A anfangend,  in  der  Ebene  ACAX , immer  in  ho- 
rizontaler Lage,  einen  Maassstab  neben  den  anderen  legen,  so 
dass  die  Endpunkte  je  zweier  Maassstäbe  sich  berühren,  bis  wir 
endlich  bei  der  Vertikalen  CAX  des  Punktes  Ax  anlangen,  natür- 
lich mit  allen  bei  einer  so  subtilen  Operation  nöthigen  Reductio- 
neu  und  Correctionen , deren  weitere  Besprechung  jetzt  nicht  hier- 
her gehört.  Die  auf  diese  Weise  gemessene  Basis,  nach  dem 
Vorhergehenden  also  den  aus  C mit  dem  Halbmesser  r-f-A  in  der 
Ebene  ACAX  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAX  beschriebe- 
nen Kreisbogen , w ollen  wir  durch  B bezeichnen.  Setzen  wir  dann 
den  Erdhalbrnesser  r und  die  Höhe  h des  Punktes  A über  der 
Meeresfläche,  welche  letztere  durch  ein  unmittelbares  Nivellement, 
oder  durch  barometrisches  Höhenmessen  bestimmt,  oder  aus  einer 
anderweitigen  trigonometrischen  Messung  entnommen  werden  muss,* 
als  bekannt  voraus,  so  können  wir  den  Winkel  ACAX  am  Mittel- 
punkte der  Erde  leicht  berechnen,  weil,  diesen  Wiokel  in  Gra- 
den ausgedrückt  angenommen, 

360°:  Z ACA x - 2(r  + h)n : B , 


also 


^.ACA,—  HÄ- 


180« 

71 
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ist-  Weil 


£h  = B(r+h)-' = ßr~'Q  +*)-' 

« 

ist  und  — immer  eiu  sehr  kleiner  Bruch  sein  wird»  so  ist  nach 
T 

dem  Binomischen  Lehrsätze  auch 


also 


B h A*  V 

r-\-h  r ^ r * r*  r3  ' r4  '* 


Z.ACAX  = — (i 

i r 


As  A4  180» 
r3  r4  "*  * 


Näherungsweise  kann  inan  also  setzen: 


s£.ACAt= 

t r 


180° 

r 


ln  vielen  Fällen  wird  es  verstattet  sein,  den  Winkel  ^iCJi 
aus  einer  anderweitigen  geodätischen  Operation  als  bekannt  vor* 
auszusetzeo,  wo  es  dann  der  immer  viele  Zeit  und  Mühe  in  An- 
spruch nehmenden  Messung  der  Basis  B nicht  bedarf. 


Die  Durchschnittspunkte  der  Vertikalen  CA , CAX , CA*  der 
Punkte  Ay  Alf  A%  mit  einer  aus  dem  Mittelpunkte  C der  Erde 
mit  einem  der  Einheit  gleichen  Halbmesser  beschriebenen  Kugel- 
iläche,  d.  li.  die  Prpjectionen  der  Punkte  A,  Ax  , A2  auf  dieser 
Kugeliläche,  wollen  wir  respective  durch  A,  Aj , Aa  bezeichnen; 
so  ist  in  dem  auf  der  in  Hede  stehenden  Kugelfläche  liegenden 
sphärischen  Dreiecke  AAjA2  nach  dem  Vorhergehenden  jetzt  die 
Seite  AA! , d.  h.  eigentlich  der  Winkel  ACAj  am  Mittelpunkte 
der  Kugel,  in  Graden  bekannt,  indem  nämlich  nach  dem  Obigen 
offenbar 


AA 


i 


B 

r+A* 


180° 

9 

7t 


• oder 


A3  Ä4 
r3  + r4 


180° 

7t 


oder  näherungsweise 


AA,  = -(!--)  . 

I r \ j.  / 


180° 

7t 


ist. 


f 
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Wenn  wir  nun  den  Theodoliten  in  dfem  Punkte  A aufsteflen 
ußd  uns  durch  A eine  auf  CA  senkrecht  stehende  Ebene,  den 
Horizont  von  A,  gelegt  denken,  so  können  wir  bekanntlich  mit 
dem  Theodoliten  die  Projection  des  Winkels  AXAA2  auf  den  Ho- 
rizont von  A,  welche  bekanntlich  nichts  anderes  als  der  Winkel 
AjAA2  des  sphärischen  Dreiecks  AA^a,  den  wir  in  der  Kürze 
durch  A bezeichnen  wollen,  ist,  und  ausserdem  den  Neigungswin- 
kel der  Linie  AAt  gegen  den  Horizont  von  ^(messen,  welcher  letz-, 
tere  Winkel,  indem  man  denselben,  jenachdem  A2  über  oder  unter 
dem  Horizonte  von  A liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet, 
durch  J bezeichnet  werden  soll. 

Eben  so  kann  man,  wenn  man  den  Theodoliten  ferner  auch 
in  dem  Punkte  Ax  aufstellt  und  sich  durch  Ax  eine  auf  CAX  senk- 
recht stehende  Ebene,  den  Horizont  von  Ax , gelegt  denkt,  mit 
dem  Theodoliten  die  Projection  des  Winkels  AAXA2  auf  den  Ho- 
rizont von  Ax , welche  bekanntlich  nichts  anderes  ah*  der  Winkel 
AA|Aa  des  sphärischen  Dreiecks  AA|A2,  den  wir  in  der  Kürze 
durch  Ai  bezeichnen  wollen , ist,  und  ausserdem  den  Neigungs- 
winkel der  Linie  AXA2  gegen  den  Horizont  von  Ax  messen,  wei- 
ther letztere  Winkel,  indem  man  denselben,  jenachdem  A2  über 
oder  unter  dem  Horizonte  von  Ax  liegt,  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachtet,  durch  Jj  bezeichnet  werden  soll. 

* 9 

Nehmen  wir  nun  noch  die  Höhe  hx  des  Punktes  A\  über  der  Mee- 
resfläche, deren  Kenntniss  man  sich  auf  ähnliche  Weise,  wie 
vorher  bei  dem  Punkte  A gezeigt  worden  ist,  verschaffen  muss*), 
als  bekannt  an , so  haben  wir  jetzt  Data  genug , um  die  Lage  des 
Punktes  A2  auf  der  Erde,  nämlich  sowohl  seine  relative  Lage 
gegen  die  Punkte  A und  A,  auf  der  Erdkugel,  d.  h.  auf  der 
Meeresfläche,  als  auch  seine  Höh$  k t über  der  letzteren,  bestim- 
men zu  können,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 

Weil  man  nach  dem  Vorhergehenden  indem  sphärischen  Drei- 
ecke AAjA2  die  Seite  AAj  und  die  beiden  daran  liegenden  Win- 
kel A und  Ax  kennt,  so  lassen  sich  in  demselben  die  Seiten  AAa 


')  Man  könnte  freilich  auch  die  Zenithdistanz  Z des  Punktes  .4, 
io  drin  Punkte  A beobachten.  Dana  hätte  inan  offenbar  zur  Bestimmung 
von  A,  die  Proportion 

r -f  h:r  -f  /<|  =:  sin(Z  — AA,):sinZ,  ^ * 

woraus 


r+  h i = 


sinZ 

sin  ( Z — AA|  ) 


(r  -1  h) 


folgt  Da  man  aber  die  gemessene  Zenithdistanz  nothwendig  wegen  der 
Refraction  corrigiren  muss , so  setzt  dieses  Verfahren  schon  die  Kennt- 
nis* des  Kefraclions -Coefficienten , welche  wir  ja  hier  eben  umgehen 
wollen,  voran*. 
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und  AjA2,  d.  h.  eigentlich  die  Winkel  ACA2  und  AtCA«  oder, 
''  was  dasselbe  ist,  die  Winkel  ACA2  und  AlCA2*  am  Mittelpunkte 
der  Erde  berechnen,  wozu  am  besten  die  beiden  Neper  sehen 
Formeln 


l cos^Ai-A)  j ! 

tang4j(AA*  -f  AjA*)  = , tang^AAi, 

cos^Ai+A1)  /* 

I sin^(A,  — A)  j 

tang  2 ( AA*  — At  A2)  = j tang  * AAj 

sin  2 ( + A) 

dienen.  x 

Mittelst  der  in  der  Abhandlung  Thl.  XVIII.  Nr.  XXX.  ent* 

wickelten  Reihen  erhält  inan  auch  leicht  die ' folgenden  Reihen: 

♦ 

• • 

l 

\ (AAa  -f-  A,  A2)  = ^ AAX  + | tang  ^ Atang  ^ A,  sin  (l.A  Ai  ]>  | 

+ \ (tang  ? Atang  g Aj  )*  sin  (2 . A Aj)  , 


+ ^ (tang  g Atang  ^ Aj  )8sin(3 . A At) 

+ |(tang  a Atang  | Aj  )4sin(4 . AAj) 

+ 

wenn 

• « 

tangi  Atang ^A,  <1 


ist;  und 
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1 

ij(AAa  -f-  Ai Aa)  ss  — ^ AAj  — j cot  2 Acot  ^ At  sin(l.A  Ai) 


— tj(cot^  Acot  ^ Aj  )2sin(‘2.AAi) 


j (cot4^  Acot^-  AI)ssin(3.AA1) 


111 

j (cot  ^ Acot  j Ai)48in(4.  AAi) 


wenn 


taug|-Ataiig|  At>l 


Ut  Fenier  ist 


j(AA*~ A1A4)ä  |-AAi  — tang^- Acot^  Ai  sin(  t.AAj ) 


+ ^(taiigkjAcot^A,)2sin(42.AAi) 


111 

— jj-  (taogg  Acot g A1)3sin(3.AAi) 


+ J (tang^  Acot^*Ai)4sin(4.AA|) 


wenn 


tang -Acot^A,  <1 


ist;  und 
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2 (Ä. A2  — Aj  A2)  ==  — A Aj  -f-  j-  cot  t)-  Atang  r Aj  sin  ( 1 . AAj ) 

— »j  (cot  j Atang  j A,)2sin(2.AA,) 

-f  ^ (cot^- Atangj  Aj)3sin(3.AA1) 

. — j(cot4y  Atang  jA,)4sin(4.AA1) 

* • 

+ , 

wenn 

tanga  Acot^Ax  > 1 

ist.  Die  Seiten 

AAj  , A Ao , A j Aj 

des  sphärischen  Dreiecks  AA|A2  sind  in  diesen  Reihen  in  Tbeilen 
der  Einheit  oder  des  Halbmessers  ausgedruckt.  Wie  man  sich 
zu  verhalten  hat,  wenn  man  dieselben  in  Graden,  Minuten,  »Se* 
cunden  ausgedruckt  haben  will,  ist  bekannt,  und  braucht  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden. 

« 

Man  konnte  bei  der  Auflösung  unseres  sphärischen  Dreiecks 
auch  das  Legendre’sche  Theorem  in  Anwendung  bringen,  was 
al»er,  als  hinreichend  bekannt,  einer  weiteren  Erläuterung  hier 
nicht  bedarf. 

Die  Seiten 


AAj , A Ao  i A|A.j> 

des  sphärischen  Dreiecks  AAjA2  sind  also  jetzt  bekannt.  Will 
man  daraus  die  auf  die  Meeresfläche  reducirten  Entfernungen  der 
drei  Punkte  A , dj  , A.z  von  einander,  die  wir  durch  E „ Et  , E2 
bezeichnen  wollen , so  dass  E die  Entfernung  der  Punkte  A und 
At , Et  die  Entfernung  der  Punkte  A und  d2 , E2  die  Entfernung 
, der  Punkte  At  und  A2  von  einander  ist,  alle  diese  Entfernungen 
auf  die  Meeresfläche  reducirt,  linden;  so  hat  man  dazu  offenbar 
die  folgenden  Proportionen: 

360°:AAj  = 2m:  E, 

360°:  A A2  — 2m  : Ex  , 

300° : A j A2  = 2m  E.z ; 
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aus  denen  sich  die  Gleichungen 


jr ™ 

" ]gQO  ,AA1» 


r% 


Tlt 


h*i  — JJJQO  * ^^2»  — 1'gQ*  • AjAj 


ergeben. 

Die  relative  Lage  der  drei  Punkte  A,  Alf  A2  auf  der  Erde, 
bezogen  nämlich  auf  die  Meeresfläclie,  ist  daher  jetzt  bekannt, 
und  es  kommt  nun  hauptsächlich  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Hohe  U2  des  Punktes^  über  der  Meeresfläche  an,  welche  über-’ 
haupt  den  Hauptgegenstand  dieser  Abhandlung  ausmachen  sollte. 

* In  Taf.  V.  Fig.  1.,  welche  für  sich  verständlich  sein  wird, 
wenn  man  nur  bemerkt,  dass  AH  die  Durchschnittslinie  des  Ho- 
rizonts von  A mit  der  durch  A,  C,  A2  gelegten  Ebene  ACA2 
sein  soll,  bat  man  offenbar  die  Proportion 


AH:  AJH = sinAA2H:sinA2AH . 


Aber 

AH—  C<4.tangAAa  = (r-f  /i)tangAA2, 

und,  wenn  sich  im  Folgenden  immer  die  oberen  Zeichen  auf  den 
ersten,  die  unteren  auf  den  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dar- 
gestellten Fälle  beziehen: 

* * • 

AJI—  + ( CA2  — CH)  = + { r -f  h2 — - (r  -f-  A)sec A Aa } , 

sin/L42//=sin{180° — AA2  — ($0°  -fJ)}  = cos(AA2-f  J), 

♦ i 

sin  A.ZAH=  sin(4;  J)  = + sinJ; 

» ■ 

\ * 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  J in  dem  ersten  der  beiden  in 
der  Figur  dargestellten  Fälle  positiv,  im  zweiten  negativ  ist.  Also 
ist  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einander: 

(?+Ä)tangAA2 : ± { r-f  ä2— (r-f /i)secAA2j  =cos(A  A2-f  J) : + sin  J , 
folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

(r-f  /*)tangAA2:r-f h2  — (r-f A)secAA2  = cos(AA2  -f  J) : siuJ ; 
und  ganz  eben  so  ergiebt  sich  lur  den  Punkt  Al  die  Proportion: 

(r-f  AI)tangAlA2:r-f  h2  — (r  -f  /i,)secA1A2=  cos(Aj  A2-f  Jj):sinJ, . 

Bezeichnen  wir  nun  aber  den  sogenanten  Refractions-Coeffi- 
cienten  für  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  und  die  Baro- 
meterhöhe  O^TO  durch  , so  ist  der  Refractions- Coefticient  für 
die  Temperatur  t nach  dem  hundertteiligen  Thermometer  und 
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die  Barometerhöhe  b nach  dem  metrischen  Barometer,  weil  der 
Refractions  - Coellicient  der  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luit 
proportional  gesetzt  werden  kann,  nach  bekannten  physikalischen 
Gesetzen,  die  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  brauchen: 

bk 

{Fs7M  1 + 0,00375.0’ 

Werden  daher  die  an  den  Stationspunkten  A und  Ax  beobachte- 
ten Lufttemperaturen  und  Barometerhöhen  durch  t,  b uud  tL,  bx 
bezeichnet,  und  wird  der  Kürze  wegen 

« 

b 6, 

**  ~ 0™,  76.  ( 1+0,00375. <)’  76.(1  + 0,00375. «,) 

Sesetzt,  wo  p und  fix  bekannte  Grössen  sind,  so  sind  Aja  und  Ajuj 
ie  Refractions- Coeflicienten  in  den  Punkten  A und  Ax  zur  Zeit 
der  Beobachtungen ; und  nach  einem  von  Laplace  inderMeca- 
nique  celestc.  T.  IV.  p.  278.  bewiesenen  Satze*)  sind  folglich 
die  terrestrischen  Refractionen  in  den  Punkteu  A und  Ax  zur  Zeit 
der  Beobachtungen  respective 

A’ft.  AA2  und  kfii . AlA.2. 

Bezeichnen  daher  letzt  J und  J,  nicht  die  wahren , sondern  die 
beobachteten,  d.  n.  von  der  terrestrischen  Kefraction  aflicirteo, 
Neigungswinkel  der  Gesichtslinien  AA2  und  AxAt  gegen  die  Ho- 
rizonte von  A und  Ax , so  sind  die  w ahren  Wertiie  dieser  Nei- 
gungswinkel bekanntlich  respective 

J — ku.  AA2  und  Jx — k(xl.AlA.1, 

in  völliger  Allgemeinheit,  es  mögen  J , J|  positiv  oder  uegativ 
sein,  wie  leicht  erhellen  wird.  Die  vorstehenden  Werthe  muss 
man  daher  jetzt  für  J und  Jj  in  die  beiden  oben  entwickelten 
Proportionen  einführen,  wodurch  dieselben  die  folgende  Gestalt 
erhalten : 


•)  Freilich  int  dieser  Satz  nur  näherungswcisc  richtig,  worüber  man  meine 
Abhandlung  im  A r c h i v.  T h 1.  X.  S.  3 2.  vergleichen  kann.  In  der  That  ist  er 
aber  bis  jetzt  immer  bei  der  Berechnung  der  terrestrischen  Refractinn  in  An- 
wendung gebracht  worden,  und  ich  will  mich  daher  auch  in  dieser  Ab- 
handlung an  dieses  allgemein  gewöhnliche  Verfahren  anschliessen,  ohne 
auf  die,  wie  ich  glaube,  strengeren  Entwickelungen , die  ich  a.  a.  0. 
gegeben  habe,  für  jetzt  weitere  Rücksicht  zu  nehmen.  Wenn  nur  erst 
ans  diesem  weniger  strengen  Gesichtspunkte  eine  neue  Untcrsuohnng  der 
terrestrischen  Refractinn  mittelst  genauer  Messungen  unternommen  würde, 
wäre , glaube  ich , schon  viel  gewonnen. 
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(r  -f  A)tang  A Aa : r -f  h2  — (r  -f  A)secA  A2 
= cos{  J-f  (1  — fifi).  AA2J:sin(J  — kii.AA*), 

(r  ~f  hx  )tangAj  Aa : r + h2  — (r  -f  /ii)secAj  A2 
=00«!^  -f-(l  — k(it).  AiAalisin^i  — ikfh  . AiA*). 

Diese  zwei  Proportionen  enthalten  nun  bloss  noch  die  zwei  unbe- 
kannten Grössen  k und  h2>  "eiche  sich  also  mittelst  derselben 
müssen  bestimmen  lassen. 

Unmittelbar  aus  denselben  fliessen  die  folgenden  Formeln: 


r -f  Aj  = (r  -f  h)  { secA  A2  + 


tang  A A2.sin(J — Zu.  AA2) ) 
cos  { J -J-  (I — } j 


i 


r-J-/ia  = (r-|-/<1){secA|  A2-|* 


tangA|  A2.sin(Jt  — k(*1.Al  A2)  / . 
cos{  Jt  -f  (l—A'^J.AjAaj  {’ 


oder,  wie  man  leicht  tindet: 


r + Aa  = (r  + /0 
r -f  h2 


cos(J  — kfi.AA2) 


COS  { J f (1 ÄTjH).  AA2|  ’ 


, v C08(jj  -Xial.A1  Aa) 

' + 1^cos|J|+(I—  ^J.AjA*!  ’ 


mittelst  welcher  Formeln  h2  leicht  berechnet  werden  kann,  wenn 
man  den  Refractions-Coefficienten  k kennt. 

Weil 


r + A."” 


rAH— 

r+Äj 


1 =(l+^)(l  + ^)-,=a  + T)|,-7-+  CtO*~ 

# 

% 

ist,  so  ist  näherungsweise,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern 
der  zweiten  Ordnung: 
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, A*— h * r+/'*  _ . A2-Ai  . 
r+/i  + r * r+Ä!  1 * r ’ 


also  nach  dem  Obigen: 


H 


Aj-A  cos(J — /ru.A  A2) 


cos  I J •+•  (1 — A*,u).  A A2|  ’ 


1 + 


h^—hx  cos(Jj  — Api  .Aj  A2) 

t coslJi-Hl — A^1).AlA.i|  * 


folglich 


//«,  — A = 


r . 


Ajj  Aj  — i*  • 


cos(J — A71.AA2)  — cos{  J -f  (1  — Aju).AA2| 
cos  { J -f-  (1  — h[ n).  A A2 } 

co8t(J|— A^.Ai A2)— cos{  Jt  f-  (l-—A|ti1).A1  A2) . 
cos  | J4  + (1  — ’&fti).A|A2  i 


oder 


A.,-A  = 


| 1 

sUq  A Aa. sin  { J + 5 ( 1 — 2Afi ) . AA2  } 

~r‘  cos{J  -f-  (1  — Ap).AÄ2} 


k . A2  — /<4=2r. 


sin^  AtA2.8in  { Jj  + ~(1  — 2^ ).  A,  A2} 
cos[Ji  +0— A^j).A|A2  } 


mittelst  welcher  Formeln  die  Höhendifferenzen  h*  — h und  A.>— A, 
gefunden  werden  können.  Wären  umgekehrt  cfiese  Höhendiffe- 
renzen, etwa  in  Folge  eines  genauen  Nivellements,  bekannt,  so 
könnte  man  den  Durchmesser  der  Erde  mittelst  der  Formeln 


' 2r  = ( K ~ A)  - ^U  + U-WAA,! 


sin q AA2.  sin|  J -f  ^ (1  “ 2Ap).AA2 } 


9r  = (Aj—Aj)  t coslJ.+d-Ml.A.A^ 

sin 2 AlAa.sint  Jx  + cj  (l-2Afil).A1A2} 

linden,  wobei  man  indess  zu  beachten  hat,  dass  nach  dem  Obi* 
gen  AA2  und  AjA2  offenbar  aus  der  gemessenen  Basis  B nur 
dann  gefunden  werden  können,  wenn  man  die  Höhe  des  Punktes 
Ä über  der  Meeresfläche  und  den  Erdhalbmesser  kennt,  so  dass 
also  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  eigentlich  als  in  Bezug 
auf  die  unbekannte  Grösse  r transcendente  Gleichungen  zu  be- 
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trachten  sein  wurden , welche  nur  durch  Näherung  aufgelöst  wer- 
den könnten.  Ueberhaupt  hat  man  die  vorhergehende  Bemerkung 
über  die  Bestimmung  des  Erdhalbmessers  aus  den  Höhendiffe- 
renzen h<t  — h und  h2 — hier  nur  als  eine  ganz  gelegentliche 
Bemerkung  zu  betrachten,  die  jetzt  gar  nicht  zu  der  ISache  an 
sich  gehört. 

• 

Alle  obige  Formeln  setzen  alfer  den  Refractions-CoefBcienten 
k als  bekannt  voraus,  und  derselbe  muss  daher  immer  zuerst  be- 
stimmt werden,  bevor  man  dieselben  in  Anwendung  bringen  kann 
Nun  hatten  wir  aber  oben  die  beiden  Gleichungen 


. / / , cos(J—  fy.AAa) 

r + 2 (r  *f  0 Cos{J-f-(l  — /ifl).  AAa}  * 

r i /.  /_  4-A  ^ COS(J1  ft  Hl  Aa) 

+ % -F  i)  COS|  *F(I — 


zur  Bestimmung  von  h2.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt 
sich  durch  Elimination  von  h2  die  Gleichung 

♦ » * 

r -f-  h cos( JA  — £fi| . At  A.2)cosl  J -f  (1  — A|ti).AAä} 

r+Ai“  cos(J — Aft.AA2)cos{ JA -|-(l  — Afi1).A1  Aa| 


welche  nur  die  eine  unbekannte  Grösse  k enthält,  und  mittelst 
welcher  also  k bestimmt  werden  kann.  Erst  dann,  wenn  man  k 
mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ermittelt  hat,  lässt  sich  h2  mittelst 
eines  der  beiden  obigen  Ausdrücke  von  r-f  A2  linden. 

Weil  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  zweiten  Ordnung 
naherungsweise 

v 

u - 

r+ h _ r _ //-/*, 

r+/#i  “l+ÄI  r' 

* r ■ 

ist,  so  ist  näherungs weise  auch 

. ■ 

h — -A| cos(JA  — Aftt.At  Aa)cos  { J -f  (1  — kfi).AA9 1 

r eos(J  — Äft.A Aa)cos { Jt  +(l — A:^l).A1A2|  * 

bei  welcher  Form  der  Gleichung  zur  Bestimmung  von  k man  nicht 
die  Höhen  h,  hx  der  Punkte  A,  A.  über  der  Meeresfläche  selbst, 
sondern  nur  den  Höhenunterschied  h — hv  dieser  Punkte  zu  ken- 
nen braucht,  den  man,  wenn  nicht  anders,  in  vielen  Fäller 
zweckmässig  durch  ein  Nivellement  wird  linden  können. 


j 


i 

* 
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Die  Gleichung 

r-f  h cos(J|  — At  A^cos  \ J -f-  (1  —kn).A.At } 

r+hx  cos(J — Äf*.AAa)cosl  Jt  -f(l — A'ju,).Ä1  A2 1 

*. 

aus  welcher  der  Refractions-Coeflicient  k bestimmt  werden  muss, 
kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrfirken: 


ii 


cs 

© 


n 
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also 


r f h , cos  A Ag  — sin  A Ag . tang(  J — kp . A Ag) 

r-f/i|  . cgsAj  Aa — sinAj  Ag . teng(Jj  — A*^i . Al  Ag) 


oder 


..  . 


r-f/t  cosA!  Ag 1— tangAAg.tang(J— fyt.AAg) 

r+Aj  ‘ cosAAg  “ 1 — tang Ax  A2.taug( Jx — Äpl.AlAt)  * 


• # 

Weil  nuo  aber  bei  wirklichen  praktischen  Anwendungen  Afi, 
4ux  und  AAg,’A«Ag  immer  sehr  kleine  Grössen  sind,  so  ist  nach 
den  Lehren  der  Differentialrechnung*  bis  auf  Glieder  der  ersten 
Ordnung  genau , wovon  man  sich  leicht  überzeugen  wird , wenn 
wir  AAg  und  AtAg  in  Theilen  der  Einheit  oder  des  Halbmessers 
aasgedruckt  annehmen: 


tang(J— A(t.AA2)=tangJ cotw'  ’ 


„ -i  ' *(*,: a,a4 

lang(J,— ^i-A,  A*)  = tangJ, 


/ 


I 


irofor  wir  naherungsweise  auch  setzen  können 


tang(J  — Ag.AA.j)  = tangJ  —Aft  S~j^>  \ : •, 


I « - » • 

Oin  \ A 

tang(Ji— Afh.A,A,)  = tangJ,— Afi, 


1«.  . •' 


Führt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
k ein,  so  wird  dieselbe:  w j , ■ . 


oder 


_ t • : » ' 

Qi  n A A 

r+A  cosA.A,^1-^^^  T* 

r+Aj  cosAAg  ......  4 , i sin  A. A.«  . t,  • , 

l-tangA.A^tangJ,-^,  ) 


r+A  cosAA,  - sinAA,tangJ  + ifi)  cosJ 


sinAAji*  . • , . 


••• 


“•  m - — ■ ii  i i m ■ ■ ■ ^ i ■ » y 

r+Ai  • • . . . , * . , tsinAiAgj* 

cosAi  AgT-smA,  AgtangJ,  -f  t c08j- 


• ■ * » I»  s 


oder  ** 
Theil  XIX. 


»i. 

* * » i 

i-  * i:  t 


t.  > 


11 
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cos  (J  -f  AA2) 
cosJ 


+*1^1* 


CO« (J,+A,A*)  " . csinAj  A2j2 

~ + *M~ j 


cos 


37 


Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  den  folgenden  Näherungsaus- 
druck für  ki 


(r  + h) 


cos(J|  -f  A,A2) 


co»(J  -f-  AAa) 


k=± 


* •) 


cosJx  (r~t~^l)  cosJ 

, . . isin^Asa*1  , J tsinAiÄaA2 


oder 


"f, 


A= 


„ . /*  x cos(Jl+A1A2)  /t  . hv  x + AA*) 

(i  + r) <*+>>  cösJ 


r ' . ,cosJ|  . 

kt  csinAA2>2  A $ sinA,Aa  >2  * 


*•  W a ^ 


Hat  man  aber  erst  einen  Näherungsw  erth  von  k gefunden , so 
wird  es  immer  auch  leicht  sein,  den  ggmtuQii,  .der  Gleichung 

I , A 

rJ-A  __  r r _J_  cos(J t — ktiL . A\  A2)cos  { J -f  (1— AfQ.  AAa  1 
r+hi  . , A|  cos(J — Ap..ÄA2)cos{  J,  j-(l — /^.AiA^I 

»* 


oder 


r+A  cosA|  Ag  _ 1 — tangAAa.tang(J  -**  Aft.AAg) 
rJ-Aj  * cosAA2  1 — tangAiAa-tang^j — Aft1.A1A2) 


- i. 


vollständig  genügenden  Werth  von  k zu  finden,  und'  dann  ferner 
auch  Aa  nach  dem  Obigen  zu  berechnen, 

, I *'  • ■ • '#  •».  , » * 

* * i « 1 **  * 

, 

Wenn  man  auf  die  sphärische  Gestalt  der  Erdoberfläche  nicht 
Rücksicht  nimmt,  sondern  dieselbe  als  eine  Ebene  betrachtet, 
gestattet  die  vorhergehende  Aufgabe  eine  etwas  andere  Behand- 
lung, die  wir  noch  in  der  Kürze  mittheilen  wollen. 

, • * . • » 

, 

Man  nehme  den  Punlit  A als  den  Anfang  eines  rechtwinkfi- 

Ka  Coordinatensvstems  der  xyz  an.  Oer  Horizont  von  A sei  die 
ene  der  Xy.  Oie  Projection  der  Linie  AAt  auf  den  Horizont 
von  A sei  der  positive  Theil  der  Axe  der  x.  Oer  positive  Theil  der 
Axe  der  y liege  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x , auf 
welcher  die  Projection  des  Punktes  A9  auf  dem  Horizonte  von 
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A liegt  Der  positive  Tfoeil  der  Axe  der  2 liege  über  dem  Ho- 
rizonte von  Ax  Die  Coordinaten  der  Punkte  Ax  und  A » in  die- 
sem Systeme  seien  jtj  , ylf  2!  und  .ar^»  yl9  s*.  Die  Winkel  A, 
A]  und  J,  Jj  seien  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  gemessen, 
ebenso  die  Linie  Bt  welche  petzt  niebt  wie  vorher  ein  Kreis- 
bogen, sondern  eine  gerade  Linie  ist,  wenigstens  als  eine  solche 
angenommen  wird. 

Nun  hat  man  zuerst  die  Proportionen 

sin(A-f  AjJisinA!  z=zB\  AAa, 

n * 

sin(A -f-  Aj) : sin A = B : Ax  Aa ; 

wo  nämlich  A,  Alf  A2  die  Projectionen  von  At  Alf  A%  auf  dem 
Horizonte  von  A bezeichnen.  Also  ist 


AA-= 


sinA] 


sinfA  + Aj).  '/ 


B , Aj  A2 


sinA 

sin(A*f  Aj) 


B . 


Ferner  ist  offenbar: 

\ 

äx=zß9  yi—O,  ^1=^— A 

♦ 

u&d 

- ♦ * . .* 

X2=AAa.cosA,  ^4=AArsinA,  ^ = AA2.tangJ 

• « 

N V 

oder  nach  dem  Vorhergehenden: 


*2  = 


cosAsinAj  D sinAsinAj  „ 

siöCA  + ÄtT  ’ **—  »in(A  + A.)  ’ 

« * 

sinA,tang«/ 

^=-TTr-r-rr 


sin(A  -f  Ax) 


Lejen  *vir  nun  durch  den  Punkt  At  ely  dem  Systeme  der  xvz 
paralleles  Coordinatensysteni  der  ry$,  und  bezeichnen  die  Coordi- 
naten  des  Punktes  A2  in  diesem  Systeme  durch  jc2>  72»  80  *st 

fe=sA|AB.co8(180°--Ä2},  y2=AJLA2  sinA1,  >*=  A^.tangJt ; 

. * • « . 

* 

also  nach  dem  Obigen:  •' 

sinAcosAi  „ ' _ sinÄsinA,  „ * , 

' 'r*='-8in(A+Är).,B?.  ■■  ■.  ■ ; 

, gmAtangJi  — . 

sin(A+Ai) 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist 

U* 
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arj=ct-f  h,  y*=yi+y1(  i*=i, + »*; 

l« 

also  nach  dem  Vorhergehend«!): 

' • • • 
cos  Asm  Aj  . sinAcosA] 

*•*  .•  8in(A-fA|)  8in(A-fA|)' 

sinAsinAi  sinAsinAi 

sin(  A + Aj)  r"  sin(Ä  -f.Aj)  * 

sinA,tangJ  t . sinAtanjjJ, 

sin(A  + AJ  Z*—  . + sin(A+A,)'"‘ 

’ ' * i 

Die  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  sind  identische  Glei- 
chungen , dass  uns  also  nur  die  dritte  Gleichung  bleibt,  welche 
sich  leicht  auf  die  Form 

A — hi  sinAtangJ. — sinAitangJ 

B ~ sinCA+At)  • . 

bringen  lässt. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  den  als  aus  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  mit  dem  Halbmesser  r-|-A  beschriebene  KreiÄogen  be- 
trachteten geraden  Linien  AA2  und  AjA2  entsprechenden  Winkel 
am  Mittelpunkte  der  Erde  durch  C und  so  dass 

2(r  + h)a : AAa =360° : C, 

2 (r  + k)n : A,  A2=  360°:  ( \ ; 

also 

AA*  180?  ^ _ AtA»  18Qo 

“ r+A  * n * 1 r + A\  n 

ist;  so  ist 

■>  sinAitang(J— kp,C): ■ • . sinAtangCJi  — k^Cx)  R 

z»~  sin(A  + A,)  a'  siD(A  + A,). 

t - « 

und 

; * . « - ♦ * 

A — At sinAtang^  — sinAitang(J  — kfiC) 

B sii^A  + A!) 

' zu  setzen.  Aus  der  letzten  Gleichung  ist  k zu  bestimmen , bevor 
man  die  dritten  Coordinaten  Zg,  *2  des  Punktes  A2  mittelst  der 
beiden  ersten  Gleichungen  bestimmen  kann. 

* * 

Näherungsweise  ist  wie  oben: 

tang(J  — AjiQ  ==  tangj  - > 
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also 


tang(Jj  — kftt  Ci)  = tangJ|  — kfi  j 


jdnCj 
cos  Jj*  ’ 


. ..  ¥ . » , « ,/  sinAsinC,  sinAisinC 

h - A,  «'"AtangJ,  -s.nA.tangJ-^,  -f» 

R fcsin(A-f  Aj) 

« 

woraus  « 


k = 


sinAjtangJ  — sin  AtangJt  -f  ^ sin  (A  -f»  At) 


“ Vi 


■*/ 


sin  At  sin  C sin  Asin  C\ 

^ T**1 


cosJi2 

» VWPW*  /\'-  v 


zur  ersten  annähernden  Berechnung  des  Refractions-Coefficienten 
4-  folgt. 


Es  hat  mir  immer  wünschenswerth  geschienen,  dass  über  die 
terrestrische  Strahlenbrechung  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  Ther- 
mometer und  Barometer,  namentlich  über  den  wahren  Werth  des 
Refractions-Coefficienten  k für  die  Temperatur  des  schmelzenden 
Eises  und  die  Barometerhohe  0m,76,  neue  Untersuchungen  und 
desfallsige  geodätische  Messungen  angestellt  werden  möchten;  und 
ich  glaube,  dass  bei  dergleichen  Untersuchungen  die  obigen  theo- 
retischen Betrachtungen  wohl  zweckmässige  Anwendung  finden 
dürften.  Mir  selbst  stehen  dazu  wohl  die  Hülfsmittel,  aber  leider 
nicht  die  Zeit  und  Gelegenheit  zu  Gebote.  Möchte  daher  ein  An- 
derer sich  einer  solchen  gewiss  sehr*' verdienstliehen  Arbeit 
unterziehen ! 
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Velber  einen  Kettenbruch  von  zwei- 
gliedriger Periode. 

Von 

Herrn  Emil  Kahl, 

* * 

Lieutenant  der  K.  S.  Artillerie  und  Lehrer  der  Physik  -und  Chemie  an 

der  K.  S.  Kriegsschule  zu  Dresden. 


. j. 


i» 


Es  soll  irgend  ein  Näherungswert!!  dos  Kettenbruches  , 


allgemein  dargestellt  werden.  Die  ersten  beiden  Näherung«  • 
werthe  sind: 

o Zj  aß  -f- 1 Z| 

r=  ns  ”7“  = ^* 

Zur  Auffindung  der  übrigen  Näberungswerthe  wenden  wir  die  Re- 
ductionsformel  an: 

^3  — -f  , Z4  = ß 7j^  -f  Zj ; 

Nt=aNt+Nt,  Nt=ßN,+rf%. 
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Mit  Hülfe  derselben  steilen  wir  eine  Reihe  der  auf  einander  fol- 
genden Zähler  und  Nenner  zusammen,  betrachten  diese  als  Grund- 
reihe und  leiten  von  ihr, 'ähnlich  nie  bei  den  Differenzenreihen, 
andere  Reihen  ab.  In  folgendem  Schema  sind  mit  a0,  ax,  a2, 
o3.....  die  Glieder  der  Grundreihe,  mit i,slaQt  Aax , Aa2,  Aa3.... 
die  Glieder  der  ersten  abgeleiteten  Reihe,  mit  A*a0f  APax, 
A*a2.~  die  Glieder  der  zweiten  abgeleiteten  Reihe  bezeichnet  etc. 

L • 

« • • i »• 

fl0  ®i  flj  » • 4 • • i flau— i fla*» 

■ - ■ • 

Aa0  Aax  An 2 > . • • An2n — a A.q^%—x  An2n 

■ 

. A?a0  A?ax  ....  A^a^n-s  A2^-^  A^a^n-i 

" A^Qq  ....  A*a%n— 3 


Jede  dieser  abgeleiteten  Reihen  entsteht  aus  der  nächst  vor- 
hergehenden, wenn  man  bei  dieser,  falls  sie  eine  abgeleitete  Reihe 
gerader  Ordnung  ist,  die  Glieder  abwechselnd  mit  ß <*>  fall»  sie 
dagegen  eine  abgeleitete  Reibe  ungerader  Ordnung  ist,  abwech- 
selnd mit  a ß multiplicirt  und  diese  Producte  von  dem  doppelt 
genommenen  folgenden  Gijgde  subtrahjrt,  >yobei  zu  beachten  ist, 
dass  die  Bauptreihe  hierbei  als  eine  abgeleitete  Reibe  nuliter, 
also  gerader  Ordnung  zu  betrachten  ist.  Mjt  Rücksicht  auf  diese 
Entstehungsweise  haben  wir  daher  folgende  Gleichungen : 

t 

AGq  = 2fl|  — ßaOt  = Aü2  — 2^3  — ß-^2  U.  S.  W, 

* 

A*atf±elsißi-~<*AaQ,  A2al—2Aaz — ßAaXy  A2a2=2Aa3—aAa2\i.8.  w,* 

allgemein : 

*'  .(  ; 

A2ua0=:2A2n~1ax  — aA^n~1aQj  \A2n(tx  =:  — ßA**—lax  , 

A*na2^2A2n—1a5 — aA^-'a^  u.  s.  w., 

\ «i  * 

Tu0 = <2~42nal  — ßA*na0 , A2n  f = t2Aina2 — , 

la2=2A^a3 — ßA*"a2  u.  s.  W. 

4 

* 

Anf  folgendem  Wege  lernt  man  die  Beziehung  kennen , die 
zwischen  irgend  einem  Güede  der  Grundreihe  und  den  Anfangs- 
gliedern der  abgeleiteten  Reihen  stattfindet.  Nach  dem  Obigen 
ergiebt  sich  nämlich  unmittelbar: 

« 

2ax  = Attc-b ßa0f  ~ •*'  . 

«* 

2*0^  = 2Anx  -f  *2«flj  = A*a0  + ctAa0  • ■ - 

-f  aAaa  -f  aß.a0 


A*a0  -f  2aAa0  -f  aß . a0 , * 
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28<r3  =2*^02  + 2*^  =r^/?0  4-  2jJ^«o  4-  or^Oo  * M** 

* ^ . ,4"  /Lf*a0  4"  2aßAa0  -|-  <xß2.ait  t ,. 

-43tf0  + 3ßsf2ctQ  4*  3a/?-^0a  4-  ccß2.^ 

24o4 =2s^a34-25aflr3^i4«r0  4“3a^3a04-3or(3^2a0+a2/3.^af>  . 

4-  a^3ao+3a|3-'^2ii04-3a2|3^a„4'a,?*au 

* } * . . . . . . ^ A 

,*  v A*a&+la~4*a0-\-f)ccßsi*ao-\-'la1ß*'taa+atß*.av. 

* • i 


*■*  i ^ r.t 

In  diesen  Ausdrücken  spricht  sich  folgendes  Gesetz  aus: 

**Ä  • '•%  , 

; ‘ *.«  ». 

■^22n  . a9„  = (2«),^2nflw4-(*2?i)I ayt2n-la{i+(2n)2(aß)^2*'*(io 
4-  (2n)3a.(aß)^2n‘~3au-{-(2n)4(aß)2^2n~4a,  4 - 
... 4-  (2ji)2H-i<x.(^ß)n~l-/f^0  4- (2nh»(aß)*ao > 


• i.  i 


I. 


|22»+1.i/a«+l=(‘2n  4-  l)0.^**+1aö  4- (2 n 4-  l)tß . 

' 4-  (*2u4-l  (*n+})3ß.(aß)Jln-\ 

4-  &n+l}Ja$*Jl*-*a0  + «...  (2n+l)2»(«/3)".^ 


+ (2»4-l)(a5n4i)  . ß(aß)"av. 

• . T » ^ . 1 ' .•**  . * 


i*.. 


■ 

Die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Gesetzes  lässt  sich  leicht 
durch  den  Scliluss  von  2 n auf  2m  4-1  bewahrheiten.  Berechnet 
man  nun,*die  Zähler  der  Partialbrüehe  des  in  Rede  stehenden 
Kettenbruches  mittels  der  im  Eingänge  gedachten  Reductions* 
formel  und  nimmt  dieselben  als  Glieder  einer  Hauptreihe  an  und 
bestimmt  hieraus  die  abgeleiteten  Reihen  nach  Anleitung  des  un- 
mittelbar Vorhergehenden ,4  so  erhält  man  Folgendes: 


* 4' 


* • « ».* 

flo=  Z2,  Oj— cZj-j-  Zj , üj^a^.Zj-f  Zj-fjJZj  j 

y * , "•  , ( |'«i' 

at=a*ß.Z2+2«Za+«ßZt +Z, , a6=«2|3*  ^+3a/3Zj+Za+«(3»i,  +‘tf  2, ; 


-^a0=2Z*— - fiZl ,,  Aa,  — aZ^i-Z, , , ,^aa=«/?.Za+2Za+0-Zi; 

^i«j  = e2^.Za+3«Za+  aß.  Z|  -J-  2Z, , ^/«1  = c*j31Za4-4aj3.Za 

+ 2Za+.«j3?!Z,+3^Z,; 

* 

^a0=Z,(o/S+4),  ^a,=Za(«/}+4),  ^aa=(«Za+^,)>(^+4); 
= («0Za  + Za + j5Z, ) (aß  + 4) ; 

. • '•  * 

= (2Za-/5Z, ) (a(3  + 4),  AM,  - (a Za  + 2Z, ) (uß  + 4) ; 

AMt  = («0Za + 2Z*  + ß . Z, ) (aß  + 4) ; 
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.4*a0 . — Zl(aß>{'  4)* , u4*a i ~#a(«ß+4)*j  . 

1 4 

* 

^“o0=(2  Z,-|JZ1)(o/5+i)*. 

* % * i I 

» • - *.  ; . : ) 

»»*«»•  , ( _ * 

Man  siebt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  gleichsteüigcn 
Glieder  der  geraden  abgeleiteten  Reihen  unter;  sich  und  die  der 
ungeraden  abgeleiteten  Reihen  unter  sich  eine  geometrische  Pro- 
gression bilden,  deren  Quotient  (aß +4)  ist,, so  dass  allgemein: 

• r*  % 

= Zx  ( aß  -f-  4)n , 

. « > i • • « I 

^■+»fl0=(22a-^ZI)(o/S+4)-.  ' 


OieControle  für  die  Richtigkeitdieser  allgemeinen  Ausdrücke  ver- 
schafft man  sich  durch  den  Schluss  von  2«  auf  2n  + 1 und  2n+2. 
Führt  mar  nun  die  Werthe  von  Aa0,  A^ao,  A3a0 , Aiav  etc.  in 
die  Gleichung  I.  ein,  so  erhält  man: 


II. 


1 2 *».Z2„+1  = (2n)0.Z,  («j}+4)*+(2n)|  ,«.(2Zl-|JZI)  (o/5+4)—> 

+ (2n),.(«l3)Zl(n^+4)"-»+(2»)j«.(o|3)(2Z!S-|JZ1).(«3+4)*-* 
+ (2»).».(o/5)*.  Zj  (aß + 4)"-® + .;....  J . 
+(2n)2n-1.o.WJ)»->‘(2Z2-/3Zx)  + (2n)(an)(o^)".Zt . 

■*Z,n  — (2n — ])0(2Z, — 0Z, ) (e/5  + 4)«-,i  ! ‘ 

+ (2n— I)x  ,/S.Zx  (o/J+4)"~ 1 +(2n — l )2(a/5).(2Z2 — /5ZX  )(o/3 +4)’1-* 
+ (2n  — l)3.ß.(nß) . Zt(aß  + 4)”-*  . 

+(2n — l)öß.(aß)2 . Zt(aß  + 4)"-*  ' 

+ (2n-l)P.-2(oj3)"-i.(2ZI  - ßZt)  ' | j 

+ (2n  — . ß ■ (aß)"-' . Z, . 


> . 


» .!•! 


< » ' I . t 

Die  Gleichung  II.  lässt  sich  in  einen  geschlossenen  Ausdruck 
umwandeln,  wenn  man  bedenkt,  dass: 


i » » 


„ I 


I - 


„ | [V" 0/5+4+ V 0/5]*»  +-  [Vo/S+4-V 0(3)*"  | 

Z, . 2 

• =(2n)„Z1(op+-4)»  + (2«)i(oW.Z1(o^+4)»-«;  . 

+(2n)4.(o/5)*ZI(o/S+4)»-*+,  ...  (2n)l..(o^)».Zl . 

* • I - » 

I . I 


s 


i 
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, qr,  . I [V ^+4+VÜ^-fV o/3'+4  ~V «PI*»: 

- wääwwr* 

= (2w), . «,  (2 Z,  - /SZ, ) (0/3  + 4)-> 

+ (2»)J.o.(2Zl-/3Zl).(o/3).(o/3+4)»-*  + 

+ ('2a  - o . (2  Zt~ßZ,)4aß)*^1 . 

♦ . • * < ♦ ' * », 

(2Z.-ÖZ.)  v , 

p U'1  2V^TT...  5 

= (2n  - 1)„ . (2Z,  - 0Z,)  (0/3  + 4)»-* 

+ (2a- 1)1.(2Z1-^Z1 ) (aß  +4)—*  (o/3) 

-f-  (2w—^l)4(2^2 — ßZl ) (aß  -f  4)*-3(«£)n  * , 

+ • • . . -f  (2n— I)*2«_2.  (2Zt—  ß2l)(aß)»-'*, 


. „ „ 4 [Vo^+4+^]*”-»-[Vr«/J+4-Vo/3]*»-«  , 

ß.Zl^  —&7ß * 

. = (2n-l)I/3.Z1(o/S+4)'-*  + (2n-l),.^(oftZ1.(<r^+4)»-1 
+ (2a — l)sß(aß)*Z,(aß+4)n-3 

* • » . 4 

Fuhrt  man  diese  Ausdrucke,  die  aus  der  Entwickelung il« 
links  stehenden  Binome  hervorgegangen  sind,  in  II.  ein,  so  er 
hält  man: 

t 

jwi-1.zt.+l=z1  i[VöpFl+V"öj5]*«  + [V^+S-^ö/Sj^i 

. o.(2Z* — /3Zt).  i f V"^+4+ f V"^+ 4-^]*"! 

+ - ' — v^tvo^h * — " ; 


'.Zy,  = (2Z, — ßZf) 


1 rv  Bfl+4— v»?r? 

V o/S-f?  • •• 

ß .Zf  i [ Vc^h-i-v^]2«-1  - [Vo/m— 

< T 

• 

Mit  Berücksichtigung,  dass  die  Grundreihe  und  die  abgeleite 
ten  Reihen  für  die  Nenner,  aus  denen  der  Zähler  erhalten  werden 
wenn  man  überall  für  Zx  und  55*.^  und  iV*  schreibt,  lassen  sic 
die  Ausdrücke  iür  die  Nenner  aufstellen,  wie  folgt: 
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p**+*iV,Ml  = Ä,  ( [ V o/»+4+ V o/3]*"+  [V 0^+4— V o|3]*"  i 

«^ff,HW).i[VW4+ V^l»  -f  y^R-Vig]*  i 

V a/3.V  <*/3+4 


«*.IV, 


♦ 

_(2iVt-/ay,)  | [V^f4+V^p-H  [V^g+i-V^g]*-1 

V"  «0  + 4 - 

..  p.iVlJ[Vr^4+V^]*»->-[V^+4-V'^]*”-M 

+ Saj  - 


I 


Setzt  man  io  III.  und  IV.  die  Wcrthe  Zt=:a,  Z2  — ctß  + 1, 
H=l,  IV2  = ß ein,  so  erhält  man  nach  einigen  Umformungen: 
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Setzt  man  hierin  <r =/3  = 1 , so  erhält  man  für  den  Ketten* 
brach,  dessen  Partialnenner  sänimtlich  =1  sind: 


..  Zm (3 V^S) (1-f  VB)»- 1 — (3 —VS) (1 — VS) 

Am  ( 1 + V5)“  - (1  - Vs)» 


m—  1 


Die  Zähler  der  Näherungswerthe  dieses  Kettenbruches  bUden 
bekanntlich  die  Reihe: 


Zi=l.  Z2  = 2,  Zj=3,  Z4= 5,  Z6=8,  Z6  = 13  etc. 


Setzt  man  in  III.  a = ßz=l  und  Z«  = 1,  Z2 — 2 , so  erhält 
man  folgenden  für  gerade  und  ungeraae  m geltenden  Ausdruck 
als  allgemeines  Glied  dieser  Reihe:  . 

- '*;v 


vm.  zm= 


(3  + Vß)  {1+ VS)"-'1—  (3-i-V^Hl -V5)— * 


<#••*  • J m 


/ 


* . » 


• t 


* I 1 


«■  ■ 


• * .« 


fl  i 


*.• 


»i  « f i 


* ••  • 


i 


I : 


V 

• % 


Digitized  by  Google 


166 


' i • 


- Heber  : den  Distanzmesser  von 

Martins. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Das  in  der  Ueberschrift  genannte  einfache  Instrument  kenne 
ich  nur  aus  einer  kurzen  Beschreibung  in  dem  „Lehrgang  der 
mechanischen  Naturlehre  für  höhere  Unterrichts* 
anstaiten  von  G.  Karsten.  Zweite  Abtheilung.  Kiel. 
1851.  S.  261.“  Dieselbe  lautet  folgendennassen: 

„Der  Distanzmesser  (von  Martins)  (Taf.  V.  Fig.  2.)  besteht 
aus  einem  Fernrohre,  in  welchem  sich  ein  unter  45°  geneigter 
Spiegel  iS  befindet,  der  in  der  Mitte  durchbohrt  ist,  um  durch  das 
Fernrohr  von  A aus  nach  dem  Gegenstände  G sehen  zu  können, 
ln  dem  vertikalen  und  hohlen  Stander  des  Fernrohrs  befindet 
sich  ein  zweiter  Spiegel  Slt  welcher  um  eine  horizontale  Aie 
drehbar  ist.  Alsdann  kann  man  durch  Drehung  dem  Spiegel 
eine  solche  Stellung  geben,  dass  das  Auge  gleichzeitig  G direct 
durch  das  Fernrohr  und  durch  Spiegelung  von  «84  und  S wahr* 
nimmt.  Aus  der  Grösse  der  Drehung  von  Sj , welche  an  einem 
Limbus  ahzulesen  ist,  und  der  bekannten  Entfernung  der  beiden 
Spiegel  von  einander  lässt  sich,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Ent- 
fernung AG  berechnen.“ 

Dass  dieses  Instrument  eine  grosse  Genauigkeit  wohl  nicht 
gewähren  kann,  ist  leicht  zu  übersehen,  indess  scheint  mir  die 
Idee  einfach  und  sinnreich,  und  das  Instrument,  das  wohl  auch 
noch  einer  Verbesserung  fähig  ist,  daher  wohl  werth  zu  sein* 


i 
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dass  ich  hier  eine*  kurze  Theorie  desselben  entwickele,  wodurch 
es  zugleich  etwas  weiter  bekannt  werden  wird»  als  dies  bis  letzt 
der  hall  zu  seiu  scheint«  . . i. 


. . 3 * I • » * 

In  Taf»  V.  Fig.  3.,  die  ohne  besondere  Erläuterung  für  sich 
verständlich  seiu  wird,  sei  E die  Entfernung  des  Gegenstandes 
G von  dem  Spiegel  $,  und  x sei  die  Entfernung  der  beiden  Spie* 
gel  S und  St  von  einander*  welche  bet  diesem  Instrumente  eine 
constante  Grösse  ist.  Ferner  sei  <p  der  gleichfalls  coustante  Nei- 
gungswinkel des  Spiegels  S gegen  die  Visirlinie  AG,  welchen  wir 
aber  nicht  wie  in  der  obigen  Beschreibung  von  der  bestimmten 
Grösse  45°,  sondern  überhaupt  nur  als  constant  annehmen  wollen. 
Endlich  sei  tp  der  constante  Winkel,  unter  welchem  die  Linie  SS, 
gegen  die  von  S,  nach  dem  Nullpunkte  O des  mit  dem  drehba- 
ren Spiegel  verbundenen  eingetneilten  Kreises  gezogene  Linie 
S,Ö  geneigt  ist.  Der  Neigungsw  inkel  des  Spiegels  S/  gegen  die 
Linie  S,G,  w elcher  auf  dem  eingetheilten  Kreise  gemessen  wird, 
und  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden  soll,  jenach- 
dem  der  Spiegel  Sj  bei  der  Messung  zwischen  S|S  urid  StO 
sich  befindet  oder  nicht, * sei  ft.  Dies  vorausgesetzt,  haben  wir 
nach  bekannten  geometrischen  und  katoptrischen  Sätzen  die 
Proportion : 


E : jr=sin  { 180°  — 2{i p — ft)  j : sin  (2ty — ft)  — 2<p  j , 
d.  i.  die  Proportion« 


E:x= sin2(tf>  — ft) : sin2  { (tp  — ft)  — cp } , 
oder,  wenn  wir 

1 * • • i 

1 p—cp—  CO 

setzen,  die  Proportion: 

K : x sa  6in2(Tp  ^ ft) : «in2(t» —ft)  ,* 


also 


i ♦ 


...  - 4)  Pi*, . . 

7 sin 42(w  — ft)  * 


mittelst  welcher  Formel  man  die  Entfernung  E aus  dem  an  dem 
Instrumente  gemessenen  Winker  ft  berechnen  kann , wenn  man  die 
jedem  einzelnen  Instrumente  eigenthümlichen  konstanten  x , t /;,  © 
Icennt;  und  diese  Constante  ti'ir  jedes  einzelne  Instrument  mit 
möglichster  Genauigkeit  ein  für  alle  Mal  zu  bestimmen , ist  daher 
eine  Hauptsache  für  dessen  sicheren  Gebrauch,  welcher  so  ge- 
nau als  möglich  zu  genügen,  man  sich  keine  Mühe  verdriessen 
lassen  darf.  * 


Zu  dem  Ende  stelle  man  das  Instrument  in  einem  beliebigen 
Standpunkte  auf,  wähle  drei  von  diesem  Standpunkte  in  verschie- 
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dener  Entfernung  befindliche  Gegenstände  G , G’, , G2  ans,  messe 
deren  Entfernungen  E,  Ex , von  dem  Spiegel  S so  genau  ab 
möglich,  am  besten  natürlich  mit  Maassstäuen , und  bestimme  an 
dem  Instrumente  die  diesen  drei  Gegenständen  entsprechenden 
Wertbe  des  vorher  durch  ft  bezeichneten  Winkels,  welche  wir 
durch  ft,  ftf,  fi*e  bezeichnen  wollen,  natürlich  in  der  W7eise,  wie 
überhaupt  der  Gebrauch  des  Instruments  fordert.  Dann  haben 
wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  drei  Proportionen:  ■ 


E :ar  = sin2(if> — ft):sin2(o) — ft), 

• * Ei  :x  — sin2ty »•—  fti):sin2(o) — ft,),  ’ 

E2 \x  = sin2(ip  — ft^)  :sin2(ö  — ; 

« • 

aus  denen  sich'  ' . , 

t I ♦ 1 s 

< s 

sin2(o — ft)  r stn2(to— ft,)  „ __  sin2(to — ft^) 
x siu2(t//  — ft)  sin*2(ip  — fij)  l*r*  sih2(tp — ft.2)  * 

4 » • I 

\ 

ergiebt.  Hieraus  folgt  zuvorderst 

JEsin2(ca  — ft)  sin2(ty — ft) 

£,siir2((a  — sin2(^—  #»,)’.  : . 

B 

also  * 

Esin2(o> — ft)  cos2fttang2^ — sin  2 ft 

A'1sin2(co — ft,)  cos2ft,  tang2i// — sin2ft,  * 


folglich : 


2) 


tang2if/  = 


JKsin2ft,  sin2(o)  — ft)  — iJ1sin2ftsin2  ( o> — ft,) 
£cos2ft1siu2(o)— ft)  — £icos2ftsiu2(c4  — • ft,)  * 


und  ganz  eben  so: 


3) 


/Jsin2ftg8in2(a> — ft)  — 2£2sin2ftsin2(ü>--fia) 

tang  ^ £cös2ft^sSn^(co — ft) — Z£2cos2ftsin2(aj — ft^) 


Setzt  man  diese  beiden  Werthe  von  tang2i/;  einander  gleich,  50 
erhält  man  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  die  Gleichung; 

» « 

m • , « 4 4 • 

4 4 I » * 

, 0=  I£sin2(f41T-f42)sio2(G>— *ft)  *- 

« *•  ' -§“£1sin2(fta*^ft)sln2(©~ ft,)  * V’"* 

' . u % , . : : a ’ » • « » • 

+ £asin2(ft— ft,  )sio2(o>  — ft^). 


aus  der  sich  ferner  die  Gleichung 


■;»*««* 
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4)  tang2o 

~ ft2>  -f  £isin2ft1sin2(fta--fi)  -f  E^sm^ii^An^ifi^f^) 

l£cos2ftsin2(fti  — f^i)+  A\co82^1sin2(/t2 — |a)  4-L"2cos2fi2sm-(f<' — f*i) 

ergebt,  mittelst  welcher  sich  oa  berechnen  lasst.  Den  Winkel  tp 
erhält  man  dann  ferner  mittelst  einer  der  beiden  Formeln  2)  oder 
3),  und  x endlich  mittelst  eines  der  folgenden  aus  dem  Obigen 
bekannten  Ausdrücke: 

. * 

-v  sin2((o  — ft)  sin2(o?  — fr)  r _sin2(o  — fr>) 

sin2(ip  — ft)  sin2(tp — fr)  1 sin2(tp — 2’ 

• 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  drei  Constanten  x,  tp,  co  be- 
stimmt, so  kann  man  jede  Entfernung  E mittelst  der  Formel  1) 
aus  dem  gemessenen  entsprechenden  Winkel  ft  berechnen. 

Üifferentiirt  man  die  Grosse 


sin2(if>  — n) 
sin2(o)  — ft) 

in  Bezug  auf  ft  als  veränderliche  Grösse,  so  erhält  man 

ßx  sin2(t^  — (o)z 

6)  BE—2x  gin2((0  _ ^t8ji , 

oder,  wenn  Bfi  in  Secunden  ausgedrückt  ist: 


7) 

, • 

Hiernach  lässt  sich  der  Fehler  BE  beurtheilen , welchen  ein 
Fehler  Bfi  in  dem  gemessenen  Winkel  ft  in  der  zu  bestimmenden 
Entfernung  E hervorbringt.  Weil  nach  dem  Obigen 

i p — co  — cp 


ist,  so  kann  man  die  vorstehende  Formel  auch  so  schreiben: 


8) 


BE  =2#sinl'/. 


sin2<p 

sin2  (tp  — cp  — ft)2 


Dass  der  Fehler  BE  sehr  gross  werden  kann,  erhellet  leicht,  weil, 
je  grösser  E wird,  d.  h.  je  genauer  die  Linien  SG  und  StG 
einander  parallel  werden,  desto  mehr  sich  offenbar  ip— qr> — ft  der 
Null  nähert,  indem,  wenn  SG  und  SlG  einander  genau  Iparallel  sind, 
augenscheinlich  auch  die  Spiegel  S und  St  einander  ^enau  pa- 
raffel  sind,  folglich  tp~  ft  = <p  ist  Jedenfalls  erfordert  ein  solches 
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Instrument  Vorrichtungen  zu  einer  sehr  genauen  Messung  des  im 
Obigen  durch  ft  bezeichneten  Winkels,  und  freilich  auch  haupt- 
sächlich, dass  die  durch  x bezeichnet®  Entfernung  der  beiden 
Spiegel  S und  St  von  einander  nicht  zu  klein  sei,  eine  Forde- 
rung, durch  welche,  wenn  ihr  genügt  werden  soll,  das  Instru- 
ment nothwendig  an  Bequemlichkeit  verlieren  muss. 

Es  soll  mir  lieb  sein  , wenn  das  Obige  geeignet  ist,  zur  wei- 
teren Prüfung  des  einfachen  Instruments  Veranlassung  zu  geben. 
Ein  ganz  genügender  Distanzmesser  scheint  nun  einmal  zu  den 
frommen  Wünschen  zu  gehören,  und  man  muss  deshalb  Alles, 
was  in  dieser  Beziehung  geboten  wird,  um  so  sorgfältiger 
prüfen,  # 

Uebrigens  wurde  ich  es  (ur  zweckmässig  halten,  das  Stativ 
des  Instruments  bei  B (Taf.  V.  Fig.  3.)  mit  einem  Charnier  oder 
Zirkelgewinde  zu  versehen,*  so  dass  es  sich  um  B drehen  lässt, 
und  dadurch  dem  Fernrohre  des  Instruments  jede  beliebige  Rich- 
tung gegeben  werden  kann,  wodurch  in  der  Theorie  und  dem 
Gebrauche  des  Instruments  nicht  das  Geringste  geändert  wird, 
weil  dasselbe  nur  der  Bedingung  genügen  muss,  dass  die  oben 
durch  x , qp,  ip,  co  = ip—  (p  bezeichneten  Grössen  constant  bleiben. 
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Mathematische  Erklärung  einiger  Er- 
scheinungen hei  sphärischen  Einsen, 
ohne  Rücksicht  auf  Kugel-  und  Far- 
h • ben  - Abweichung. 


Von  dem 

Herrn  Rector  Dr.  Weiss 

zu  Ansbach. 


Wenn  man  beim  Unterricht  in  der  Physik  und  Mathematik 
von  der  Annahme  ausgeht,  dass,  abgesehen  von  der  wissenschaft- 
lichen Seite,  erstere  in  der  Schule  gründlicher  und  verständlicher, 
letztere  praktischer  und  anziehender  gemacht  wird,  dadurch  dass 
man  beide  Wissenschaften , wo  immer  möglich , mit  einander  ver- 
knüpft, wozu  namentlich  in  dem  dritten  Cursus  unserer  Anstalten 
manchmal  Gelegenheit  geboten  wird;  so  ergreift  man  diese  sicher- 
lich gern,  wenn  sie  eine  für  den  Schüler  leichtfassliche  Durch- 
führung zulässt,  auch  dann  noch,  wenn,  wie  beim  nachstehenden 
Aufsatz,  gerade  keine  ausserordentlich  praktische  Wichtigkeit 
beansprucht  werden  kann,  indem  hier  Hauptsache  ist,  dass  die 
mathematisch  leicht  zu  erhaltenden  Resultate  auch  leichtphy- 
sikaiisch  durch  den  Versuch  als  richtig  bestätigt  werden  kön- 
nen. Hiezu  gibt  nun  gegenwärtige  Abhandlung,  deren  nöthiger 
Apparat  in  einigen  Linsen  besteht,  passende  Gelegenheit. 

i 

In  jedem  guten  physikalischen  Lehrbuch  findet  sich  nämlich 
eine  mehr  oder  minder  weitläufige  Betrachtung  der  Linsen -Wir- 
kungen, immer  iedoch  ohne  im  Allgemeinen  auf  den  Ort  des 
Auges,  welches  das  Bild  beobachtet,  gehörige  Rücksicht  zu  neh- 
men, wodurch  dann  viele  Erscheinungen,  welche  dem  Schüler, 
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der  durch  eine  ihm  in  die  Hand  gekommene  Linse  durchschaut, 
unerklärlich  sind,  indem  in  der  Schule  immer  nur  einige,  nämlich 
die  für  die  Praxis  wichtigen  Falle  durchgenommen  worden  sind, 
ln  Folgendem  wollen  wir  nun  das  Fehlende  zu  ergänzen  suchen, 
und  es  dürfte  der  Aufsatz  dann  als  Pendant  zu  jedem  physikali- 
schen Lehrbuch  namentlich  in  der  oben  angedeuteten  Beziehung 
meinen  hochverehrlichen  Herren  Collcgen  nicht  unwillkommen 
erscheinen. 


Die  Aufgabe,  die  wir  uns  zur  Lösung  gestellt  haben,  ist 
folgende: 

„ln  der  Entfernung  a steht  ein  Gegenstand  vor  einer 
„Linse,  die  die  Brennweite  f hat,  hinter  derselben  in 
„der  Entfernung  d befindet  sich  das  Auge  des  Beobach- 
ters; in  welcher  Grösse,  Entfernung  und  Stellung' sieht 
„dieser  das  Bild,  wenn  angenommen  wird,  dass  die  Mit- 
ten von  Gegenstand,  Linse  und  Auge  immer  in  $iner 
„Geraden  liegen?“ 


’ J.I.  * 

Bekanntlich  bew irkt  die  Linse  ein  Bild , welches  um  b von  ihr 
entfernt,  ymal  grösser  und  aufrecht,  oder  verkehrt  ist,  wobei 

f_ 

a+f’  1-a+f’ 

das  positive  Zeichen  von  r/  ein  aufrechtes,  das  negative  ein  ver- 
kehrtes Bild,  so  wie  noen  ein  positives  f die  Brennweite  einer 
concaven  und  ein  negatives  /*die  einer  convexen  Linse  bedeutet*). 
Ferner  ist  die  scheinbare  Grösse  eines  Gegenstandes,  das  ist  die 
vom  Auge  beurtheilte,  der  wahren  Grösse  desselben  direkt  und 
seiner  Entfernung  vom  Auge  umgekehrt  proportional. 

i 

Der  Gegenstand  ist  vom  Auge  um  a-{-  d entfernt , ist  nun 
seine  wahre  Grösse  = rj,  so  ist  demnach  seine  scheinbare  Grosse 

0-  . 


*)  Man  findet  alles  dieses,  was  wir  als  bekannt  voraus  setzen,  in 
jedem  guten  Lehrbuch  erklärt  und  nachgewiesen;  hätte  es  liier  der  Bannt 
gestattet,  so  wäre  vom  Verfasser  eine  kurze,  äusserst  leichtfassliche 
und  dabei  zugleich  auch  für  sphärische  Spiegel  geltende  Entwickelung 
angefügt  worden,  welche  nnnv  aber  bei  anderer  Cielegenheit  gegeben 
werden  soll.  . ♦ 
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Das  Bild  ist  vom  Auge  um  b+d  entfernt,  seine  wall  re  Grosse 

= , folglich  seine  scheinbare  Grosse  = ^ * 

wenn  wir  letztere  durch  die  scheinbare  Grösse  des  Gegenstandes 
dtvidiren,  so  erhalten  wir  offenbar  die  Zahl,  welche  die  vom  Auge 
beartheilte  durch  die  Linse  bewirkte  Vergrüsserung  vorstellt;  be- 
zeichnen wir  diese  mit  m , so  ist  sie  demnach: 


m = 


__  f(<*+d) 


(b  -f  d)  ( a +f)  a(d  +/*)  -f  df 

f _ 1 

/.  ad  i a(l 

o + d ' (a -f d)f 


%■  2. 


Aus  diesem  Ausdruck  für  m können  sogleich  folgende  zwei 
allgemein  gültige  Schlüsse  gemacht  werden: 

1)  Da  der  liir  m erhaltene  Ausdruck  bezüglich  a und  d sym- 
metrisch ist,  so  können,  wenn  die  Linse  an  ihrem  Orte 
bleibt,  Gegenstand  und  Auge  ihre  Orte  tauschen,  ohne 
dass  an  der  Vergrösserung  selbst  etwas  geändert  wird. 

2)  Weil  für  a oder  <£= 0 die  Vergrösserungszabl  =1  wird, 
so  erscheint  einem  jeden  Beobachter  ein  hart  hinter  einer 
Linse  stehender  Gegenstand  ebenso  gross,  als  wenn 
diese  nicht  da  wäre;  dasselbe  ist's,  wenn  man  mit  einer 
hart  ans  Auge  gehaltenen  Linse  einen  Gegenstand  be* 
trachtet. 


, ..  §.  3. 

9 

Die  Entfernung  des  Bildes  vom  Auge  ist 


— £ — b ■{*  d — d •j~  “j 


1 


Bekanntlich  darf  nun  ein  Gegenstand,  wenn  er  deutlich  gese- 
hen werden  soll , dem  Auge  nicht  näher  stehen,  als  eine  bestimmte 
'Veite  (8 — 10  Zoll),  welche  man  die  kürzeste  deutliche  Sehweite 
nennt  und  mit  s bezeichnet;  als  Bedingung  für  die  Deutlichkeit 
<ies  Bildes  gilt  somit 

* ■ 
f 

• I 
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/ 


d -f 


ii , i >s' 

« +7 


und  es  kann  nunf  da  diese  Bedingung  im  Allgemeinen  nicht  immer 
erfüllt  ist,  das  entstehende  Bild  bald  deutlich,  bald  undeutlich 
sein.  Eine  weitere  Quelle  für  eine  zu  befürchtende  Undeutlich- 
keit liegt  darin,  dass  0 negativ  und  grosser  als  d sein  kann,  wo- 
durch dann  auch  e negativ  wird,  was  so  zu  verstehen  ist,  dass 
die  das  Auge  treffenden  Strahlen  erst  hinter  demselben  eio  Bild 
bewirken,  wodurch  dann  offenbar  auch  nur  eine  höchst  unvollkom- 
mene Empfindung  in  unserni  Sehorgan,  d.  h.  ein  undeutliches 
Sehen  bewirkt  wird.  Aus  dem  Ausdrucke  für  e ist  ferner  ersicht- 
lich, dass  in  Beziehung  auf  die  Deutlichkeit  ein  Stellentausch  von 
• Gegenstand  und  Auge  nicht  ohne  Aenderung  der  letztem  ge- 
stattet ist.  • 


Nähere  Betrachtung  der  Concav-  oder  Zerstreuungs- 

Linsen. 


§•  4- 


Es  war 


m — 


1 + 


ad 


(«  + d)f 


hier  sind  a und  d der  Natur  der  Sache  nach,  f aber  der  An- 
nahme nach  positiv,  folglich  ist  m nur  positiv,  und  weil  der  Nen- 
ner von  m grösser  als  1 ist,  immer  nur  ein  Bruch;  man  sieht 
demnach  ' durch  eine  Concav  - Linse  den  Gegenstand  nur  aufrecht 
und  verkleinert,  mit  Ausnahme  des  in  §.2.  1)  angeführten  Falles. 
Unter  sonst  gleichen  Umständen  (hei  demselben  a und  d)  nimmt 
m ab,  wenn  /'abnimmt,  die  Verkleinerung  ist  also  dann  umso 
stärker,  je  kleiner  die  Elrenoweite  der  Zerstreuungs  - Linse  ist. 
Die  Entfernung  des  Bildes  ist 


<l+  rT- 
« + /■  , . 

also  üm  so  kleiner,  je  kleiner  die  Brennweite  ist;  ist  nun  d nicht 
schon  grösser  als  s,  so  kann  besonders,  wenn  a aucn  reciit  klein 
ist,  dasselbe  Bild  undeutlich  sein,  welches  unter  denselben  Um- 
ständen bei  einer  Zerstreuuugslinse  von  grösserer  Brennweite  noch 
deutlich  ist. 
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§.  5. 


Bleiben  a und  d nicht  dieselben,  ändert  sich  z.  B.  a , d.  h. 
bleiben  Auge  und  Linsg  an- ihrem  Orte,  wird  dagegen  der  Ge- 
genstand hinter  der  Linse  gerückt,  so  ändert  sich  m,  es  wird 

grösser  oder  kleiner,  wenn  der  Ausdruck  ^ +djf  a^n*I,nra*  °der 

znnimmt;  schreibt  man  diesen  Ausdruck  so  an: 

i d 


d'+  -a)f 


so  ist  alsbald  ersichtlich , dass  er  mit  wachsendem  a auch  wächst 
und  mit  abnehmendem  auch  aboimnit,  hiedurch  bewahrheiten  sich 
die  Folgerungen: 

1)  Für  a=.0,  wenn  Gegenstand  hart  an  Linse  steht,  ist 

m= 1,  also  keine  Verkleinerung; 

2)  Rückt  der  Gegenstand  immer  weiter  von  der  Linse,  so 

wird  das  Biid  immer  kleiner  und  hei  a = oc,  d.h.  wenn 
Gegenstand  überaus  weit  weg  ist,  ist  die  Verkleine- 

runS  =f+d- 

Weil  e die  Entfernung  des  Bildes 

1 


= d + 


l + l 


ist,  so  nimmt  £ mit  wachsendem  a zu  (für  «=0  ist  £=rf),  und 
füt  ttzroo  ist  £ = d -f  /*,  durch  eine  Concav-Linse  kann  desshalb, 
wenn  d nicht  schon  =s  ist,  ein  näher  stehender  Gegenstand  un- 
deutlich, ein  weiter  entfernter  aber  deutlich  gesenen  werden. 
Wenn  — f ist , kann  das  Bild  nicht  deutlich  erscheinen. 


§.  6. 


V 

Aendert  sich  d,  d.  h.  bleiben  Gegenstand  und  Linse  unver- 
rückt,  und  entfernt  sich' dagegen  das  Auge  des  Beobachters,  so 
ändert  sich  rn  in  derselben  Weise,  wie  vorhin,  da  der  Ausdruck 
von  m symmetrisch  in  Beziehung  auf  a und  d ist;  man  hat  somit 
dieselben  Folgerungen  wie  vorhin,  man  darf  nur  statt  Gegenstand 
»Auge**  setzen. 
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Die  Entfernung  e wächst,  wenn  d wächst,  ist  desshalb  nicht 
schon 

1 v 
i i 

«+f 

m 

K wodurch  ein  hart  an  der  Linse  befindliches  Auge  undeutlich  sieht, 
so  kann  dieses  doch  deutlich  sehen,  wenn  es  sich  mehr  von  der 
Linse  entfernt. 


§.  7. 

Endlich  kann  auch  noch  die  Linse  ihren  Ort  ändern,  während 
Gegenstand  und  Auge  unverriickt  bleiben,  es  ist  alsdann  a + tl 
ständig  und  =c  und  daraus  a = c — d;  setzt  man  dieses  in  den 
Werth  von  tn,  so  findet  man 


m = 


1 + 


d (c  — d)  * 
cf 


Da  d nur  ein  Bruchtheil  von  v sein  kann , so  ist 

cd-di=c'tC-— 

V.«  nlJ 

1 cd—d? 

wenn  cgesetzt,  folglich  nimmt  cd — cf2, also  auch — = w zu* 

, wenn  d zunimmt;  wenn  jedoch  w zuninimt,  so  nimmt  m ab,  es 
wird  also  das  Bild  immer  kleiner,  jeiuehr  sich  dieLinse  vom  Auge 
entfernt.  Da  aber  aus  der  Gleichung 


d(c  — d) 


cf 


- —W 


für  d der  Werth 


c V c2 — Acfw 


folgt,  dieser  Werth  aber,  der  Natur  der  Sache  nach , nicht  imagi- 
när ausfallen  darf,  so  ist  das  Wachsen  von  w an  eine  Gränze  ge- 

c 

bunden,  es  muss  nämlich  4c/te<c2  d.  h.  io  < bleiben.  Wenn 

c * c 

nun  der  höchste  Werth  von  = ist,  der  bei  = ^ e,n' 
tritt,  so  ist  der  kleinste  Werth  von  4 * 
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Es  nimmt  also  die  Verkleinerung  nur  zu,  bis  die  Linse  in  der 
Mitte  von  Auge  und  Gegenstand  steht,  hier  hat  sie  dann  ihre 
grösste  Stärke  erlangt,  und  von  da  an  wird  das  Bild  wieder 
grosser. 

ttf 

Die  Deutlichkeit  ist  nach  der  Formel  s = d -f  -7-7.  zu  be- 

a t, t . 

messen,  allgemein  kann  aus  dieser  jedoch  nichts  Erhebliches  ge- 
folgert werden. 


Nähere  Betrachtung  der  Convex-  oder  Sammet- 

Linsen. 


§•  8. 


Da  hier  f negativ  ist,  so  ist 


m = 


1— 


ad 


{a+d)f 


ad 


soll  hier  m positiv  sein,  so  muss  < 1 ausfallen,  gleich- 

zeitig ist  dann  aber  der  Nenner  von  m ein  ächter  Bruch , somit 
wimmer  grosser  als  1,  woraus  also  der  Schluss:  durch  eine  Sam- 
n>el* Linse  kann  man  die  Gegenstände  aufrecht,  dann  aber  immer 

rergrüssert  sehen.  Da  aber  auch  >1  sein  kann,  so 

{a  + d)f  ; 

kann  m auch  negativ  und  zwar  dem  numerischen  Werth e nach 
Weiner  oder  grösser  als  1 sein:  durch  Sammel-Linsen  können  so- 
mit auch  umgekehrte  und  dann  vergrösserte  oder  verkleinerte  Bil- 
der bewirkt  werden. 

Hierüber  lässt  sich  im  Allgemeinen  sagen , dass , wenn  a oder 
d oder  beide  zugleich  kleiner  als  / sind,  so  ist  denn 

Jst  z.  B.  a</,  so  ist',  weil  und  «</*  ist,  offenbar  auch 

das  Produkt  - ^ 1.  Sind  a oder  d oder  beide  zugleich 

ad 

=/»  so  ist  ebenfalls  ^ 1*  In  allen  genannten  Fällen  ist 

demnach  das  Bild  aufrecht  und  vergrössert.  ln  dem  einzig  nun 
noch  möglichen  Falle,  wo  a und  d jedes  grösser  als  f ist,  kann 

nd  > 

l«^-1  t 
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Was  die  Bildentfernung  anlangt,  so  ist  — ^y.,  ist  nun 

a</\  so  erhält  man  für  c einen  positiven  Werth  ><i;  ist  a>/i 

dabei  aber  d > > 80  erhält  man  ebenfalls  einen  positiven 

Werth , der  aber  < d ; in  diesen  beiden  Fällen  wird  man  e mit  * 
vergleichen  und,  wenn  ersteres  grösser  als  letzteres  ist,  ein  deut- 
liches Bild  wahrnehmen.  Es  kann  endlich  aber  auch  noch  bei 

Qf  1 

a>/\  d < ~~f  8e,n»  dann  lallt  der  Werth  für  e negativ  aus, 

das  heisst  Strahlen  treten  so  aus  der  Linse,  dass  sie  erst  hinter 
dem  Auge  ein  Bild  erzeugen],  sie  treffen  somit  convergirend  das 
Auge;  da  aber  solche  Strahlen  nur  ein  undeutliches,  ja  zumeist 
gar  kein  Sehen  verursachen,  so  entsteht  im  letzteren  Falle  also 
nie  ein  deutliches  Bild. 


§.  9. 


Wir  nehmen  nun  an,  d bleibe  dasselbe,  es  ändere  sich  also 
die  gegenseitige  Entfernung  des  Auges  zur  Linse  nicht,  es  rücke 
aber  der  Gegenstand  allmählich  von  der  Linse  weg,  indem  a nach 
und  nach  von  0 anfangend  alle  Werthe  bis  zu  oo  durchmacht. 

Entweder  ist  1)  d~^ft  dann  ist  ^ e*D  allmählich  mit 

a wachsender  Bruch , folglich  m eine  immer  mehr  wachsende  po- 
sitive über  1 grosse  Zahl.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  der  Ge- 
genstand, wenn  er  hart  an  der  Linse  steht,  zuerst  in  seiner  na- 
türlichen Grösse,  nach  und  nach  aber  immer  grösser  und  aufrecht 
erscheint,  je  mehr  er  sich  entfernt,  zuletzt  wenn  a unendlich 

f 

gross  ist,  hat  m den  Werth  J — d 9 (wie  le,cht  einzusehen,  wenu 

man  a = oo  substituirt),  es  ist  somit  in  diesem  Falle  die  stärkste 
scheinbare  YTergrösserung  der  Zahl  gleich,  welche  anzeigt,  wie 
vielmal  grösser  ein  Bild  wäre , das  durch  die  Linse  von  einem  am 
Ort  des  Auges  stehenden  Gegenstand  entsteht.  (Es  ist  nämlich 

die  Vergrö8serungszahl  des  Bildes  bekanntlich  =7-^ — , wenn  x 

die  Entfernung  des  Gegenstandes  bedeutet.) 


Oder  2)  es  ist  d > f.  Hier  wächst 


ad 


auch  mit  dem 


Zunehmen  von  a,  bleibt  aber,  indem  es  rascher  wächst,  kein 

I f 

Bruch,  nimmt  schon  bei  d.  h.  dann,  wenn  der  Gegen- 

stand dahin  kommt,  wo  vom  Auge  ein  Bild  durch  die  Linse  ent- 
steht, den  Werth  1 an,  in  ist  somit  eine  positiv  wachsende  Zahl, 
grösser  als  1 und  bei  dem  letztgenannten  Stand  cr-Ge.  Von  da 
an  wird  m negativ,  zuerst  sehr  gross,  nach  und  nach  immer  klei* 


% 
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2 df  . . / 

«er,  bei  a—  ~ — 1 und  zuletzt  bei  d=  oc  wieder  jr_~^  • 

In  diesem  Fall  entsteht  also  zuerst  ein  vergrössertes  aufrechtes 
Bild,  das  schnell  mit  der  Entfernung  von  der  Linse  wächst,  an 
einetp  gewissen  Punkt,  wenn  nämlich  der  Gegenstand  au  den  prt 
gelangt  Ist,  wo  vor  dem  Auge  ein  Bild  entsteht,  ist  die  Vergrös- 
serung  unendlich,  das  Bild  somit  nicht  wahrnehmbar;  bei  fort- 
gesetztem Wegrücken  des  Gegenstandes  von  der  Linse  entsteht 
ein  umgekehrtes  vergrössertes  Bild,  das  allmählich  an  Grosse  ab- 
niiumt  und  dadurch  hei  einer  gewissen  Entfernung  in  seiner  natür- 
liehen  Grosse  und  endlich  gar  als  verkleinertes  erscheint,  wobei 
sdetzt  die  Zahl  der  scheinbaren  Vergrüsserung  dieselbe  ist,  wie 
die  der  wirklichen  desjenigen  Bildes,  das  von  einem  am  Ort  des 
Aoges  stehenden  Gegenstand  durch  die  Linse  bewirkt  wird. 


Für  die  Deutlichkeit,  welche  aus  der  Entfernung  des  ent- 
stehenden Bildes  vom  Auge  beurthcilt  wird,  hat  man: 

■ % 

nf  ' 

1)  wenn  a</*,  so  ist  + » sobald  diess  grösser  als 

i ist , ist  das  Bild  deutlich ; 


2)  wenn  <*>/’,  so  muss  d — 


nf 


a 


f 


> s sein,  wenn  das 


Bild  deutlich  sein  soll,  ist  aber  gar  d < 80  *lßf 

das  Bild,  weil  e negativ  ist,  wie  schon  früher  bemerkt 
worden  ist,  entweder  gar  nicht,  oder  höchstens  nur 
sehr  undeutlich  zu  sehen. 


§.  10. 


Bleibt  n dasselbe  und  ändert  sich  nur  d , behalten  somit  Ge- 
genstand und  Linse  ihre  gegenseitige  Entfernung,  rückt  dagegen 
hi  Auge  allmählich  von  letzterer  weg,  so  hat  man  ganz  auf  die- 
*dbe  Weise  die  Erklärung  der  nämlichen  Erscheinungen , w ie  im 
vorigen  Paragraphen,  nur  muss  man  d mit  a vertauschen. 


Bleibt  endlich  die  Entfernung  des  Auges  vom  Gegenstand  die- 
selbe, rückt  dagegen  zwischen  ihnen  die  Linse  von  ihrem  Ort, 
ist  desshalb  a + c/  = c beständig,  so  ist,  weil  a — c — d ist, 


ad  d(c—d)  __ 

(a  + d)f~~  *f  ~~u' 


Digilized  by  Google 


180 


Nun  ist  nieder  wie  in  §.7.  ic  zunehmend,  wenn  d wächst.  Da 

1 

nun*  7n  = i ist,  so  nimmt  also  m mit  dem  Wachsen  von  d 

zu  und  ist,  so  lange  io  nicht  grösser  als  1 ist,  eine  positive  Zahl, 
grösser  als  1.  Da  aber  auch  hier  wie  in  §.  7.  w im  Wachsen  an 

g 

die  Gränze  gebunden  ist,  so  hat  man  vor  Allem  zu  fragen, 

, . * 

ob  dieser  Grenzwerth  ^ 1 ist;  ist  dieses  der  Fall,  so  kann  m nur 

c * • 

positiv  sein.  Ist  jedoch  1 (oder  c^>4f)  so  kann  w auch  grös- 

ser als  1 sein,  dann  aber  kann  m selbst  auch  negativ  und  dabei 
grösser  oder  kleiner  als  1 sein. 

i 

c c 

Ist  nun  c<4/’,  so  ist  ic  höchstens  bei  d=c)  , dem- 

nach  entsteht,  wenn  man  die  Linse  vom  Auge  rückt,  ein  immer 
wachsendes  und  vergrössertes  aufrechtes  Bild,  welches  am  gröss- 
ten ist,  wenn  die  Linse  zwischen  Auge  und  Gegenstand  in  der 
Mitte  steht,'  dann  aber  wieder  in  seiner  Grösse  abnimmt  und  zur 
natürlichen  gelangt,  wenn  die  Linse  am  Gegenstand  steht. 

Ist  c>4/\  so  entsteht  ebenfalls  zuerst  ein  aufrechtes  vergrös- 
sertes Bild,  das  bei 


“-I-Vt-* 


unendlich  gross  ist,  (wo  nämlich  w—  1 wird),  dann  abninimt,  bis 
die  Liuse  in  der  Mitte  steht,  in  welchem  Fall  die  Zahl  der  schein- 

4/ 

baren  Vergrösserung  = ^ ist.  Rückt  die  Linse  noch  weiter, 
so  wird  das  Bild  wieder  grösser  und  unendlich  gross  bei 


d=f + Vt  — */. 


worauf  es  dann  wieder  aufrecht  vergrössert,  aber  abnehmend  und 
zuletzt  bei  d=c  endlich  wieder  ebenso  grosserscheint,  als  wenn 
der  Gegenstand  ohne  Linse  betrachtet  wird. 

Die  Deutlichkeit  wird,  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen beurtheilt. 


* 
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Entwickelungen  elliptischer  Integrale 
in  Reihen  uiul  der  darauf  gegründe- 
ten Vergleichungen  derselben. 

Mit  Bezugnah  nie  auf  meinen  früheren  im  3.  Hefte  des 
1.  Theils  dieses  Archivs  au  fgenomine  neu  Aufsatz. 

Von 

Herrn  Nicolaus  Wilhelm  Schulze 

zu  Oh  er  weis  barli  bei  lluilolstadt. 


A,f*r 


' . 


Ich  werde  zunächst  solche  Fälle  anführen,  die  unter  der  all 
gemeinen  Form 


/J*  d 


dep 


V 1 — <;2sinqo2 

*v  V 

Riffen  sind  , nämlich 

r dx /*  dx 

VV  ä+ßjA—yx*  ~J  \rX 
Man  reducire  nach  der  bekannten  Verwandlung  von 


dx  . 

—7=  in  -7= 

V A VT 


d(p 


c*sinqp‘ 


Tn 
V 


‘hs  erste  Glied  auf  die  Einheit  und  zerlege 

1 + — —x4  ^ 

a a 


-4  “ 


-•fV; 


K L-  «U  ' 

‘,7k. 


' >.*v 


'.<*«  V . kiClk^V  JL\Z$.  tv' 

-js. v* ■* ■■  v 
< -sä 

j-  *',$■<  > . ( ‘ ' 

. T ; »HK,  . 

d».  . ■ • 

*/>* 


■ 
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in  reelle  Factoren  von  der  Form 

(1  — ro4.r4)  (1  + n2x2) , 


so  kommt 


m 


-V4**-  - .=VV' 


wo 


ß'1-  -f-  Aay  und  w*>7i 

ist.  Alsdann  setze  man 


mx  — x , — =A',  r=cos<p  und  -7====  = c ; 

m v VHTf  44 


so  folgt  , 


1) 


rdx  j i_  r 1 

J vx~~  V«  J V(l-/ 


ffcr 


— L.  /!_ 

mVa  J y (1- 


dz 


(l-to4:r2)(l-f  A4)  M‘V«  J V (t~2^(l+^:a) 

L_  r dg,  _ VT^4  P dcp 

mV«  J V I -f  Ä*4cos<p2  mV«  ' V 1 — c2sin<p2 


Nun  ist  nach  dem  früheren  Verfahren 


2) 


dcp 


= [0  +p)~  (p+c4sin<jp4)]-J . dcp 


=iw 


V 1 — cVinqp2 

Ainqp2)  3(/i  -f  cVinqp2)2 

r at> 


fl+/>T2f(Hp)J  8Va+/>)6 

% 

» , 5(/>-f  Ainqp2)3  'I 

+ leVTO**  + J • 

Integrirt  man  diese  Reihe,  indem  man  p constant  nimmt  und  be- 
denkt, dass 


cp  = arc(cos  = z=zmx=x 


v 


4+fj 

2a 


) 


ist,  so  folgt  bekanntlich,  da  das  Integral  für  a = 0 verschwindet.' 
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jl 

16 


7t 


II.  8.  f. 


\ 


Also  gestaltet  sich  vorhergehende  Reihe  (2),  da  o™  ein  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  integrirten  Glieder  wird,  indem  man 
das  negative  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  in  (1)  beachtet, 
in  folgende:  ' 


% 


Ml+p 


\ 


b 


(pd-  ^c2)  3(p2+2/>c2.  | 1 yf4) 


2(l+p) 


+ 


8(1 +p)1 


S(p*+3p*c* . | +3/«.-4.  § + ^ c“)  -j 

+ 16(1+7)»  + J 


• Setzt  man  wie  früher  das  zweite  Glied  =0,  wodurch  /;  = — 

c 

wird,  und  substituirt  diesen  Werth  von  p überall  statt  p,  so,  fal- 
len alle  ungeraden  Glieder  weg,  und  man  erhält  nach  gehöriger 
Ausführung  und  Anordnung  der  Glieder: 


3) 


/i*  < 

- o 


dcp 


c2sinqpa 


7tV% 


rT,  3/  c*  V , 3.5.7/  c*  Y 

+ 42  V2  - cV  + 42.82V,  2— c*J 


2V2—  c‘ 

, 3.5.7.9.11/-  . c2  . 3.5.7.9.11. 13.15/-  c2  V . 1 

+ 4*551 22  v.2  — c2  J + 4?.82.122.102  V.2  — cV  + J ' 


Diese  Reihe  convergirt  desto  schneller,  je  kleiner  c ist,  sie  hört 
aber  auf  zu  convergiren,  wenn  ~2  =1  und  grösser  wird. 

i 

. , VT^c2 

Berücksichtigt  man  ferner  den  Factor  in  (1)  und  setzt 

statt  c und  m obige  Werthe,  so  kommt  nach  gehöriger  Reduction : 
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i) 


f 


\TEL 

r am 


dx 


V a- — ßx2 — ya r4 

• * l u 3 c i 357 r a-(»  y , 

' V3Ä+TL,+4*Ua+/5^  +4*8*V3A+M  + 

Setzt  man  A=2a-f-J?,  80  wird  y=a-|-{t,  also 


5) 


y-M 

t/  V ß — ßxl—{a  -f  ß).r4 


7E 


:*f1+  B 


3 / a 


*2/3^  +•••*]• 


V" 2(3a  + 2/3)  *l  ~ ' 4‘2V  3ß  + ’2ßj 
Ferner  folgt,  wenn  man  hierin  a—ß  statt  a setzt: 


0) 


/ 


dx 

V (ß—  ß)r— ßX* Üx* 

3 r a—  ß 


- V2(3«-'/})"[1  + * Go-fr/  +-  -]- 


V"2(3« — ß) 

Setzt  man  in  (4)  \ = 2a—ß,  indem  y=ß — ß wird,  so  kommt. 


7) 


Pl  dx 

J V ß — ßx2—(a— 


ßx2—(a—ß)x4 
3 ru— ß 


_ VTi^ßj  [1+42  + ••  ••  ] • 

Schreibt  man  endlich  ß-f/3  statt  ß,  so  kommt 


8) 


/1 dx_ 

Vcc-j-ß  — ßx2  — ax* 

3 


V ‘Wf2?)‘[1  + Go +2(0  + ] • 
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Anmerkung  1.  Die  Werthe  von  k,  m,  n und  A sind  in 
II.,  III.  und  VI.  bekanntlich  dieselben  wie  hier. 

Anmerkung  2.  Es  ist  nicht  gerade  nothwendig,  das  be- 
treffende  Differenzial  auf  die  allgemeine  Form 

• • • i i i T - • 

1 

dtp 


V 1—  c2sina>'2 


sin  qr 
. • 

zu  bringen;  sondern  es  genügt,  wenn  man  z.  B.  hier 
2 = sing>  setzt,  wodurch  man  erhält: 

i 

/dx  1 - p dq>  ; f 

VX~  mVaJ  V ' . 

Verwandelt  man  nun  auf  obige  Weise 

[ (1  -f  p)  — (p — AVinqp*)  JH.  drp 

\ 

io  eine  Reihe  und  führt  nach  den  dortigen  Bedingungen  die  Inte- 
gration aus,  so  erhält  man  dieselbe  Reihe  wie  letztere. 


II. 


p dx , p dx 

J V « — ßx2—yx*  t / ^ • 


Mao  verfahre  anfänglich  wie  in  I.‘;  dann  setze  man 


cos©  . 
2=  — und 

k 


= c; 


also  ist 


fds ]_  p 

J VX  ~~VaJ  \ 


dx 

\f  (l+maa:a)(l — fi2x2) 


k p 

iä— n2x2)  ~ mV«J\ 


dz 


c_  P 

mVaJ  yf  \ — c2sinqp2 


V (i+2a)(i-AV) 


uii  i’,  »1< 


Ha  wir  hier  für 


-/ 


,7t 


dcp 


V 1 — c2fcingp2 


dieselbe  Reihe  wie  (3)  erhalten,  so  haben  wir  nur,  mit  Berück 


sicbtigung  des  Factors  — , die  Werthe  von  c und  m dort  ein 

m\  a 

zasetzen;  und  da  wegen 

Theil  XIX.  13 
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13 


186 


<p  as  arc(cos =kz=nx  ) 

V2a 
”^_a  sind,  so  folgt 


9) 


/ 


V- 


2a 

&~ß 


dx 


V~  cf  -f  ßx2—yx* 


- * n i 3r  a+pv , 3.57  f k+ß-y  -i 

- V3ä"-^L,+  4*Ua-^J  + + J 


Für  =2a  — ß wird  y=tt—ß,  also 


10) 


/ 


ys 


dx 


yf  a + ßx2 — (a—ß)x4 

\ v 

= V‘2/3«--2di [1  + p Gi=2ä)  +"••! 


Setzt  man  hierin  «-F/3  statt  a,  so  kommt 


11)  ' 


/ 


V 


a+ß 

a 


dx 


n 


V 2(3a  -f  ß) 


V a-f-ß+ßx2— ax* 

n . JLf  «i/LV  . 1 

1 + 4*V.3«+|}_/  +--J 


Setzt  man  in  (9)  A==2a  + |S,  so  wird  yxza- f/S,  mithin 


12) 


dr 

V a-f /te2 — 


+ ßx2-(a+ß)x* 


5 n « _?_ f g:i_^  V _i  i 

*”  VW^+ß)V + 42V3a-»V  +~~J’ 

i 

Wird  ferner  a — ß statt  a gesetzt,  so  folgt 
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13) 


/v= 


dx 

ß-j-  ßx2—ax4 

3 


HI) 


»L_  r|  , 3 f a ~\i 

V 2(3«-2/3) 1 + 4a  ^ 3«  — 20  J + J ' 

. ,* 

y* dx 

V ■ — a — ßx*  4-  yx4  J 


dx 

ßx*  -f*  y3*  « J vx 


f*L  — 2_  f • dx 1 p 


di 


V (l+m2x2)  f»W  V 

\Ttt  r d(p 

J X 1— <?‘2sin<p‘2 


/«V'a 


Hier  ist 


A'COStp 


und 


VU+&1 


= c 


iesetzt , also  folgt: 


z 1.1  1a/"  2a 

V=arc(coS=E. 


Da  nno  fär 


r*spective 


9=0  und  9=7.» 

«2 


tT  2«  1 

^=Y  A-’jZtf  and  ar  = oo 


a-/*  . 

*,r<^  so  kommt  aus  (3)  mit  Beifügung  des  Factors 


mVct 


M) 


<£r 

«/__ V— a — ßx‘ 


V: 


2a 

&—ß 


ßx1  -{-yx4 


= « _fl,  3/A-^y,  arA-ny,  , 

V3A  + 0 L +4»V3A+^y  + P\Ji\+ßJ  + J 


13* 
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För  A=2o — ß wird  y=c — ß,  also 


15) 


dx 


/?x2+(ot— /S)ar4  - 


\[ 


’ ~ V2(3i-ftI1+4*  Gct-ß)'  +"-l- 

Setzt  man  hierin  o -f-  ß statt  a , so  kommt 

16)  C-  ~ 

t7  (a+/3)  j3^2+o^4 

y a+P 

= V2(3o+2ft  t1+  i*(3«  + 2/0  +‘"J* 


Substituirt  man  in  (14)  2a-\-ß  statt  A»  wodurch  y=tt+ß 

2Ö~ 

- — 5 = 1 wkd,  so  ergiebt  sich: 

A— P J 


t7) 


00 


dx 


yf — a — |3;r2-|-(a-f/S).r4 
3 


7t  r i , 3 f a -V*  . 

“ V2(3«+2j3)L  +4sV_3«+2^  ) + J 


Setzt  man  endlich  hier  « — / 5 statt  a,  so  kommt: 


18) 


/CD 

\f—(a— 


dx 


(a — ß) — ßx2-\-ax4 

3 r ct—ß  -\2 


“ V273^^[1  + 4*C3a-jD  + “J 
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IV) 


fy=: 


dx 


-kr 


dx 


+ßx2+yx* 

= _L_  /*__J 

mVaJ  Vh*— 


rdz 


\T [m*x*~l ) (n2x* +1)  ™ V<*J  V~ (z2—l)  (l-fA2za) 

c_  P dtp 

mY*J  V 1 — c2sin<p*  * 


Es  ist  hier  gesetzt 


z = 


cosp 


und 


VT+Ä* 


F==C, 


f 

r 


mithin,  wegen 


• 1 1!a/ — 

-coa*=z=™ =sVä+«' 


ist 


/'%=/*  J9= 
o * r~o--  * 


2a 

ST? 


u-  8.  f.;  also  geht,  mit  Berücksichtigung  von  — ^r- 
Reihe  (3)  hervor»  ** 


, aus  dersel- 


19) 


v 


f 


dx 


2 q 


V — cc-f  ßx2-\-yx* 


= ^ n , * f A+P  V , 3^7  r A+ß  Y » 1 

V^;T£l1  + 4*Ua-/jJ  + 4282V.3A«-ftJ  + — J 

Sebt  man  ^=2o-f-)J,  so  wird  j'=o+|J,  also 


20) 


+|Sx*+(«+/3)^4 


/>» 

rlv^ 

V^srt 

- ü__ri4.  JdbJL'V.i.  i 

~ V2(3i+F)  L + 4*K_3a  + ßJ  + H • 

a 

Substituirt  man  hierin  a — 0 statt  «,  so  kommt 
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21) 


/*» 


dx 

ß ) + |3x*+cu:‘ä 


— ^ P +42  +"-l- 


V2(3«— 2(3)  , 


Setzt  man  in  (19)  ^=2a— ß9  so  folgt 


22) 


/®  dx  . 

^ V''— a-f-|Ste2-Ka— ß)x*  '• 

= V 2(30—20) P+  i C^2?3.;+-— 1 • 

»*  * . 

* *. 

Schreibt  man  hierin  a+ß  statt  a,  so  ergiebt  sich 


23) 


Jf  ® dar . 

x V* — («+/?)  + i?x2+02^ 

5 rij.3.  C a±ß  V . , 

V 2(3a+|3)  ^ 4*t_3ä+(3./  +— -J* 


V) 


J 


dx 


V a-|-/fo:2-fya;4  V VA‘ 


da: 


Erster  Fall,  wo  /S2 — 4ay  positiv  ist. 
Man  zerlege 

1+t;x'+W 

1 tt  a 

• * » 

in  die  Factoren 

(l  + m^CH-n2^2), 

woraus  man  erhält: 


._/M-V>-4«y 

in*  = n > 


|3 — V /33 — 4cry 


Dann  setze  man 


— =£,  i=tgqp  und  V 1 — £2=c; 


mx—i. 
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so  kommt 


/dx i p 

VX~  VaJ  \ 


dx 


V(l+m**^(l+n***) 

- 1 /*  dz  1 /*  dtp 

m VaJ  V~(l + 1»)  (!  +TV)  ~ mVttJ  Vl^c*sfi»^ 5 . 

woraus  sich  wegen 

» 

(p  =wc(tg  = z = mx) 


ergebt : 


x- — 0 und  ^ — oo  für  ~ 0 und 


(p**Zr7t, 


V # 

rt,  l i?t,.wenn  nian  den  diesseitigen  Werth  von  c in  die  Reihe 
w »abstitairt : 


Gc*  V- 

-c'2  _/  - U+A2J  - 

(~V  ß'1  — 4äy~\2_  ß2  — 4ay_ 

V ß J ß*  ’ 

* 

Mithin  wird  dieselbe  mit  Hinzusetzung  des  Factors 


myct 


U) 


y>® 

V « 


:-f /foa-f-y.r4 

. 3 (ß* — 4<*y\  . 3.5.7  4«yV  . . 

"2V|3L1+4aV  0a  / • 4a. 8a V.  P J + •]• 

Leiter  Fall,  wo  /3a — 4«y  negativ  oder  positiv  ist. 


Mu  setze 


Väx*-1'1'  v7y~l  und  z=tS<P> 


• kommt 


A 


dx 


■i/'- 

n -m 


Va-f /fa:a+ya;4 


rfr 


VHW+x4 


/«y«'  Vi 1— 


r/<p 


(2 — A)sing)acosg>3 


192 


man  setze  nun 


dxp 


Zn  -75- i = — (P+<2 — A.)S1 n qp^cosq»*)] 

V 1 — (2 — A)sin<pacos<p2 

* * 

und  führe  alles  wie  in  (2)  aus,  so  erhält  man,  wenn  -^7=4  statt i 

V ay 


wieder  eingeführt  wird,  nach  gehöriger  Reduction: 

* dx 


t. 


25; 


/»  oc 


-H^Hyx4 


7gy2 

V"«vVm 

->U<  • 


VI) 


V2 3/2 V^-fV  3J..7  1 

ay  -J-  ß 4®V6y ay  _j.  ßj  4*. 8*  V.6  V ay  I ßj 

, I • • 


* , 

Man  nehme  dieselbe  Verwandlung  wie  mit  vorigem  Beispiel 
vor,  so  wird 

/dx  1 j dz 

V«y  ^ V"  1 — Aza  + x* 


^/~i/  V"l — (2-fA)sin92cos9® 

*v 


_ ■ 

woraus  auf  demselben  Wege  folgt: 

dx 


* I « * * 


26) 


/» ( 

V*  a — 1 


-ßx2-j -yx* 

_ . «v2  . 1 r^“E±£Y+  — 7 r2v«y+PV , t 

~ \T6V^Zf  1 +*2  MV^  - ßJ  + 4*  8*  Uvccy-ßj  +'1 

Bemerkung.  Die  Entwickelung  des  Integrals 

dx 


C-^i 
J \f  a — 1 


ßx2-\ryx* 


für  den  Fall,  wo  ßa  — 4 cty  positiv  ist,  werde  ich,  da 
sich  keine  wichtigen  Folgerungen  daraus  ableiten  las 
sen,  übergehen. 
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. Ueberblicken  wir  die  bisherigen  Reihen  mit  Rücksicht  auf 
ihre  Convergenz,  so  zeigt  sich,  dass  die  (4)  und  (14)  für  jeden* 
Werth  von  u,  ß,  y,  hingegen  (9)  und  (19)  nur  dann  schnell  con- 
vergiren , wenn  ß gegen  klein  ist. 

Die  Reihen  (5)  und  (16,)  laufen  desto  schneller  zusammen, 
je  kleiner  a,  dann  (6)  und  (15)  je  mehr  sich  ß dem  « nähert; 
doch  darf  im  erstem  Fall  weder  a = 0,  noch  im  letztem  ß=ct 
»erden,  weil  man  sonst  unbestimmte  Werthe  erhält. 

Die  Reihen  von  (10)  bis  (13),  dann  die  von  (20)  bis  (23), 
gleichem  (26),  convergiren  desto  stärker,  je  kleiner  ß gegen  a 
& und  am  stärksten,  wenn  0 = 0 ist;  ebenso  findet  eine  starke 
(Wergcnz  statt,  wenn  a und  y gegen  ß sehr  gross  sind,  nur 
dürfen  beide  nicht  unendlich  gross  werden,  wenn  die  Reihe  nicht 
verschwinden  soll. 

Die  Reihen  (7)  und  (18)  werden  für  0=0,  dann  die  (8)  und 
(17)  für  a = 0 dem  directen  Integral  selbst  gleich,  nämlich 


/*® dx  n p 1 dx  n 


indem  \uf  beiden  Seiten  jeder  Gleichung  der  Factor  wegge- 
failen  Lt. 


Die  Reihe  (24)  giebt  zu  erkennen , dass  sie  nur  dann  schnell 

zusamnenläuft,  wenn  2 ^cty  dem  ß sehr  nahe  ist;  dagegen  con- 
»ergirt  lie  (25)  nicht  nur  in  diesem  Fall  sehr  stark,  sondern  auch 
für  jedn  \Verth  von  a,  ß und  y,  selbst  dann  noch,  wenn  ß 

grösser t!s  2 Vay  ist;  jedoch  darf  ß gegen  2^ay  nicht  zu  gross 
werden. 

* 

Uebrgens  bleiben  in  diesem  Fall  wegen  der  g*eraden  Expo- 
nenten alb  Glieder  positiv. 


Für  ß—^Vay  wird  jede  der  beiden  Reihen  dem  wahren  In- 
tern! selb.t  gleich,  nämlich 


P * dx n 

f V«  + x1 Vy  ” o-/—  * 

o • zvcty 


Setzt  mm  in  (5)  bis  (13)  0 = 0,  so  werden  alle  diese  Rei- 
hen einerlei , nämlich : 


27) 


y* 1 dx 

V~  1 — a:4 


-ÄwiG)+SSGy+-i- 
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I 


Ebenso  wird  aus  (14)  bis  (23)  fär  0=0: 


28) 


y*«  dx 
V x* — 1 


-*i>+i(D+ »©'+-!• 


Setzt  mau  endlich  in  (25)  und  (26)  0 = 0 und  a 
kommt: 


=y=  l>  *> 


29) 


Jv 


dx 


Vi  -f  x4 


- iL n . 1 . Mi7 n v.  i 

— V3 1 + 4»  V.9  J + 4*.8*  VJ,/  +--J- 

Eine  nähere  Betrachtung  der  bisher  entwickelten  Reihei  zeigt 
eine  merkwürdige  Uebereinstimmung  derselben:  es  sind  nimlich 
(4)  und  (14);  (9)  und  (19);  (5),  (16),  (8)  und  (17);  (6),  (tf),  (7) 
und  (18);  (10),  (21),  (13)  und  (22);  (11),  (20),  (12)  und  03)  ein- 
ander gleich.  Zur  Uebersicht  des  Ganzen  habe  ich  sie  wen  der 
Ordnung  zusammengesteilt.  Es  ist  also 


I /1L 

dx  Z*00  ft 

J \T  a— ßx2+yx*  J \T — a — 


I 


V 


2a 

Ä-0 


ßx2+yx* 


2a 

S=? 


V«, 

p dx 

J V a4-  ßx2—vx4  J V 


dx 


-fßx2—yx*  J V — *+ßx*+yx* 


V 


2a 

A+0 


t * 

\rn 

j a-f*  d • 

p dx px dx 

J («+«ä4  J V“-(a+/S)— 

0 VW- 


/*>  dx f** 

V" a+(* — ßx%—BX*  </  V— a— | 
0 1 
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dx 


VW- 

p dx p*  ' 

J V a — ß — ßx'1 — cur4  J V —a—ßx‘i-\-(a—ß)x* 

YS 


__  px  (Ix p*3 dx 

J^yfu—ßx2 — (a — ß)x 4 V* — (a — ./s)  — 


£xa-f  ax4 


a-/J 


(Ix p" 

J V ct4-ßx 2 — (a — ß)xA  J V — (a — / 


</x 


. T-fi?xa — (cf — ß)xA  J \[ — (a — ß)-j-ßx‘2-j-ax4 

' ■ Y¥ 

P^ dx p^ dx 

V a — ß -f  ßx1  — axA  J V — a4ßx2  + (a— i?)x4 


«+£ 


V 

P___dx p <*> 

J V" <*+£+#** — «.r4  *J  V— ■ 

VH? 

= rfx 

«/  a 4-  £.r2  — ( 


dx 


a-f-/?x2-f-  (a-f/3)x^ 


/» » 

=7v^ 


<ir 


. r+^-'(«+W«4  ^ V-(«  + Ä+/***+«*4 


Da  man  in  (24),  (25),  (26)  die  Grossen  a und  y verwechseln 
lann,  ohne  dass  sich  der  Werth  der  Reihe  ändert,  so  folgt 

t 

y>3D  dx p&  dx 

oV~ «+/fce*-f -yx*  J yTy-\-ßx2+ax4 

Ä * 

r-4ay  mag  positiv  oder  negativ  sein. 

Ferner 


y»g  dx p^ 

_ \f  a — ßx2-\ -yxA  J V y — ßx2-\-ax* 


dx 


wenn  jS2— 4 ay  negativ  ist 


I 
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Endlich  geht  aus  (27),  (28)  und  (29)  hervor: 


y* 1 dx  __  f*^jLx  1 p ® 

Vl— a*  “ V*J  V 

o l.o 


da; 


v i+. 


Bemerkung  1.  Die  Richtigkeit  der  Uebereinstimmung  obi- 
ger Integrale  wird  späterhin  durch  eine  andere,  von 
dieser  wesentlich  verschiedenen  Methode  nachgewie- 
sen werden. 


Bemerkung  2.  Dass  die  obigen,  aus  der  Form 


4 71  d.cp 
V"  1 — c2sinqp2 


hergeleiteten  Reihen  auch  noch  durch  ein  anderes' 
Verfahren,  wie  Herr  Hoppe*)  dargestellt  hat,  erhal- 
ten werden,  darf  ich  wohl  als  bekannt  voraussetzen. 


•)  Hier  hatte  der  Herr  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  einen  Raun 
im  Manuscript  gelassen,  zur  Ergänzung  des  Citats  durch  den  Heraus- 
geber. Wahrscheinlich  meint  der  Herr  Verfasser  den  Aufsatz  Nr.  XXX. 
in  Thl.  111.  S.  265.  des  Archivs  von  Herrn  Hoppe.  G, 


t 


i 


1 
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xn. 

■* 

lieber  die  Bestimmung  des  Gewichts 
der  nacb  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  erhaltenen  wahrscheinlich- 
sten Werthe  der  Unbekannten,  wenn 
Bedingungsgleichungen  vorhanden 

sind. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schale  zu  CarUruh  c. 


•- 


In  der  Abhandlung  XIV,  im  achtzehnten  Theilc  des  Archivs 
habe  ich  im  §.  10.  derselben  angegeben,  in  welcher  Weise  die 
Gewichte  der  gefundenen  Werthe  von  x,  y,  z,.,..  bestimmt  wer- 
den können.  Ich  will  nun  den  Fall  betrachten,  da  Bedingungs- 
gleichungen gegeben  sind,  denen  x , y,  z, genügen  müssen. 

Alis  dem  in  §.  7.  und  §.  16.  Auseinandergesetzten  wird  man 
leicht  schließen,  dass  man  in  allen  Fällen  es  nur  mit  Gleichun- 
gen des  ersten  Grades  wird  zu  thun  haben.  Seien  also  xlf 
*2, xn  die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  be- 

stimmenden Unbekannten,  zwischen  denen  die  r Bedingungs- 
gleichungen : 

ttjXi  “|“  -|- ......  *F  &n*En  C s 

* ßlxl  + + + ßnOCn  — ß , 

Pi#l  + Q2x2  + + Qn*n  = Q 
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bestehen,  wo  natürlich  r<n.  Ferner  habe  man  (§.  6.)  durch  Beob- 
achtung die  Gleichungen: 

axxx  -f  byXi  -f  c, x3  -f ...  = 1H1  (Gewicht  gx ) , 

^2^1  F ^2^1  F F****  = ( »»  ^2)» 

' • 

amXi  + bmX*  F CmX3  +...  = Mm  ( »,  Jm) 

erhalten,  wo  wieder  m>w — r,  so  muss,  nach  den  dortigen  Erör- 
terungen, die  Grosse 

5^1  (^1^1  "1*  ■f^2(®2^”i  F^^jF«.-“  ^j)^F  •••••  (3) 

ein  Minimum  sein,  während  noch  die  Gleichungen  (1)  bestehen. 

Die  Bestimmung  der  Werthe  von  xt,  ar2,..  kann  nun  auf  doppelte 
Art  geschehen.  Sind  nämlich  Kx , K2, Kr  noch  zu  bestim- 

mende Koeffizienten,  so  multiplizirt  man  die  (])  bezüglich  mit 
A^,....  Ar,  addirt  die  so  multiplizirten  ersten  Seiten  derselben 
sämmtlich  zu  (3)  und  setzt  nun  die  Diflferentialquotienten  der  so 
erhaltenen  Summe  nach  xlf  xif Null.  Dadurch  erhält  man: 

[ga^XY+lgab]*^ F «t^iFft tf*F.~ F QiKr  — [g*M]9  \ 

\<gab)xi’Y [gb^xi  + F ^A  j F ^2^2  F F = [gbM\ , j (4) 

welche  (Gleichungen,  in  Verbindung  mit  (1),  die  Werthe  von  xv 
,.....,  <3Tr  j Aj , .... , Kf  geben. 

Oder  aber  auch,  man  kann  vermöge  der  Gleichungen  (1)  zu- 
erst r der  Grössen  xx , a*2, durch  die  übrigen  ausdrücken, 

deren  Werthe  sodann  in  (3)  setzen  und  die  Differentialquotienten 
des  so  erhaltenen  Ausdrucks  nach  den  noch  bleibenden  Unbe- 
kannten Null  setzen.  Dadurch  erhält  man  die  Werthe  dieser  letz- 
tem; die  der  erstem  ergeben  sich  daraus  nach  (1).  Dass  man  auf 
beiden  Wegen  zu  demselben  Ziele  gelangt,  ist  bekannt. 
Angenommen  nun,  es  folge  aus  (1): 

=.rf4r-|-i3?r+i  -}*  Ar\iXr\  2 F F AnXn  *f  d , 

— FAr|2arf,42F F AnÄ’nFA, 

^f==^r+i^r+i  -f*  /?r-f2a?r-f 2 F ••••••  F ^»^nFr, 

und  man  bezeichne  mit  (r-f  1),  , (r-f  2)j , ....  die  Koeffizienten  von 

Xr\ \»  Xr+2> *n  der  ersten  Gleichung  (2),  u.  s.  f. , so  sind  die 

Gleichungen  (2): 

{(r+l)1Ffl1A+iF6|Är+iF...Fri  Rr+x\xr±x 
4l(r+2)Ifo,^,+,+6Jßr+,+...+r1Är+,lx,+, 

+ 

l(**F  j ^Ffl^r+iF  b<L  /?r+1F«.Fr2ßr.f  1 ter-f  i l ( 

I t(r+2)4+«2W,+l+62ÄrH+..+r1ßr4  a!;rr+a  , 

+ 
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Bezeichnet  man  diese  Gleichungen,  der  Kurze  halber,  mit 

• » 

» 

^r|i  "f  + = Mp 

Ij^+i  *f*  + = Ma » 


so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  xr\\ , xr\2i (§.  6.): 

0I2]arr+i  + fc/I  II]a:rfa  + 

0,1  lljxru  + [gll*]Xr+*  + = [^MIIJ  , 

nornach  dann  xlt xr  sich  aus  (5)  ergeben. 

Gesetzt  nun,  aus  (7)  folge: 

*r+l  = A\g  IM]  -f  A'[g  IIM]  + .... , j 
xr+2~  Z%IM]  + + ....  ( (8) 


so  sind  die  Gewichte  von  xr+i , x v+9»  .......  bezüglich  gleich 

.d'*  [ß,,r  ****  (§•  10). 


Da 

ar|  = ^r+iarr+i  -|-  dr^/ria  -f  ••••  4* » 
so  ist,  wenn  die  dortige  Bezeichnung  (S.  175.)  beibehalten  wird : 

ö — - X\  , fjlo  — Ar-^-^y  •••••> 

demnach  das  Gewicht  von  : 

(0) 

1 

^rH(^Ar+i  + A"ArJ  2 4"  ••••)  ■{'  Ar- + B"  Ar\2  -f-  ....)  -f- ....  * 


und  ähnlich  für  x2  » »r’s  > #r* 

Das  so  eben  Abgeleitete  unterliegt  keinerlei  Anstand.  Nun 
behaupte  ich  aber,  dass,  wenn  aus  den  Gleichungen  (4),  in  Ver- 
bindung mit  (1)  folgt:  , 

xt  = EtljjaM]  -f-  -f ....  -f  fj«  -f  fxß  -j- ... , 

x2 ~ E2\fjaM]  f FvlgbM]  + ...» + c2u  -f  frf  + .... , 


§ 


/ 
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die  Gewichte  von  xit  .ra, ....  seien  j*- , also  geradezu, 

*J1  * 2 

wie  es  in  j.  10.  angegeben  ist. 

Da,  wie  bereit«  gesagt,  der  Werth  von  xx  derselbe  ist,  ob 
man  ihn  aus  (1)  und  (4),  oder  aus  (5)  und  (7)  erhält,  so  muss 


' Ei\gaM]  -f  Fx[gbM]  + ....  + eta  -f  fxß  + 

sein,  was  auch  immer  die  Werthe  von  gx  , u,  6,...,  M,  ct,ß,.~. 
sein  Indien.  Suchen  wir  also  die  KoelÜzienten  von  [gaM\  auf 
beiden  Seiten,  so  erhält  man  eine  identische  Gleichung,  wenn 
man  diese  Koeffizienten  gleich  setzt. 

i 

Nun  ist  aber 

[«/IM^^iIjMi  + 

= gi  { (r+l)i+«i^r+i+6iJ5r+i  — aax — 6^— rnl 

+ #2<  (,r'f  ^2 1"  "f  ^4 — flffj — ^4  '•••  rtj| 

+ 

Daraus  folgt,  dass  der  Koeffizient  von  gx  o,  ist  Ar- j-i,  desglei- 
chen der  von  g^a^M^'. Ar+\  u.  s.  f.  Ganz  eben  so  findet  man  aus 
[olIAlJ,  dass,  die  Koeffizienten  von  g\aiMit  y2«.wVa , ..  sämmtlich 
gleich  ^r-f2,  u.  s.  w.  sind.  ' 

Daraus  folgt,  dass  auf  der  zweiten  Seite  obiger  Gleichung 
der  Koeffizient  von  gi^iVi  ist: 

Ar+I  l A'  Ar\  1 ~b  A,‘Ar+2  4*  •••M"  Ar-\-g  I K'Ar+i  41  B°Ar± 2 -f-  •.*!  + •— » 

* ' • « * 

* 

dessgleichen  der  von  giP^M^  u.  s.  w.,  so  dass  mithin  diese  Grosse 
der  Koeffizient  von  [gaiM J ist,  d.  h.  dass  sie  gleich  Et  ist,  was, 
verglichen  mit  (9),  unsere  Behauptung  rechtfertigt. 

H1 

Hinsichtlich  der  Gewichte  von  xr+t  u.  s.  w.,  die  aus  (^ge- 
schlossen werden,  ergiebt  sich  Dasselbe. 

Ist  nämlich 

Arfi  —Er+i  \daM\  -f  ....-f  (R  +l)r+if^(r+l)i!/]  -f ...  -f- frfi «+-••-> 

i 

so  behaupte  ich,  dass 

(/^  + l)r+i  = A*  ‘ 

* ' 

sei.  Denn  setzt  man  diesen  Werth  von  und  den  in  (8)  ein- 
ander identisch  gleich,  und  bemerkt,  dass  in  foINl]  der  Koefli* 

. zient  von  [g{r -\-  l)Af]  ist  1,  der  von  [g{r  -f  l)üfj  in  [yllM]  Null» 
ebenso  in  [jrlllM],  so  ergiebt  sich  unmittelbar 

(ß  + l)r+l  = A\ 


j 
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Damit  ist  denn  der  Satz  allgemein  beniesen. 

Wollen  wir  ihn  nun  auf  die  Bestimmung  der  Gewichte  von 
iXJ  ?rs, ....  in  §.  10.  der  oben  angeführten  Abhandlung  anwenden, 
so  müssen  wir  dabei  in  folgender  Weise  verfahren. 

Man  ersetze  auf  {len  zweiten  Seiten  der  Gleichungen  (42)  die 

0 durch  Al , A2, ; ziehe  sodann  aus  diesen  Gleichungen  die 

Wertbe  von  xx,  x2, .... , um  sie  in  (39)  zu  setzen,  so  erhält  man 
anstatt  der  Gleichungen  (43)  ein  System,  dessen  erste  Seiten 
dieselben  sind,  während  die  zweiten  bezüglich  sind: 


«l 


«i 

9t 


«a  — 


*1 

9i 


Sucht  man  sodann  die  Werthe  von  Klf  K2, hieraus  und 

setzt  sie  in  (42),  so  wird  man  die  Koeffizienten  von  Als  A2i  

in  den  Wertben  vou  xif  x2, leicht  bestimmen  können.  Der 

reziproke  Werth  des  Koeffizienten  von  Ax  in  dem  Werthe  von  xx 
ist  das  Gewicht  dieser  Grösse;  der  des  Koeffizienten  von  A2  in 
dem  Werthe  von  x2  das  Gewicht  von  x2  u.  s.  w. 

Als  Beispiel  hiezu  wollen  wir  folgendes  wählen: 

Man  hat  fiir  die  vier  Winkel  eines  ebenen  Vierecks  die  Werthe 
»I,  t cj,  ic3,  w4  mit  den  Gewichten  #/»,  g2,  9\>  9 4 gefunden.  Man 
verlangt  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Winkel  und  die  Ge- 
wichte dieser  letztem. 

Sei 

Wx  *4"  W2  "f-  “f"  IO4~360®  -f-  € t 

so  ist 

.Ti  +x2  + x9  +x4=e , 

S 4 

also  die  (42): 

« 

i 

9\x\  + ^=^i » 

9%X2  “t-  ^2  > 

. 9txs  + K=A3 , 

- V*  ~ I* 

g4x4+K=:A4; 


woraus  nun: 
Thtil  XIX. 
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\ 


_ (At  — A£gt§i-\-(A  i — Az)g^-{-(  Ax  —Ajgtfo+c&SM* , 

x — Ma — )9s9\ ~h (Ag,— A2)ff\fj^(A7ä — A^gxg^  -{-  * 

9 9i9i9*  + 9i9i9*  + 9i  9z9* + 9*9*9* 

= (Az — ,Al )gQg4l -f( — ■ A^)fj ! g+-\-(Az — AA)gl g2 4; ?9i 929*  # 

^ 9l9'Z9z  + 9l9*94  + 9l9z94  + 9*9z94 

J.  (^4 — Ax )g<2(J$ \{At  — A2)ffl £3 +(^4 — ^3)/7l//2^  e9l9o9%  " 

' 4 9l9'l9z  +'/lM4  + ffl'/jf/*  + .W4 

Die  eigentlichen  wahrscheinlichsten  Wertbe  von  x«,  ac*9  x# 
or4  ergeben  sich  hieraus,  wenn  man  ^j,  ^2*  ^z»  ^4  Kuli  setzt 
Für  die  Gewichte  folgt  daraus: 


!•-  „ . 9i9*9z  -t9i9z94  +9i9z9*  j 9*9z9* 

10  1 ' M+M+M 

_ . gigtgs  +9i9z94  +9.93,94  + 9t9394 

,i  JT«:  : : ; • 

OzOt + 9i9t  + 9i9z 

_ . gi.9t.V3  + .9.92.94 + Siffm+9i9s>h 
” 9*94+ 9.94 +9.9l 

.91.92.93  +9.92.94+919394+9293.94 
” *•*  9293+9.93+9.92  • • 

Für  den  speziellen  Fall,  dass  gi—gi—gt—ih*  erhSlt  man 
für  jedes  dieser  Gewichte  , so  dass  also  der  Werth  des  Win* 
4 

keis  vom  ^fachen  Gewichte  der  Beobachtung  ist 


(In  der  „Beschreibung  der  zur  Ermittlung  des 
Höhenunterschiedes  zwischen  dem  schwarzen  und 
ka.spischen  Meere  etc.  Petersburg  1849.“  wendet  Struve, 
Einleitung  S.  X.  diesen  Satz  an , wobei  jedoch  zu  bemerken  ist, 
dass  dort  nur  gx=.(j3,  £2=474  sein  kann,  so  dass  die  gemachte 
Anwendung  unrichtig  ist.  ln  diesem  Falle  sind  die  Gewichte  voo 

*1  und  ^ ■ , von  ar,  und  x4:  •)• 


' S 


Digitized  by  Google 


203 


Zur  Theorie  der  Zapfen  - Reibung. 

Von 

Herrn  Professor  G.  Decher 

in  Augsburg. 


In  meinem  Programm:  „Ueber  die  Reibung  an  cylin- 
drisch en  Zapfen“,  Augsburg  1 851.,  habe  ich  ausgesprochen, 
dass  die  Voraussetzung,  von  welcher  Herr  Professor  Weisbach 
bei  der  Berechnung  der  Reibung  an  einem  cylindrischen  Zapfen 
in  einem  anschliessenden  cylindrischen  Lager  ausgeht,  und  nach 
welcher  sich  der  auf  den  Zapfen  übertragene  Druck  Q auf  die 
m seiner  Richtung  senkrechte  Projection  des  Berührungsbogens 
gleichförmig  vertheilen  soll,  nicht  zugelassen  werden  kann,  weil 
diese  Voraussetzung  darauf  hinführt,  den  Normaldruck  in  allen 
Punkten  des  Berührungsbogens  als  gleich  und  eben  so  gross  an- 
zunebroen,  wie  in  der  Mitte  desselben,  während  auf  der 
Hand  liegt,  dass  dieser  Normaldruck  in  den  Endpunkten  eines 
halbkreisförmigen  Bogens,  wo  die  Tangente  parallel  zur  Richtung 
der  Kraft  Q ist,  nur  Null  sein  kann. 

Dagegen  hat  Herr  Weisbach  in  Nro.  4.  des  polytechni- 
schen Centralblattes  vom  laufenden  Jahre  in  einer Mitthei  ' 
luog  unter  dem  Titel:  „lieber  die  Zapfen reibung  etc.,  seine 
Stimme  erhoben,  um  seine  Ansicht  zu  rechtfertigen  und  meine 
Theorie  als  irrig  darzustellen , wobei  er  selbst  des  unschuldigen 
Referates  nicht  schont,  welches  im  Archiv  Th.  XVII.  Heft.  4.  (Lit.  Ber. 

Nr.  LXVIII.  S.  877.)  über  meine  Abhandlung  erschienen  ist. 

Dieser  Artikel  des  Hrn.  W.  enthält  aber  so  viele  irrige  Ansichten,  , ^ 

dass  ich  es,  abgesehen  von  meiner  eigenen  Rechtfertigung,  der 

14*  • 


204 


Wissenschaft  schuldig  zu  sein  glaube,  dieselben  näher  zu  be- 
leuchten. 

I.)  ln  Bezug  auf  die  von  Herrn  W.  versuchte  Hechtfertigung 
seiner  oben  besprochenen  Hypothese  erlaube  ich  mir  Folgendes 
zu  erwidern. 

1)  Da  in  den  mathematischen  Disciplinen  Autoritäten 
keine  Beweiskraft  haben,  so  beweist  Herr  W.  mit  der  Bemer- 
kung, er  habe  jene  Hypothese,  dem  Beispiele  von  Poncelet  fol- 
gend, angenommen,  gar  Nichts  für  die  Dichtigkeit  derselben. 

2)  Herr  W.  findet  den  von  mir  gebrauchten  Ausdruck:  „wäh- 
rend es  auf  der  Hand  liegt“,  am  Unrechten  Orte,  aber  mit  Un- 
recht; denn  es  liegt  wirklich  für  jeden  Unbefangenen  auf  der 
Hand,  dass  ein  Zapfen,  welcher  in  einem  oder  mehreren  Punk- 
ten so  unterstützt  ist,  dass  er  vermöge  dieser  Unterstützung  in? 
Gleichgewicht  bleiben  muss,  sei  es  durch  eine  oder  mehrere 
Ebenen  oder  durch  eine  Cylinderfläche,  wie  in  Taf.  V. 
Fig.  4.  bis  7.  dargestellt  ist,  an  den  Endpunkten  seines  zur  Rich- 
tung der  Kraft  Q senkrechten  Durchmessers  AB,  wo  die  Tan- 
gente zur  Richtung  dieser  Kraft  parallel  ist,  keinen  Druck  mehr 
ausüben  kann. 

3)  Herr  W.  meint,  ich  habe  darin  einen  Fehlschluss  began- 
gen, dass  ich  das  Product  G.x  gleich  0 genommen  habe, 
während  es  eben  so  gut  jede  andere  Zahl  sein  könne.  Dieses 
Product,  absolut  hingestellt,  hat  gar  keinen  Sinn,  und  es  ist  eine 
Absurdität,  eine  Kraft  =0  in  zwei  Componenten  zerlegen  zu 
wollen,  von  denen  die  eine  unendlich  gross  ist.  Das  Product 
0.x  hat  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  es  als  besonderer  Werth 
einer  Function  für  einen  besonderen  Werth  ihrer  Veränderlichen 
erscheint.  Eine  solche  Function  wäre  nach  der  auf  die  Lehre 
vom  Keile  sich  stützenden  Meinung  des  Herrn  W. 

. £_• 

cos#  9 

in  diesem  Ausdruck  sind  aber  p und  # durchaus  unabhängige 
Grössen,  und  man  hat  für  jeden  Werth  von  #,  also  auch  für 

1 

#=^-7 r,  w=0,  wenn  p = 0 ist.  Wird  dagegen  p von  # abhän- 
gig gemacht,  und  setzt  man  nach  der  Annahme  des  Herrn  W. 
p~PiCos&,  so  wird  w=/>i  für  jeden  Werth  von  #,  während  nach  mei- 
ner Theorie  für  einen  sich  nicht  drehenden  Zapfen  p — pi cos2# 
ist  und  daraus  n=zpl cosO  folgt,  n also  =0  wird,  wenn  mau 

#=kj n nimmt,  und  von  einem  ü.x  gar  keine  Rede  ist. 

4)  Die  von  Herrn  W.  gemachte  Anwendung  der  gewöhnli- 
lichen  Lehre  vom  Keile  und  der  bei  einem  cylindrischen  Zapfen, 
welcher  nur  auf  zwei  Ebenen  ruht,  stattfindenden  Verhältnisse 
auf  den  obigen  Fall  ist  eine  gänzlich  verfehlte.  Herr  W.  hat 
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dabei  den  wesentlichen  Punkt  übersehen,  dass  der  Zapfen,  also 
auch,  nach  seiner  Analogie,  der  Keil  in  seiner  untern  Grund- 
fläche BA  (Taf.  V.  Fig.  8.)  unterstützt  ist,  und  er  wird  doch 
Dicht  behaupten  wollen,  dass  ein  so  unterstützter  Keil  mit  beinahe 
„■4  parallelen  Seitenflächen  seitwärts  noch  einen  merklichen,  wie  viel 
weniger  einen  unendlichen  Druck  ausüben  kann?  Fine  solche 
Behauptung  würde  durch  die  Erfahrung  eines  jeden  Holzmachers, 
dass  ein  Keil  nicht  mehr  zieht,  wenn  er  aut  einen  Ast  kommt, 
wenn  also  vor  der  Schneide  demselben  sich  keine  Spalte  mehr  öff- 
net, widerlegt  werden. 

5)  Diesen  Unterschied  zwischen  dem  Druck  eines  unten 
freien  Keiles  und  dem  eines  aufsitzenden  hat  Herr  W.  auch  bei 
der  Untersuchung  der  Reibung  an  stehenden  konischen  Zapfen 
unbeachtet  gelassen;  es  darf  ihn  daher  gar  nicht  wundern,  uass 
auch  die  von  ihm  im  polytechnischen  Centralblatt  von  1840,  so 
wie  in  seinem  Lebrbuche  der  Ingen,  und  Maschinen- Mechanik, 
Bd.  1.  §.  172.,  aufgestellte  Formel  für  die  Reibung  an  einem  ab- 
gestumpften konischen  Zapfen,  von  welchem  vorausgesetzt  wird, 
dass  er  sowohl  an  der  Grundfläche  als  an  der  konischen  Mantel- 
fläche mit  seinem  Lager  in  Berührung  steht,  ganz  unrichtig  ist. 
Davon  kann  sich  Herr  VV.  leicht  überzeugen,  wenn  er  seinen  ko- 
nischen Zapfen  in  einen  cylindrischen  übergehen  lässt,  und  dem- 
nach in  seiner  Formel: 


% nw)( 

O'  ?*|2  v SlU« 


in  welcher  M das  Moment  der  Reibung  in  Bezug  auf  die  Achse 
des  Zapfens,  Q den  zu  derselben  parallelen  Gesammtdruck,  f 
den  Reibungscoefßzienten , ry  den  Halbmesser  der  oberen,  r<>  den 
det  unteren  Grundfläche,  und  a den  Winkel  zwischen  einer  Erzeu- 
genden des  Zapfenkegels  mit  der  Achse  bezeichnet  (Taf.|  V. 
Fig.  9.),  die  beiden  Halbmesser  ry  und  r0  gleich  setzt.  Dadurch 
wird  aber  auch  sin«=0,  und  M erscheint  so  unter  der  unbe- 
stimmten Form  g;  diese  wird  indessen  leicht  beseitigt,  wenn 
für  sintr  seinen  Werth: 


ri-»o 

sma  = -7—  . - r— - , 

V — r0)2 

worin  h die  Höhe  des  Zapfenkegels  bedeutet,  einführt,  und  M 
auf  die  Form  bringt: 


M=\fQ  + VA*  + (rt — r0)a 


r,2  + r,r0+r02\ 
r?  ;• 


Mao  findet  dadurch  für  ry~r0,  also  für  den  cylindrischen 
Zapfen ; 


■ 
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M=\fQr0VifQh, 

während  es  wieder  auf  der  Hand  liegt,  dass  ein  solcher 
Zapfen  auf  die  cylindrische  Mantelfläche  keinen  Druck  austiben, 
dass  folglich  das  Moment  der  Reibung , wie  bei  einem  ebenen 
2 

Zapfen , nur  j fQr0.  sein  kann , und  dass  das  obige  Glied  2fQh 

überhaupt  keinen  Sinn  hat,  sondern  eben  zeigt,  dass  der  allge- 
meine Werth  von  M unrichtig  ist. 

Herr  W.  wird  mir  erlauben , daraus  den  Schluss  zu  ziehen, 
dass  auch  die  Voraussetzung,  es  vertheile  sich  bei  stehenden 
Zapfen  der  Druck  gleichförmig  auf  die  zur  Achse  senkrechte  Pro- 
tection der  Berührungsfläche  unzulässig  ist,  von  wem  sie  auch 
herrühren  mag,  und  dass  demnach  auch  die  Formeln,  welche 
Herr  W.  für  die  Reibung  an  kugelförmig  abgerundetes 
Zapfen  gegeben  hat,  und  die  sich  auf  dieselbe  V oraussetzun? 
stützen,  unrichtig  sind. 

II.)  Nach  der,  wie  oben  gezeigt,  gänzlich  misslungenes 
Rechtfertigung  seiner  Hypothese,  kommt  HerrW.  auf  meine  Vor- 
aussetzung zu  sprechen,  und  macht  mir  vorerst  den  lächerliches 
Vorwurf,  . ich  habe  nicht  erwähnt  oder  nicht  gewusst,  dass  der 
Grundgedanke  meiner  Hypothese  nicht  neu  sei.  Auf  diese  Neu- 
heit mache  ich  wirklich  eben  so  wenig  Anspruch,  als  auf  die 
Erfindung  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen,  welche  ich 
mir  demohngeachtet  anzuwenden  erlaubt  habe.  Jenes  Mittel,  de» 
Druck  eines  Körpers  auf  einen  andern,  mit  dem  er  in  mehr  als 
drei  Punkten  in  Berührung  steht,  für  die  einzelnen  Berührungs- 
punkte dadurch  zu  bestimmen , dass  man  diese  Körper  oder  we- 
nigstens einen  derselben  als  elastisch  betrachtet,  ist  ein  in  der 
Natur  der  Körper  begründetes,  da  diese  nicht  unveränderliche 
Systeme  von  materiellen  Punkten  sind , wie  man  sie  in  der  ange- 
wandten Mechanik  meistens  so  obenhin  annimmt,  sondern  verän- 
derliche Systeme;  jenes  Mittel  ist  daher  ein  so  naheliegendes 
und  so  vielfach  angewendetes*),  dass  ich  es  nicht  lur  nothwen 
dig  gefunden  habe,  Autoritäten  dafür  anzuführen,  da  diese 
überhaupt  für  mich  nur  Werth  haben,  wo  es  sich  uin  Beobach- 
tungen und  Erfahrungen  handelt.  Jenes  Mittel  ist  endlich  selbst 
das  einzige,  welches  zu  dem  erreichten  Zwecke  angewendet  wer- 
den kann;  man  müsste  denn  die  allgemeinsten  Gleichgewichts- 
bedingungen veränderlicher  Systeme  von  materiellen  Punkten 
zu  Hülfe  nehmen  und  in  dieselben  dann  auch  die  zwischen  die- 
sen Punkten  wirksamen  Kräfte  einführen,  um  den  gegenseitigen 
Druck  der  einzelnen  Berührungspunkte  zu  bestimmen! 


*)  Herr  W.  selbst  hat  es  in  seinem  Lchrhuchc  der  Ing.-  und  Masch.- 
Mrchanik  Bd.  I.,  §.  173.,  wenn  auch  in  anderer  Weise,  zur  Bestimmung 
der  Reibung  auf  Spitzen  und  Schneiden  nngewendet , ohne  dabei  zu  er- 
wähnen, dass  c«  nicht  seine  Erfindung  ist. 
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Aber  Herr  W.  findet,  dass  die  von  mir  gemachte  Anwendung 
jenes  Mittels,  welches  nach  dem  Vorhergehenden  wohl  ettvas 
mehr  als  eine  blosse  Hypothese  sein  dürfte,  eine  verfehlte  sei, 
and  zwar  desshalb,  weil  nicht  bloss  die  Lagerflächen  Eindrücke 
erbalten  oder  nachgeben,  sondern  auch  der  Zapfen  selbst  und 
dieser  seine  cylindrische  Form  verliere* *).  Nun  handelt  es  sich 
aber  einmal  gar  nicht  uni  die  Untersuchung  jener  Eindrücke  an 
und  für  sieb , sondern  nur  um  die  Vertheihing  des  Druckes,  und  . 
dann  wird  auch  nur  ein  solcher  Gesanimtdruck  vorausgesetzt,  dass 
jene  Eindrücke  unwahrnehmbar  Hein  bleiben  und  von  einer  eigent- 
lichen Aenderung  in  der  Gestalt  des  Zapfens  keine  Rede  sein 
kann.  Denn  wenn  der  Druck,  welchen  der  Zapfen  auf  das  Lager 
ausübt,  eine  solche  Grosse  erreichen  sollte,  dass  eine  wahr- 
nehmbare Aenderung  in  der  Gestalt  des  Zapfens  eintreten 
wurde,  so  wären  die  Verhältnisse  freilich  ganz  andere,  und  es 
«iren  ganz  andere  Kräfte  für  die  Bewegung  ues  Zapfens  in  Rech- 
nung zu  bringen,  als  die  Reibung,  abgesehen  davon,  dass  der 
Zapfen  wohl  eher  abhrechen,  oder  Lager  und  Zapfen  sich  bald 
zerstören  würden.  Nehmen  wir  also  davon  Umgang,  da  dieser 
Falt  für  die  Anwendung  keinen  Werth  hat,  so  fragt  es  sich,  ist 
die  Vertheilung  des  Druckes  eine  andere,  wenn  bloss  das  Lager, 
und  eine  andere,  wenn  Zapfen  und  Lager  als  elastisch  betrachtet 
werden?  Wird  und  kann  die  Vertheilung  des  Druckes  in  einem 
Lager,  das  aus  drei  Ebenen  besteht,  welche  durch  Federn  so  an 
den  Zapfen  angedrückt  werden,  dass  diese  keine  Spannung  be- 
sitzen, wenn  der  Zapfen  keinen  Druck  ausübt,  eine  andere  sein, 
als  wenn  diese  Ebenen  und  der  Zapfen  elastisch  sind,  die  abso- 
lute Elastizität  beider  aber  sehr  gross  ist  gegen  den  Druck,  den 
dieser  auf  jene  ausübt  ? 

Herr  W.  gibt  ja  selbst  zu,  dass  die  gegenseitigen  Ein- 
drücke zweier  Körper  unter  gleichen  Verhältnissen 
dem  Druck  proportional  sind**);  können  nun  die  Verhält- 
nisse gleicher  werden,  als  sie  in  uuserin  Falle  an  den  drei  Be- 
rührungspunkten stattlinden,  wo  immer  eine  Ebene  einen  Cylin- 
der  längs  einer  Erzeugenden  berührt?'  Gewiss  nicht!  Ist  nun  <ij 
die  unwahrnehmbare  Tiefe  des  Eindrucks  amCylinder,  bv  au  der 
Lbtoe  fiir  den  einen  Berührungspunkt,  wo  der  Druck  ist,  so 
tut  man 


öi  — INi » bi  — 

i 

. 

■ ■ ■ ■ — — 

i 

•)  Ich  kann  mir  indessen  nicht  recht  erklären,  was  Herr  W.  in 
Bezog  auf  diese  Formänderung  mit  der  Bemerkung  am  Ende  der  ersten 
Colamne  auf  Seite  199.:  „und  da  ohnedies  der  Zapfen  der 

schwächere  Theil  ist“,  sagen  will. 

••)  Doch  wohl  mit  der  Beschränkung,  dass  der  eine  Körper  nicht 
mit  einer  Spitze  oder  Sehneide  gegen  den  andern  drückt V ln  dieser 
Hinsicht  geht  Herr  W.  übrigens  viel  weiter  als  ich ; denn  er  lässt  (Lehrb. 

I.  Ing.-  und  Masch.-Mech.  I.  §.  173.)  Spitzen  und  Schneiden  durch 
darauf  ruhende  Prismen  flach  drücken,  ohne  sich  im  Geringsten  um  die 
Eindrücke  zp  bekümmern,  welche  die  Prismen  erhalten! 


i 
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und  daher  für  die  ganze  Verschiebung  der  Achse  des  Cylinders 
- in  dieser  Richtung: 

ex  =zak  + 6,  =s  (A  -f  )AT,  = fA\  . 

Au  dem  zweiten  und  dritten  Berührungspunkte  ist  ebenso 

e^a%  -f  6^  = (A.  £3  = £JS3 ; 

es  ergeben  sieb  also  dadurch  ganz  dieselben  Beziehungen  zwi- 
scheu  den  drei  Kräften  Nx , iV2,  iV3,  wie  ich  sie  in  meinem  Pro- 
gramm erhalten  habe , wo  angenommen  ist , dass  jede  Ebene 
allein  so  viel  nachgibt,  als  natji  der  vorhergehenden  Betrach- 
tung der  Zapfen  und  diese  Ebene  zusammen  nachgeben. 

Meine  Annahme  beruht  übrigens  auf  der  einfachen  Betrach- 
tung , dass  es,  um  eine  vollkommene  Berührung  des  Zapfens  und 
des  Lagers  in  mehr  als  zwei  Punkten  zu  erhalten,  und  die  Ver- 
keilung des  Druckes  für  diesen  Fall  zu  linden,  genügt,  das 
Lager  allein  als  elastisch  anzunehmen,  und  zwar  um  so  mehr, 
als  bei  der  stattlindcnden  drehenden  Bewegung  des  Zapfens  von 
jeder  Acnderung  seiner  cylindrischen  Form  Umgang  genommen 
werden  muss,  wenn  man  nicht  von  der  ursprünglichen  Voraus- 
setzung, dass  nur  die  Reihung  an  dem  Zapfen  zu  überwinden 
sei , ganz  abkommeu  und  in  eine  nichts  bezweckende  Haarspal- 
terei verfallen  will. 

Ferner  kann  ich  Herrn  W.  auch  einen  rationellen  Grund  an- 
führen , der  für  die  Richtigkeit  meiner  Ansicht  spricht.  Dieser 
besteht  darin,  dass  sich  meine  Methode  eben  so  wohl  für  den  Fall 
anwenden  lässt,  wo  der  Zapfen  nur  auf  zwei  Ebenen  aufruht 
und  die  Vertheilung  des  Druckes  unzweifelhaft  bestimmt  ist,  wie 
aut’ jeden  andern.  Denn  setzt  man  in  den  allgemeinen  Gleichun- 

Sen  am  Ende  der  Seite  7.  meines  Programms,  welche  sieh  auf 
rei  Berührungspunkte  beziehen,  den  W iderstand  iVj  gleich  Aull, 
nimmt  also  die  Ebene  AB  (Fig.  3.  daselbst)  als  nicht  vorhan- 
den an,  und  macht  auch  a>=ü,  damit  die  Winkel  a und  ß die- 
selbe Bedeutung  erhalten,  wie  indem  Falle,  wo  die  Verhältnisse 
für  zwei  Berührungspunkte  uutersucht  wurden,  so  werden  diese 
Gleichungen  mit  den  für  den  letztem  Fall  am  Ende  der  Seite  5. 
abgeleiteten  identisch  *). 

Endlich  muss  ich  Herrn  W.  bemerken , dass  meine  Voraus- 
setzung mit  den  in  der  Wirklichkeit  stattlindcnden  Verhältnissen 
viel  mehr  übereinstimmt,  als  derselbe  einzusehen  scheint.  Denn 
hier  ist  der  Zapfen  nicht  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem 
Lager;  es  befindet  sich  vielmehr  zwischen  beiden  eine  Fett* 
schichte,  welche  gewiss  ebenso  dick,  wenn  nicht  viel  dicker  ist, 


•)  Nach  der  obigen  Voraussetzung  des  Herrn  W.  müsste  der  nor- 
male Druck  nach  bei  zwei  oder  drei  Unterstiitzungspunkten  in  allen  diesen 
Punkten  und  für  jede  Neigung  der  unterstützenden  Kbenen  gleich  sein. 
Dass  dem  so  sein  könne,  glaubt  Herr  W.  doch  wohl  selbst  nicht!? 
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als  jene  gegenseitigen  Eindrücke  des  Zapfens  und  Lagers  bei 
unmittelbarer  Berührung  sein  würden.  Diese  elastische  Fett- 
scbichte  bildet  also  eigentlich  die  Lagertläche,  sie  nimmt  die 
Kindrücke  auf,  und  ist  daher  da  am  dünnsten,  wo  der  Druck  am 
grössten  ist.  Es  zeigt  sich  des  sw  egen  auch  eine  wesentliche 
Verschiedenheit  in  der  Zapfen-Reibung,  vfenn  der  Druck  so  gross 
und  der  Zapfen  so  dünn  wird,  dass  er  das  Fett  in  der  Mitte  des 
Berübrungsbogens  verdrängt  und  mit  dem  Bogen  in  unmittelbare 
Berührung  kommt. 

Diese  Erörterungen  'werden  genügen,  um  zu  zeigen,  dass 
Herr  VV.  auch  gar  Nichts  für  sich  hat,  um  eine  gleiche  Berech- 
tigung für  seine  Hypothese  mit  der  meinigen  ansprechen  zu  kön- 
mo,  und  dass  sich  derselbe  vergeblich  bemüht  hat,  meine  Be- 
stimmung des  Druckes  (die  in  ihrer  Anwendung  auf  den  vorlie- 
genden Fall  doch  wohl  neu  ist?)  als  unrichtig  darzustellen. 

UI.)  Zuletzt  glaubt  Herr  W.  mir  noch  den  besonderen  Vor- 
wurf machen  zu  müssen,  dass  ich  seine  (im  polytechn.  Central  bl. 
von  1840)  angedeutete  Methode,  die  Vertheilung  des  Druckes  an 
einen»  cylindrischen  Zapfen  aus  der  Biegung  zu  bestimmet»,  mit 
Stillsclmeigen  übergangeu  habe. 


Meine  Absicht  bei  Abfassung  meines  Programms  war  gar 
nicht  eine  Kritik  aller  verschiedenen  Theorien  über  die  Zapfen- 
rdbung  zu  liefern,  sondern  zu  zeigen,  wie  ir»  der  angewandten 
Mechanik,  namentlich  bei  Untersuchungen  über  die  Reihung,  jene 
populär  sein  sollende,  im  Grunde  aber  nur  handwerksiuässige 
Kräftezer legere i nach  allerlei  Richtungen,  welche  schon  so  oft, 
und  namentlich  Herrn  W.  selbst,  zu  falschen  Schlüssen  geführt 
hat,  durch  flie  Anwendungen  der  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen zu  beseitigen  sei.  Jener  Vorwurf  wäre  daher  viel 
eher  bei  dem  Werke  des  Herrn  Brix:  „Ueber  die  Reibung“  am 
Platze  gewesen  , wenn  es  diesem  in  Betreff  der  erwähnten  Me- 
thode des  Herrn  \V.  nicht  auch  wie  mir  ergangen  is^.  Denn  ich 
muss  dem  Herrn  W.  offen  gestehen,  «lass  ich  über  seine  Mei- 
nung durch  jene  kurze  Andeutung  seiner  Methode  und  dio  da* 
selbst  hingeworfene  Formel  nicht  klar  geworden  bin , und  dass  ich 
ier  Meinung  war,  derselbe  habe  diese  Ansicht  selbst  wieder  auf- 
Sieben,  weil  er  in  seinen»  Lehrbuche  der  Ing.-  und  Masch.- 
Meclianik  Nichts  mehr  davon  erwähnt.  Da  nun  aber  Herr  \V. 
in  leinen»  Aufsatze  wieder  auf  diese  Methode  zurückkommt,  die- 
selbe verständlicher  darlegt  und  meint,  dieselbe  sei  allen  andern 
rortuziehen , so  kann  ich  es  nicht  mehr  umgehen,  Herrn  W.  zu 
reigen,  dass  er  hierin  in  einem  noch  viel  grossem  I rrtliimi  be- 
fangen ist,  als  bei  seiner  andern  Voraussetzung,  und  dass  es  un- 
begreiflich erscheint,  wie  Herr  W.  auf  einer  solchen  verkehrten 
Ansicht  beharren  kann. 


Herr  W.  denkt  sich  nämlich  den  cylindrischen  Zapfen,  wel-  . 
eher  sein  Lager  nach  einem  beliebig  grossen  Bogen  HDB . 
(T»f.  V.  Fig.  10.)  berührt,  parallel  zu  seiner  Achse  und  zur  Rich- 
tung der  Last  in  sehr  schmale  Balken,  Schienen,  Bretter,  oder 
"ie  diese  streng  mathematischen  Apparate  heissen  mögen,  zer- 


» 


210 


schnitten;  er  nimmt  dann  an,  dass  jedes  dieser  Bretter  durch 
eine  dem  Druck,  welchen  es  auf  die  Bogenfläche  parallel  zur 
Richtung  der  Last  ausiiht,  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft 
aufwärts  gebogen  werde,  und  regulirt  nun  diesen  Druck  so,  dass 
jedes  dieser  Bretter  eine  gleiche  Biegung  erhält.  Er  nimmt  also 
zur  Biegung  aller  unmittelbar  unterstützten  Bretterden 
ganzen  Zapfendruck  R,  und  natürlich  nur  das  Biegungsmoment 
\V  dieses  unterstützten  Tbeiles  BGGB  in  Anspruch.  Durch 
welche  Kraft  soll  denn  nun  die  Biegung  der  beiden  nicht  unter- 
stützten und  auch  nicht  „unendlich  dünnen“  Schwar- 
ten BEG  bewirkt  werden,  da  diese  doch  auch  mit  gebogen 
werden , ein  Biegungsinoment  haben , und  eine  Kraft  zur  Biegung 
in  Anspruch  nehmen?!  Und  wie  wird  es  erst,  wenn  der  Zapfen 
sein  Lager  nur  nach  einer  Geraden  berührt?  Da  ist  nur  das 
mittlere  „unendlich  dünne  Brett“  unterstützt,  dessen  ßiegungs- 
moment  ist  unendlich  klein,  und  da  der  ganze  Zapfendruck  auf 
seine  Biegung  verwendet  wird,  so  muss  es  ohne  weiteres  abbre- 
chen und  mit  ihm  alle  übrigen  nicht  unterstützten  Bretter,  da 
diese  nur  so  nebenher  laufen  und  keine  Kraft  zur  Biegung  er* 
fordern ! ! ? 

Der  ganze  Zapfendruck  R wird  immer  zur  Biegung  des  gan- 
zen Zapfens  verwendet,  also  auch  dessen  ganzes  Biegungsmoment 
in  Anspruch  genommen,  und  dessen  Biegung  ist  immer  dieselbe, 
ob  er  nur  in  einem  Punkt  aufliegt  oder  in  beliebig  vielen;  es  ist 
daher  eine  gänzlich  verfehlte  Speculatnn,  aus  der  Biegung  die 
Vertheilung  des  Zapfendruckes  auf  die  ünterstützungspunkte  be- 
stimmen zu  wollen.  Denn  der  Zapfen  besteht  nicht  aus  Schie- 
nen, welche  nur  an  der  Wurzel  vereinigt,  sonst  aber  unabhängig 
sind;  es  müssen  sich  alle  Bretter  des  Herrn  W.  miteinander 
biegen,  und  es  ist  daher  ganz  gleich,  wie  man  de^i  Druck  R in 
parallele  Componenten  zerlegt  und  auf  die  einzelnen  Bretter  ver- 
theilt; jede  einzelne  dieser  Componenten  wirkt  wegen  der  Cohä* 
sion  dieser  Bretter  auf  alle  Bretter  zugleich,  und  es  kommt  als 
Gesammtvvirkung  nichts  anderes  heraus,  als  auf  der  einen  Seite 
der  Gesammtdruck  und  auf  der  anderen  das  ganze  Biegungs- 
moment. 

Und  eine  solche  Absurdität  glaubt  HerrW.  der  zwölfjährigen 
Vergessenheit  entreissen  zu  müssen,  um  sie  als  eine  Methode 
anzupreisen,  welche  allen  andern  vorzuziehen  sei? 

Auf  das,  was  Herr  W.  am  Schlüsse  seines  Artikels  sagt, 
finde  ich  mich  zu  keiner  weiteren  Entgegnung  veranlasst,  so  wie 
ich  es  auch  dein  Herrn  Referenten  im  Archiv  überlasse,  sein 
Referat  über  meine  Abhandlung,  durch  welches  sich,  wie  es 
scheint,  Herr  W.  getroffen  gefühlt  hat,  gegen  dessen  unberech- 
tigte Angriffe  in  Schutz  zu  nehmen,  wenn  es  derselbe  überhaupt 
der  Mühe  werth  findet,  darauf  zu  antworten*). 


*)  Herrn  Weisbuch  gegenüber,  vorzüglich  nach  den  Proben,  wel- 
che derselbe  von  seinen  Ansichten  über  mathematische  Strenge  und  Evi- 
denz in  seinen  Grundlehren  der  höheren  Analysis.  Braun- 
.scliwcig.  18  49.  gegeben  hat,  findet  der  Referent  dazu  nicht  die  min- 
deste Veranlassung. 

.Bemerkung  der  Kcdaction.  Der  Abdruck  des  obigen , schon 
ziemlich  lange  in  unsern  Händen  befindlichen  Aufsatzes  ist  zu  unserni 
Bedauern  durch  zufällige  Umstände  verspätet  worden. 
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V, 


XIV. 

Zar  Abhandlung  KTr.  XIV.  im  acht- 
zehnten Theil  des  Archivs,  (lieber 
die  Ausgleichung  der  Beobachtungs- 
fehler.) 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger 

an  der  poly technischen  Schule  zu  Carl  srulie. 


Bei  einer  nochmaligen  Bearbeitung  obiger  Abhandlung  habe 
ich  einige  der  angewandten  Betrachtungen  nicht  scharf  genug  ge- 
funden, und  will  desshalb  versuchen,  dieselben  hier  in  genauerer 
Weise  darzustellen,  indem  ich  zugleich  einige  andere  Bemerkun- 
gen beifüge. 

I. 

Die  in  obiger  Abhandlung  zur  Anwendung  kommenden  Sätze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sind  folgende: 

1)  Können  aus  einer  Gesammtzahl  von  möglichen  Fällen  ver- 
schiedene Ereignisse  A,  /?,  C,....  hervortreten,  und  man  kennt 
die  VVahrscheinlichkeiten  a priori  jedes  dieser  einzelnen  Ereig- 
nisse, gleich  a,  by  c,...,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ent- 
weder das  Ereigniss  A oder  das  Ereigniss  li  eintreten  werde, 
gleich  a+6;  dass  entweder  A,  oder  2?,  oder  C eintrete: 
a+6-t-cf  u.  s.  w.  ' 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  wir  darauf 
hier  nicht  eiugehen.  Zur  Anwendung  gelangt  er  in  §.  3. 
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und.  §.  8.,  und  zwar  in  letzterm  unter  Nr.  2.  (S.  164.),  worauf  wir 
«ogieich  nochmals  zurückkommen  werden. 

2)  Ist  7»  die  Wahrscheinlichkeit  a priori  des  Eintreffens  eines 
Ereignisses,  n die  eines  zweiten,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
des  gleichzeitigen  Eintreffens  beider  gleich  ///// ; und  eben  so  hin- 
sichtlich mehrerer  Ereignisse. 

Auch  der  Beweis  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  wir  ihn 
hier  nicht  gehen.  Er  kommt  ebenfalls  mehrfach  zur  Anwendung, 
namentlich  in  den  §§.  0.,  8.,  11.,  u.  s.  w. 

Der  wichtigste  der  vorkommenden  Sätze  ist  aber  folgender: 

3)  Wenn  ein  beobachtetes  Ereigniss  von  verschiedenen, 
ursprünglich  (a  priori)  gleich  möglichen  oder  wahrscheinlichen 
Ursachen  herriihren  kann,  und  man  ist  im  Stande,  zum  Voraus 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  (abgesehen  von  seinem 
durch  Beobachtung  wahrgenommeneri  Eintreffen)  zu  berechnen  unter 
der  Annahme,  irgend  eine  .bestimmte  dieser  Ursachen  bestehe, 
so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  bestimmte  Ursache  beim 
wirklichen  Eintreten  bestanden  habe,  d.  h.  dass  das  beobachtete 
Ereigniss  aus  ihr  hervorgegangen  sei,  ein  Bruch,  dessen  Zähler 
eben  die  Wahrscheinlichkeit,  die  man  zum  Voraus  für  das 
Eintreffen  des  Ereignisses  erhalten  würde,  wenn  man  diese  Ur- 
sache als  bestehend  annähme,  und  dessen  Nenner  die  Summe  aller 
der  ähnlichen  Wahrscheinlichkeiten  für  alle  ursprünglich  gleich 
wahrscheinlichen  Ursachen  ist. 

Es  ist  dies  bekanntlich  der  erste  Grundsatz  der  Wahrschein- 
lichkeit a posteriori,  d.  h.  der  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen, 
geschlossen  aus  dem  Eintreten  eines  Ereignisses. 

Bei  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes  für  unsere  Zwecke  dürfte 
es  nicht  unangemessen  sein,  einen  Beweis  desselben  zu  geben, 
der  dem  von  Baissen  in  den  Re  c h e rc  h e s*  s u r laproba- 
bilite  des  jugeniens  (pag.  81.)  entspricht. 

Denken  wir  uns  auf  einem  Tische  n gleiche  Felder ; auf  jedem  • 
derselben  befindet  sich  dieselbe  Anzahl,  p,  von  Kugeln.-Auf  dem 
ersten  sind  wl , auf  dem  zweiten  7//2,.... , auf  dem  7/ten  m»  weisse 
Kugeln ; der  Best  bestehe  jeweils  aus  schwarzen.  Man  lasse  nun, 
ohne  dass  ein  Besehen  erlaubt  ist,  eine  Kugel  vom  Tische  weg- 
nehmen, wobei  wir  voraussetzeu,  dass  es  dem  Wegnehmenden 
gleich  bequem  ist,  zu  einem  beliebigen  der  Felder  zu  gelangen, 
und  man  sehe  eine  weisse  Kugel  weggenommen.  Die  Frage  ist 
nun  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  dieselbe  gerade  vom  rten 
Felde  komme. 

Man  sieht  leicht,  dass  dieser  Fall  den  allgemeinen  darstellt 
Die  n Felder  sind  n Ursachen , die  alle  gleich  wahrscheinlich 
a priori  sind,  indem  sic  alle  gleich  viel  Kugeln  enthalten;  die 
weisse  Kugel,  die  weggenommen  wird,  ist  das  eiutretende  Er- 
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eigniss.  Die  Schlüsse,  die  wir  also  aus  diesem  Beispiele  ziehen, 
sielten  zugleich  allgemein. 

Abgesehen  nun  von  dem  Eintreten  des  Ereignisses,  wäre  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  man  eine  weisse  Kugel  auf  dem  ersten 

Felde  erhielte : — , auf  dem  zweiten : — , u.  s.  w. 

fi  fi 

Nun  ist  eine  weisse  Kugel  erschienen,  und  man  fragt  bloss 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  sic  vom  rten  Felde  stamme. 
Auf  diesem  sind  mr  weisse  Kugeln,  während  im  Ganzen 

7iin  weisse  Kugeln  vorhanden  sind.  Dass  also  die  erschie- 
nene gerade  eine  jener  mr  sei , ist  die  Wahrscheinlichkeit 


mr 


Mlf  -f-  tll2  •••  4'  Win 


Wir 



*ü.  + ’J±  + ....  + 5L- 

n ti  ‘fi 


welche  Formel  den  Beweis  des  Satzes  enthält. 

Der  Satz  seihst  wird  nun  vielfach  in  der  angeführten  Abhand- 
lung angewendet,  und  es  möchte  nicht  unnöthig  sein,  auf  die  ein- 
zelnen Fälle  dieser  Anwendungen  zurückzukommen.  Zunächst 
in  §.  6.  (S.  157.).  Die  Grosse 

• 

giebt  die  Wahrscheinlichkeit  an,  dass  die  Fehler  vt  , ra, Zu- 
sammentreffen. Sie  ist  eine  Funktion  der  Grössen  x,  y , s, 

und  inan  wird  also  auch  sagen  können,  dass,  unter  der  Annahme 
von  bestimmten  Werthen  für  x , y , 2,..,  sie  die  Wahrscheinlich- 
keit a priori  ausdrücke,  dass  die  Fehler  tj,  v2, erscheinen, 

d.  h.  mit  andern  Worten,  dass  man  für 

(tix  + biy + d.2,x  -1-  b2y  -f 

durch  Beobachtung  die  Werthe  , A/2, linden  werde.  Diese 

Grossen  sind  aller  nun  wirklich  gefunden,  also  ist,  rückwärts  ge- 
schlossen, die  Wahrscheinlichkeit  des  Bestehens  jener  angenom- 
menen Werthe  von  x , y,  2,....  die  Grösse  (lö)  auf  S.  158. 

Sodann  in  §.  8.  (S.  102.).  Die  Betrachtungen  dieses  Para- 
graphen werden  in  Etwas  geändert  werden  müssen,  uni  sie  genauer 
zu  macheu. 

Ist  zuerst  V=aN,  und  nehmen  wir  irgend  einen  Werth  N 
dieser  Grösse  als  den  richtigen  an,  was  theoretisch  (vor  aller 
Beobachtung)  frei  steht,  so  wird  dadurch  auch  V bestimmt.  Ist 
einmal  N angenommen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  a priori, 
durch  Beobachtung  den  Werth  n zu  finden,  also  den  Fehler  N—  n 
zu  begehen,  nach  §.  3.: 
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e-»w—)'dN, 


worin  h noch  unbestimmt  ist.  Da  aber  der  Werth  n durch  Be- 
obachtung wirklich  erhalten,  so  ist,  umgekehrt,  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  der  angenommene  Werth  %N  der  richtige  sei : 


V rr  Ciy 


+OD 

2 


A.  / *rr 


e-kHN-wy  2 e-A*(iv- 


*\s 


worin  das  Summenzeichen  sich  auf  N bezieht.  Daraus  wurde  fol- 
gen , dass  n der  wahrscheinlichste  Werth  von  N und  ist 

(§.  5.) , wodurch  h gefunden  ist. 

Ist  aber  N richtig  angenommen,  so  ist  V = ccN  auch  richtig 
gefunden,  und  obige  Grösse  druckt  zugleich  also  auch  die  Wahr- 
scheinlichkeit aus,  dass  V der  richtige  Werth  dieser  Grösse  sei. 

y 

Da  aberiV=z — , so  ist  also  auch 


( F—ttn)*  q y 
ä*  (F'—an)*^  y 


die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  (beliebiger)  Werth  V gerade 
der  rechte  sei.  Der  Nenner  dieser  Grösse  ist  sie  selbst  also 

ct\  n 

woraus  dann  leicht  die  in  1)  (S.  153.)  aufgeführten  Schlüsse  sich 
ergeben. 

Ist  nun  F ==  iV -f  JV' , so  findet  man,  wie  so  eben,  dass  die 
theoretische  Wahrscheinlichkeit,  man  werde  durch  Beobachtung 
?i  erhalten,  wenn  N der  wahre  Werth  ist,  sein  wird: 

. 

«-*•(»-■>•  8N, 

und  ähnlich 
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für  die  andere  Grosse.  Dass  beides  gleichzeitig  geschehe: 

7t 

uud  da  nun  n und  n'  wirklich  gefunden  worden , so  ist , rückwärts 
geschlossen,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Annahme,  • N uud  N' 
seien  richtige 


c-A*(iV-»i)2— A'*(iV»-n')J 


-A«(iV-i!)a-A'a(tf'-ii')a 


Sind  aber  N und  W*  richtig,  so  ist  es  auch  F(=iV+iV>) 
und  obige  Grösse,  wenn  man  in  ihr  N'  = F— JS  setzt , drückt 
die  Wahrscheinlichkeit  a posteriori  aus,  zwei  (beliebig  angenom- 
mene)  Werthe  von  N und  F seien  die  richtigen,  wenn  man  n 
und  n*  gefunden  hat.  Darum  aber  handelt  es  sich  nicht,  sondern 
Woss  um  den  richtigen  Werth  von  V , was  auch  N sein  möge, 
d.  h.  oh  iV  entweder  diesen,  oder  jenen  Werth  habe.  Beachtet 
man  dies , so  wird  man , nach  dem  ersten  der  oben  angeführten 
Sätze,  leicht  das  in  & 164.  Aufgeführte  schliessen,  wenn  man 
bemerkt,  dass 


e-A*  (iV-n)  3 - A'2  (#'_!»')  * 


jrg— A*(iV—  i»)*-A'a(2V'-n')a 

— 30 


djyd  y 


— 00 


7t 

m 

so  dass  man  also  iü  S.  163.  nur  3F  an  die  Stelle  von  BN*  zu 
setzen  hat. 


Das  Uebrige  ergiebt  sich  sodann,  wie  in  der  angeführten 
Abhandlung. 

Ferner  in  §.  11.  Man  wird  die  dortige  Anwendung  nun 
leicht  ableiten.  Zu  bemerken  ist  nur,  dass  vl9  r2,„  die  wahren 
Fehler  sind,  und  dass  die  bestimmten  Integrale  dieses  Paragra- 
phen nur  von  0 bis  oc,  statt  von  — oo  bis  cd  zu  nehmen  sind, 
indem  h bloss  positive  Werthe  bat. 

U.  s.  w.  in  den  übrigen  Fällen. 
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/ 


II. 

I 


Der  §.  1‘2.  der  angeführten  Abhandlung  muss  durch  folgende 

Betrachtungen  ersetzt  werden. 

* 

Es  bleibt  zunächst  zu  untersuchen  übrig,  welches  der  wahr- 
scheinlichste Fehler  sei,  den  man  begeht,  wenn  man  für  h den 
durch  die  Formel  (31)  gegebenen  Werth  wählt.  Sei  also  dieser 
Werth 


1 _ Vm  ^ 


und  sei  allgemein  h=h‘  -fr,  es  habe  Kt  die  Bedeutung,  wie 
in  §11. 


hm 


J 


• so  ist  * 


A'i(/i/-f2),n^(Ä'+s)2f>c21o~  -f 


die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  richtige  Werth  von  h sei, 

dass  also,  wenn  man  h*  dafür  angenommen,  der  Fehler  z began- 
gen worden  sei.  Setzt  man 


m 


so  ist  obige  Grösse  gleich 


m »n/2»,  s*\  ms  / s\ 

K(l+  ~)  c~* KT*  fo 

771-2  / & x2  \ 

= 02, 


wenn  man  1(1  -f-  j^t)  in  eine  Reihe  entwickelt.  Die  Grösse  z f*^r 

wahrer  Werth)  wird  nothwendig  sehr  klein  sein  müssen,  indem/* 
der  wahrscheinlichste  Werth  ven  h ist;  für  die  zu  beacb* 
tenden  Werthe  von  z wird  man  also  obige  Grösse  täglich  gleich 
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mz* 

Ke-T^Sz 


wtzen  dürfen,  «eiche  Grösse  "also  die  Wahrscheinlichkeit  aus- 
drückt, dass  bei  der  Annahme  A = A'  ein  Fehler  z begangen 
worden.  ° * 


Was  den  Werth  der  Grösse  K anbelangt,  so  ist  er: 


m 


“T 


h'me  2 


m 

h'm  e~2 


/OB 

hme 


m h* 
2 


Was  das  hier  vorkommende  Integral  anbelaugt,  so  setze  man 

h—h'x\l~,  ’ ■ 

1 m 

wodurch  man  erhält: 


/«_**?  A / /9 \n»f l - 

h™e  2 h'2dh=h,m^1tl  f-J  I 


Nun  ist  bekanntlich: 


x2re-z*dx 


1.3.5 (2 r — 1)  Vji 

T — T — ~T  9 


x2r+1e~**dx 


1 

2* 


1.2 


r . 


Gesetzt  nun  m (also  auch  r ) sei  Q^hr  gross,  so  ist 
^«gleiche  z.  B.  Naviers  Differential-  Und  Integralrech- 
HDhg,  zweiter  Band,  Zusatz  IV.): 

1.3.5 ....  (2r — 1) = V2 . (2r)re-r , * * 

1.2 r = \f2rn . rre~r . 

Ist  also  m=2r,  so  ist 


/,^e-r.9r+l 

A-ür+r^  (*)*r+1,.3.._  (2r-l)  v« 

e-r.2r+1y(r)2r+1 
Ay.  V2.(2r)rc~r 


Thcil  XIX. 
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■ T 

wenn  r sehr  gross;  also 

„ 2r^ V2r \Tm 

A' x/'n. V2  ~ A'V  Tr  A'V  75 ’ 


Ist  dagegen  m=2r-fl»  so  findet  man  unter  derselben  Annahme: 

2rfl 

K h,2r+le~  * 2y(2r+l)^+* 

/,/2r+2y  (2)*H** . rre“r 

* . . 1 1 
2e-('-H>  (r  + 2 )r+1_  2e_i  ( : 1 + Tr  )r+' Vr 

y h'V  e~r  h'yf  'lit 


Für  ein  grosses  r wird  man  aber  (1  -f-  ^ )r+ 1 = setzen  könn«. 
so  dass  also  dann 


j. V 2.  V 2 r __  V^2r _V  ^ 

A'  V2tp  ~ AV n~~K\n 


nahezu. 


Man  wird  also  fär  ein  grosses  m : Ä=-rr- — setzen  können,  and 

/*  V 75 

demnach 


\ m 
A'v  75 


»IS* 

e-l&fo 


für  die  Wahrscheinlichkeit  erhalten,  dass  ein  Fehler  i begangen 
wurde,  als  man  A ' für  den  wahren  Werth  von  A nahm.  Daraus 

jLf  |yj 

folgt,  wie  in  §.4.,  dass  das  Mass  der  Genauigkeit  fär  diese 


Annahme  ist,  dass  also  — den  wahrscheinlichen  Fehler  der* 

V m 

selben  bedeutet,  freilich  immer  unter  der  Voraussetzung  eines 

grossen  m.  Daraus  folgen  nun  die  Resultate  des  §.  12.,  die  auf 
. 179.  angegeben  sind. 


III. 


Zu  dem  höchst  wichtigen,  in  §.  17.  bewiesenen  Satze  mögen 
gleichfalls  einige  Bemerkungen  gestattet  sein. 

Die  Gleichung  (50)  ist  richtig,  wenn  man  fiir  to  bloss  Werth® 
anwendet,  die  den  Bedingungsgleichungen  (38)  genügen.  Deno 
es  giebt  nur  in  so  ferne  verschiedene  Wege,  zu  u zu  gelangen,  als 
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/ 


eben  diese  Bedingungsgleichungen  bestehen , die  Grossen  to  (oder 
e)  also  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  so  dass  man  diese 
oder  jene  derselben  zur  Berechnung  von  u anwenden  kann.  Wä- 
ren diese  Bedingungsgleichungen  nicht  vorhanden,  so  gäbe  es 
offenbar  einen  einzigen  Weg , da  sonst  die  Gieichsetzung  der  Re- 
sultate, die  auf  verschiedenen  Wegen  erhalten  wurden,  geradezu 
solche  Bedingungsgleichungen  hervorbringen  würde.  Wendet  man 
aber  Werthe  von  w an,  die  den  Bedingungsgleichungen  (38)  ge- 
nügen, so  ist  es  für  diese  Werthe  offenbar  gleich,  ob  die  (38) 
bestehen  oder  nicht,  was  unsere  Behauptung  rechtfertigt.  Die 
t\x  des  §.  J6.  sind  nun  allerdings  in  diesem  Falle,  sie  sind  es 
. aber  nicht  allein,  da  die  x nicht  bloss  durch  (38).  bestimmt* wur- 
den. Wendet  man  sie  aber  an,  so  erhält  man  den  wichtigen  Vor- 
teil, dass  der  mittelst  dieser  Werthe  erhaltene  Ausdruck  von  u 
der  Art  ist,  dass  er  dasselbe  Resultat  für  u giebt,  welches  die 
bestmögliche  Verbindung  der  unausgeglichenen  Beobachtungen 
batte  geben  können,  während  gerade  diese  bestmögliche  Verbin- 
dung so  beschaffen  ist,  dass  sie  dasselbe  Resultat  [eiebt,  ob  man 
die  unausgeglichenen , oder  die  ausgeglichenen  Beobachtungen 
anwendet,  da,  wie  man  aus  (56),  (57)  und  def  Gleichung  [lx~\ 
=[««]  leicht  schliesst: 

i 

^ (^i » j ••••)  ~ d"  “I"  *r*2  >•  •••)  • 

Zur  Ableitung  der  Gleichung  (53)  kann  man  noch  bemerken,  dass 
die  Differenz 

» fj»”*)  ""9(^1  > ^2  9 * **) 

verschwinden  muss  mit  den  Grössen  Fx , wenn  man  in 

letztere  e an  die  Stelle  von  w geschrieben  denkt.  Sie  wird  also 
aU  Funktion  dieser  Grössen  aufgefasst  werden  müssen  u.  s.  w. 

i 


i 


IV. 


Was  die  Auflösung  der  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate angesetzten  Gleichungen  betrifft,  so  wird  die  direkte  Reth- 
Wtoft,  namentlich  wenn  ziemlich  viele  Unbekante  vorhanden  sind, 
wobl  weitläufig  sein.  Das  Verfahren,  dass  Gauss  zu  diesen» 
Ende  vorgeschlagen,  kommt  so  ziemlich  auf  die  häutig  gebrauchte 
Eliniinationsmethode  heraus,  nämlich  aus  dein  aufzulösenden  Sy- 
steme von  Gleichungen  des  ersten  Grades  ein  neues  zu  bilden, 
das  eine  Unbekannte  weniger  enthält,  u.  s.  w\ , bis  man  endlich 
auf  eine  einzige  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  kömmt. 

i 

Das  Gleichungssystem  (18)  in  6.  6.  wird  die  allgemeine  Form 
der  Gleichungen  enthalten,  welche  bei  den  Anwendungen  der  Me- 
thode  aufzulösen  sind.  Man  bilde  nun  folgende  Grössen: 


15* 
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0 

so  erhält  män  aus  (18): 

+ [nb(l^]  u + = \jjbM.l] > 

[gbc.\]y  + [^rc2.l]z  + [gcd.Y\u  + = [gcM.l\ , 

[ 9bd.l\y  + [gcd.\]i  -f  [gd2.l]u  + =[gdM.  1] , 


Bildet  man  sodann  weiter 
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1 

erhält  man  aus  (/): 

[gc*. 2]z  -f  [gcd.V]u  f .,..=[gcM. 2], 
[<7ci/.2]r  -f  [^.2]«  -f 


llildct  man  nun  eben  so 
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ft 


IO 


ft 

►i 

IC 


ft 

ft 

tC 


ft 


ft 

IC 


^ i 


;a  <Q 

.»!  S* 

ic’^c 
1 — i ta 


IC 


II 

<? 

ft 


co 


ft 

öl 

ic 


si  a 

ft  •'— 1 

.«ST 

s; 

^IC 

I 

«? 
ft 

b 


II 


<ft 

<* 

*c 

.60 


51 

ft. 

Ö 

IC 


*5 

ft 

l« 

ic 


«’S 

ft. 

ic 


ft 

S 

IC 


II 


<ft 

S5 

CO 


ft. 

ft 


II 

I— l 

ft. 

ft 

60 


<ft 

% 

IC 


ft 

ft 

ft. 

'S  lic 

ft  i— i 

.*»  , 
ic.^5 

l— ’i  ft 
ft 

i ic 


% 

tc 


ft 

ft. 

»C 

"t# 


II 

% 

co 


so  erhält  man  aus  (/'): 

u + [ffde. 3]  v -f-  ....=  [gdM. 3] , 
[<yrZe.3]u  -f  [#e23]r  -f  ....  = [^eAf.3], 


(n 


* 

In  welcher  Weise  man  hier  weiter  geht,  ist  klar.  Hatte  id'm 
z.  B.  sechs  Unbekannte:  xt  ytz,u,v,u),  so  wäre  die  letzte 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  to: 

[^.5]ir=b/Jlf.5],  (/,) 

während  zur  Bestimmung  von  v dann  dienten: 
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[ge2 . 4]p  -f  [gef.  4]n>  = [geM . 4] , 

[gef.  4]p  + [gf2.i]w  = [gfM.  4]  ; 

* 

zur  Bestimmung  von  u die  (/"),  zur  Bestimmung  von  x,  y,  x die 
(t),  (0,  (J8). 


Man  siebt  zugleich,  dass  die  sarnmtlichen  Gleichungssysteme 

(/),  (/')» die  Eigenthumlichkeit  beibehalten,  welche  nie  (18) 

hatten,  dass  nämlich  die  Koeffizienten  der  Unbekannten  in  hori- 
zontalen und  vertikalen  Richtungen  einander  gleich  sind. 


‘ Wollte  man  das  Gewicht  von  to  kennen,  so  hätte  man  nach 
10.  den  Koeffizienten  von  [gfM]  in  d?m  Werthe  g'ß'fi]'  zu 

' «uchen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Grössen  [ gaM ],  ....,  [neM] 
tämmtlich  Null  setzen,  da  dies  offenbar  an  dem  gesuchten  Koef- 
fizienten Nichts  ändert;  alsdann  zieht  man  aus  den  Gleichungen 

1 

[96y»/.l]=0,  .....  [geM.  1]=0,  {gßl.\]  = {gßl}, 

. [ycM.2]  = 0,....,[^.2]  = 0,  [gfm]  = [gßl.\]=[gfM], 


w.,  endlich : 


laßt-  5]  = wm . 


so  dass  der  gesuchte  Koeffizient  gleich  fjjfi  jyj  mithin  das 

Gewicht  von  to:  [gf2>5],  Macht  man  so  nach  und  nach  jedes 
Element  zum  letzten,  so  kann  man  die  Gewichte  derselben  leicht 
«halten. 

Hätte  man  endlich  noch  folgende  Grössen  gebildet: 


(X) 


Oer  Beweis  dieses  Satzes  ist  ziemlich  einrach.  Man  bat 

»acfc  J.  15. : 


I 


t 
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[<7"o5] = [g(a* o + ho  + ci«  + VW)*J 

= !7i(ai*o  + *100  + 011«  + ...— iWi)* 

+ 0*(4,2*ro  + *a0«  + c^i«  + ...  — iV4)* 

= [gn*]x o2  + 2[r/a6J.T0y0  + [^6*]y0* 

+ 2[<7ac]ar0:0  + <l[fjbc\y0Zn  + 

: 

■ —(2[gaM]x{)— 2[gOM]y0— 2[gcM]z0  - ...  + [gM*] 

= ^~äj  1 + fra%o  + [jyacjr0  + ...  — [ #/ailf  J I* 

1 

" + ^äc]*o + ••••— i 2 

+ \üblW  + %6clyo-o  + [yc*]z o*  H + [gM1] , 

wenn  man  beachtet,  dass 


Ax0*  + 2ßx0  + C= 


(Ax o+ß)* 
A 


Nun  ist,  in  Folge  der  Gleichungen  (t8),  die  erste  Zeile  Null; 
entwickelt  man  sodann  das  Uebrige  und  beachtet  die  Gleichungen 
(k)  und  ( K)9  so  erhält  man; 


[yVo2]  = I >62.l]y02  + 2[<7Äc.l]y()io  f |>c*  l]x0* 

+ 2[gbd.l]y0v0  + 2[^a/.l]:0w0  + Igd2.!^ 

+ * 

m 

• -2(>6il/.l]y0-%ciir.l]iio- + [tftf’.l]- 


Beachtet  man  wieder,  dass 


Ay02  + 22fyo  + 


^_{Ay0  + ß)2 

7t 


ß* 

A 


+ C, 


ferner  die  Gleichungen  (/),  (£')  und  (K) , so  erhält  man: 


[tfV2]^^2-2]^2  + ?lgcd.2}:0u0  + [>J*.2]if02 

+ 


- 2[gcM.2]z0  - 2[gdM.2]u0  - + [gW. 2]. 

f 
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Wie  man  hier  weiter  sehen  kann,  ist  klar,  so  dass  man  endlich 
erhält : 

worin  n die  Bedeutung,  wie  in  $.15.  hat. 

Da  man  [^p02]  leicht  direkt  berechnen  kann , so  hat  man  hier* 
durch  immer  eine  scharfe  Kontrole  der  Rechnung,  die  bei  Zah- 
leurechnungen  ohnehin  äusserst  nothwendig  ist. 


V. 


ln  der  fraglichen  Abhandlung  ist  der  Beweis  der  Grundformel 
(3),  von  der  Alles  abhangt,  auf  Betrachtungen  gestützt,  die  aller- 
dings in  Frage  gestellt  werden  können.  Schon  im  eilten  Theile 
des  Ar c h i v s Nr.  XXXVI.  (S. 369.  ff.)  hat  Herr  Professor  M a t z k a 
(jetzt  in  Prag)  einen  Beweis  dieser  Gleichung  gegeben.  Die  fol- 
genden Betrachtungen  ruhen  auf  ähnlicher  Grundlage  und  dürften 
als  Nachweis  jener  Gleichung  gelten  können. 


Die  Häufigkeit  der  Fehler  ist  im  umgekehrten  Verhältniss 
ihrer  Grösse;  ein  gewisser  Fehler  v wird  desto  häufiger  Vorkom- 
men, oder  besser  gesagt,  sein  Vorkommen  wird  desto  wahrschein- 
licher sein,  je  kleiner,  desto  weniger  wahrscheinlich,  je  grösser 
er  ist  Allgemein  werden  wir  sagen  müssen,  die  Wahrscheinlich- 
keit eines  Fehlers  v,  der  bei  einer  Beobachtung  soll  begangen 
worden  sein,  sei  eine  Funktion  <jp(c)  dieses  Fehlers.  Hinsichtlich 
dieser  Funktion  wissen  wir,  dass  (<jp(— c)  = qp(c),  so  wie,  dass 
*ie  rasch  abnehmen  muss,  wenn  v wächst,  mithin  ein  einziges 
Maximum  hat  lur  v = 0 , und  zu  beiden  Seiten  dieses  Maximums 
gleich  verläuft.  Jedenfalls  ist  ihr  Werth  Null  für  » = + oo.  Da 

dtp  ( v ) 


ferner  <p( v)  abnimmt  mit  wachsendem  c,  so  muss 


Bo 


immer 


negativ  sein,  in  so  ferne  wir  bloss  positive  Werthe  von  v ins  Auge 
fassen.  Um  nun  m(c)  selbst  bestimmen  zu  können,  wollen  wir 
«machst  UUr  eine  Reihe  von  Beobachtungen  einer  einzigen  Grösse 
J ins  Auge  fassen  und  zugleich  annehmen , cs  seien  diese  Beob- 
achtungen sämmtlich  gleich  gut.  Ist  n die  Anzahl  der  Beobach- 
tungen, sind  ferner  C| , r2,  r»  die  (jedenfalls)  begangenen 

ßeobachtungsfehler,  so  werden  diese  (allerdings  unbekannten) 
Fehler  ihre  Werthe  ändern,  je  nachdem  der  wahre  Werth  der 
Grosse  A sich  ändert.  Welches  der  wahre  Werth  von  A sei, 
weiss  man  nicht;  theoretisch  sind  alle  möglichen  Werthe  von  A 
zulässig,  und  jedem  entspricht  ein  anderes  System  von  Fehlern 

tj  , ra tin  • Die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Felder  sind 

bezüglich  9>(rj), , q>(t'n );  die  Wahrscheinlichkeit  somit,  dass  sie 

sämmtlich  zugleich  Vorkommen : 

n 


qp(r,).g>(r*) , 


i 
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Hat  man  nun  irgend  welchen  Werth  für  A als  den  wahren  ange- 
nommen , so  erlangt  auch  & einen  bestimmten  Werth,  und  der- 
jenige Werth  von  A wird  zu  wählen  sein,  für  den  <P  ein  Maxi- 
mum wird. 

Man  kann  dies  auch  noch  so  betrachten.  Sei  i der  wahre 
Werth  von  A;  at , a2 , ...»  a„  die  durch  die  Beobachtungen  gefun- 
denen Werthe  dieser  Grösse^  so  sind  die  begangenen  Felder:  z—uv 
z — a2,  ....,  z — an  und  die  Grösse 


9>(z  — at)(p(z  — a.z) ...  (p(z  — a„) 


drückt  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  man  statt  des  angenom- 
menen Werthes  z für  A durch  Beobachtung  finden  werde:  av 
...»  an.  Daraus  folgt  nun,  nach  I.,  nachdem  die  Wcrthe  alf  ...., 
an  erschienen  sind,  dass  die  Wahrscheinlichkeit,  z sei  wirklich 
der  richtige  Werth  von  A gewesen,  ist 


tp(z — ax  )(p{z  — Qg) ...  cp(z  — am) 

Z<p(i  — ax)cp\z  — a2) ... <p(z  — an)  * 

worin  2 sich  auf  alle  möglichen  Werthe  von  z erstreckt.  Jener 
Werth  i ist  der  wahrscheinlichste,  für  den  diese  Grösse  ein  Ma- 
ximum ist.  Da  der  Nenner  nicht  von  z abhängt,  so  wird  man  also 
zur  Bestimmung  von  z haben: 

g 

-fo  OfriW**)--  9>(rn)]  = 0, 

d.  h.  wenn  man  bemerkt,  dass  = ....  = = 1 : 


v'M  , , 

9>(e  i)  + 


+ 


<p4(Vn) 

9>(e«) 


(«) 


Je  grösser  nun  die  Anzahl  n der  gemachten  Beobachtungen 
ist,  desto  sicherer  wird  man  darauf  rechnen  dürfen,  dass  unter 
den  begangenen  Fehlern  gleich  viel  (und  bezüglich  gleich  grosse) 
positive  und  negative  Fehler  .Vorkommen,  mithin  alsdann  die 
Summe  vx  -f  ...  -frn  sich  desto  mehr  der  Null  nähert,  je  grös- 
ser n ist  Da  wir  die  Fehler  als  rein  zufällige  annehraen,  so 
wird  diese  Annahme  wohl  gerechtfertigt  sein.  Aber  je  grösser  u 
ist,  desto  sicherer  wird  man  darauf  zählen  dürfen,  dass  der 
wahrscheinlichste  und  der  w ahre  Werth  von  A zusammen  fallen, 
da  wir  uns  dem  wahren  Werthe  durch  Vervielfältigung  der  Beob- 
achtungen offenbar  immer  mehr  nähern  müssen.  Demnach  wer- 
den, je  grösser  n ist,  die  in  («)  vorkommenden  Fehler  Oj,  r9,  •••» 
Vn  sich  immer  mehr  den  wahren  nähern,  zwischen  denen  die 
Gleichung 

Pj  +»2+ + = 0 (ß) 


I 


4 


i 
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besteht.  Eine  Abhängigkeit  darf  zwischen  den  Grossen  ax , a2, 
«„  keineswegs  bestehen,  da  wir  voraussetzen,  dies&  stimmt- 
liehen  Grossen  seien  direkt  durch  Beobachtung,  also  unabhängig 
von  einander,  gefunden.  Wurden  nun  die  zugleich  bestehenden 
Gleichungen  ( a ) und  ( ß ) von  einander  verschieden  sein,  so  könnte 
man  : zwischen  beiden  eliminiren  und  man  erhielte  dann  eine 

Gleichung  zwischen  ax , a2 , «» , gegen  das  eben  Gesagte. 

Damit  aber  diese  beiden  Gleichungen  identisch  seien,  muss 
nothwendig 


y'  (pi) 

<pM 


*00  v(t>n)-UCn’ 


allgemein  also 


w(v) 


«ein,  wo  k eine  negative  Konstante  ist,  indem  und  v von 
verschiedenen)  Zeichen  sein  werden , während  cp  (f)  positiv  ist. 
Setzt  man  also  k= — 2 Aa,  so  ist 


9>'(p)  o£2 

9(c) 


I.qp(r)  = — A2c2  -f  I(c) , 


wodurch  die  Gleichung  (2)  bewiesen  ist.  Von  da  an  folgt  alles 
Uebrige  nun  leicht. 
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De  l’expression  jfoniometriqne  des  racines 
de  l’eqnation  dn  3iemc  degre. 


i'ar 

M.  E.  J.  Björling 

e 

u Westeras  cn  Suedc. 

(Extrait  de  laper^u  des  Transactions  de  I’Acad.  des 
Sciences  de  Stockholm,  Seance  du  9.  Oct.  1850.). 


11  est  bien  counu  que  l’on  a trouve  des  demonstrations  de  b 
proposition  que  les  racines  de  la  generale  öquation  algebrique 
d’un  degre  superieur  au  4iemfe  ne  peuvent  s’exprimer  au  moyen 
de  quelque  fonction  algebrique  des  cocfficients  de  l’equation 
Mais  on  n’est  pas  pourtant  assure  que  cela  ne  peut  se  laire  au 
moyen  d une  fonction  de  quelque  autre  classe,  p.  ex.  d une  fonction 
goniometrique,  logarithmique,  elliptique  etc.  des  coefficients.  Eeut* 
etre  une  recherche  dans  ce  champs-lä  ne  manquerait  pas  d’interet 

VToici  prealablement  une  specialite  de  ce  genre. 

A ce  que  je  sait,  on  n*a  pas  encore  observe  assez  bien  quf 
la  forme  v/cosr  des  racines  de  l’equation  du  3ieme  degre  dans  lc 
cas  special  que  Ion  a nomnie  le  casus  irredu cti bilis,  sa- 
dapte  en  effet  nettement  aux  racines  dune  equatio11 
quclconque  de  ce  degre,  pourvu  toutefois  que,  la  quantite  : 
etant  ou  imaginaire  ou  reelle  et  numeriquement  >1,  Ton  appb(lue 
aux  uotntions 


cos: , arccos((z)) 
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les  definitions , par  lesquelles  on  est  convenu,  il  n’y  a pas  long- 
temp8,  de  fixer  dans  ces  cas  le  sens  de  ces  memes  notations*). 
Ces  quelques  lignes  suivantes  feront  voir  que  cette  assertion  est  bien 
fondee,  et  que  Ton  peut  avoir,  en  effet,  directeinent  et  avec  la 
plus  grande  facilite,  I’expression  convenable,  de  la  forme  dont  il 
s agit , des  racines. 

I.  Afin  de  resoudre  l’equation  du  3ieme  degre 
(1)  a:3  — ox  + 6= 0, 

Ion  peut,  en  pnsant  2ycos:  au  lieu  de  x9  ehercber  toutes  les  va* 
leurs.de  2ycos z qui  satisfont  a l’equation 

f 

%3C08S2  — 2(1^0082  + 6 = 0, 


ou  ä 1 equation 

2y3(cos32  + 3cosi)  — 2erycos2  + 6 =0 , 


ou  meine  a 

(2)  2y3cos3z  + 2(3^  — a)y  cosz  + 6=0, 

<m  bien , en  posant 


Ziß — a = 0 , 


ou  plutot 


cbercher  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  cos:,  ou  m£mc  de 
qui  satisfont  ü l’equation 

2jy3cos3: + 6=0 , 

c.  a d.  toutes  les  valeurs  de  : qui  satisfont  ä l’dquation 

2 COR32  + 6=0, 

ou  (w  omettant  ä present  le  cas  de  a=0)**)  ä l’equation 


cos3z  — 


Vtft 

(Va«)*  ' 


ou,  ce  qui  revient  au  mdme,  ä la  suivante: 


0 


•)  Voir  p.  ex.  les  Actes  de  l’Acaddmie  des  Sciences  de 
Stockh.  pour  l’annde  1847  pag.  275;  Exerciccs  d’Analyse  et  de 
Phy*.  mathcra.  (T.  111.)  de  M.  Cauchy. 

**)  ]|  est  bien  evident,  en  efTet,  que  dans  ce  cas-l&  notre  asscr- 
tiou  ci-dcssus  nc  sc  tronve  pas  nnllcmcnt  en  dcfaut. 

/ 
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j=y3arccos((  — -rr^j-)); 

par  consequent  toutes  les  racines  de  l’equation  proposee  se  trou* 
vent  comprises  dans  le  second  menibre  de  cette  autre: 

(3)  x=2y  j.cosi'/3arccos((— -|7^p-))t. 

% 

2.  Pour  ne  laisser  rien  a desirer  a cet  egard.  nous  allons 
verilier  ä present  qu’en  effet  dans  tous  les  cas,  les  coefficients 
de  l’equation  proposee  dtant  reels  (ci  non  =0),  les  valetirs  de  i 
qde  fournit  cette  formule  (3)  coincident  precisement  avec  les  ei» 
pressions  ordinaires  des  racines  de  l’equation. 


1.).  • 


a etant'positif,  et  — 


. =.  , 6*=«* 
-^y.-numer.  <1  (ou 


(casus  i r r e d u c t i b i I i s ) , 


notre  formule  (3)  donne  immediatement,  comme  ä I’ordinaire, 

0 dt  2kit 


(3') 


-»V  r 


cos 


3 


6 designant 

, lkb 

arc  cos  ( )> 

compris  entre  les  limites  0 et 
et 


Ic  uii  nonibre  pair  quelconque  (0  inclusive), 

$ 


dont  on  obtient  les  diverses  valeurs,  au  nonibre  de  trois,  comme 
on  sait,  en  posant  successivement  2k  = 0 et  =2. 


i 


a etant  positif, 


et  — 


nunier.  > 1 (ou 


4 >27,> 
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comme  en  general,  a etant  numeriquement  >1,  rexpression 
arccos((a))  represente  *) 


Arccos  ± t.log(V^ «2  + 1) 


> t 


notre  formiile  (3)  donne,  a designant  (pour  abreger) (l/sa)i 


x = 


3 • 

• cos  { ,/3arccos((4 l))db*.  V ß‘2+  \f  «2 — 1 1 » 


a savoir,  +1,  selon  que  b cst  negatif  ou 
positif,  , 


3 

= 2^  ^ • cos  j^-Jbi.log  V V a2+ V ß2  — lj 


le  nombre  entier  m**)  etant  pair  (O'in 
clus  ) ou  hnpair,  selon  que  b est  neg.  ou 
positif. 


i 

= ^ J»  ](cosf  J:  t.sin^-)^" \Z~ct1- fV  ß2— -1 


+ \T  Vß2— V cc2—ll 

mit  i • m7t  f ^ 


mit  . . 
cos  -j-  +i.sin  ^ 


(savoir,  le  ineme  signe  avant  la  lettre  i, 
dans  los  deux  termes); 

4 

c.  ä dire,  dans  le  cas  de  b negatif  [puisque  alors 


mit  . . mit 

cos  ± i.  sin  -j- 


est  =((1)))1, 


donfon  obtient  les  trois  valeurs  en  posant  successivement  w = 0 
st  =2] , les  trois  racines  ordinaires : 

(3")  xt  =U  -f  V , .:r2==/W-f|S2V,  *3=jS*U+0V, 


*)  Voir  p.  ex.  le«  Actes  de  l’Acad.  1847.,  pag.  292. 

*')  On  conpoit  bien  que  Ton  pent  n’avoir  egard  ici  aux  valeurs  ntf- 
gativeK  de  m , vu  qu’en  elf  et  les  deux  expressions  double«  ros  (a  f-  b) 
ft  co« ( — a-\rb)  n’indiquent  que  le  m^mo,  Tone  et  l’autre. 
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1,  ß,  ß2  designant  les  trois  valeurs  de  l’expression  ( (1))* * et,  de 
plus, 


u=  Qy~)f  V^+v^=i , v=Qy\[  V^-VrfCi, 

_ *A* 

““  !('/»•  ’ 

et  enfin,  <dans  le  cas  de  b positif  [puisque  alors 


cos  - j-  dt  i . sin  -y  est  = ( ( — 1)  )* 

ou,  ce  qui  revient  ,au  mdme,  = — ((!))!] » les  memes  racines 
affectees  par  le  signe  minus. 


3.). 

« . 

t 

a etant  negatif  (= — A), 

* i 

comnie  on  peut  alors,  pour  plus  de  simplicitä,  presenter  la  for* 
mule  (3)  sous  la  forme 


x—%  i 


«V  *3  • cos  { ya  arc  cos(  (yi)  ) | , 


y designant  — 


(Vs A)i  ’ 


et  que  Ton  a,  en  outre, 

arccos  ( (yi) ) = arc  cos  ( (1) ) ± G —»•log  (y+V“  y2  + l)]*)> 
il  en  resulte  qu’en  effet  la  formule  (3)  donne,  dans  ce  cas, 


x = 2 i\l  5-  • cos  j-j- 


V 


± [|-Uogy  y+V~ y*  + l]  j 


'V  5'  }(COci(V  + !Sin  ±<Vm  -y-)y" y+V^ y®  + 


, • 24*ä  . . 'Zkn 

(cos  g-  -f  »s»n  g- ) (cos  -y  + tsin  — j ) 


..  2knSf— y+Vy®TT 


*)  Volr  p.  ex.  Ies  Actes  de  l'Acad.  1847.,  pag.  293. 
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AjT  TO», 


(savoir,  le  meme  sigiie  avant  la  lettre  i 
(laus  les  deux  termes). 


A ,V  V*’- 
V 

r^i  r ? 


ou  bien , t etant  = cos  ^ -|-  tsin  — : 


v 


2?r 


27t 


x 5-  • ^ (cos  y + isin  -y ) (cos 


2Atc 


. . . 2** 
jr  1 Sin  r| 
o 


)\  y+V  y 


,2-f-l 


E3ft5E 


2jc  '2  ,t 

( COS  y -f 1 sin  y ) (cos  -y 


— äfa.  .TairV -rtV-; /+i| > li  V 

• - t ' 


par  cons^quent,  si  Ton  observe  en  outrc  qu’en  effet 

UB  kjf 

2n  . 2 Tr 
cos  -y  -|- 1 sin  y 

e«t  ane  des  valeurs  de  l’expression  ((l))l 

27t  . 2 TT  2*7t  . . 2£tt 

(cos  a-  + MW T) (cos -J-  ±«10-3-, „ . 

lt  i 

on  retrouve,  aussi  dans  ce  dcrnier  cas,  les  formes  ordinaires  (3") 

V*  '•  - ■ 


desracines,  y etant  toutefois 

3 

Ü=G y+vr»*+r. 


■ *ivvrA-5r‘^f  1 w 

- - **  * ' 


< * 


•mcff  ' ^ •%.  -T» 

■ 


. . 

. . »*  : V,  yt  .7  -*  • •« 


Theil  XIX. 


1!  • '.nti-i..  ><?•£  *.-;V  ■ • > 

‘ ***'  * *&*  Jf'v?  *'■'  V i * L 

■ * 

• f.  % H :»  * * ; 

••V  • * V « 

- -r  A • Vv** 

io  • . r 

.•i  -~S.l  TW-"1  t A * / 

♦ - ‘ v V i-  ^ ’ • 

w ✓ • • • A?-  • 
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Uclbangsaufsabeii  für  Schüler. 


; . l . 

Lehrsatz. 

# ^ 

Von  dem  Herrn  Prof.  Dr.  Sch  Id  milch  zu  Dresden. 

Es  mögen  p0,  p»,  q2>  Qs wesentlich  positive  Grössen  be- 

zeichnen, die  ins  Unendliche  abnehmen,  so  dass  Lim^n=ö  ist 
für  ti  = <x>;  dann  gilt  folgendes  Theorem: 

• f 

- Wenn  von  den  beiden  unendlichen  Reihen 

(?o  + £1  + + 

eo*+ei2  + e2*  + e32  + - • 

die  erste  divergirt,  die  zweite  aber  convergirt,  so  ist 
immer : 

1 = &>  + (1  — ~ Qi) 9^ 

+ (1  — Po)(l  — Ct)(l—  «*)fc  + 

So  findet  man  z.  B.  für 

1 _!  __i  i 

Qo  — 2 ’ — 3 > @2 — ^ 5 i •••«• 

womit  die  obigen  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1111 

I — 1.2  + 2.3  + 3.4+  4.5  + 

was  bekanntlich  richtig  ist. 
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Lehrsatz. 

ß * 

Von  dem  Herrn  Prof.  Or.  Soli  lömilch  zu  Dresden. 

Die  Summe  der  endlichen  Reihe 

i _ . (*•— $9 (m— 3)  , , (m— 3)(#n — 4)(m — 5)  _a 

1 * + 1.2  * + 03  x 

.•  (m-4)(m— 5)(w—6)(m— 7)  Ai 
+ E£34 + * - 

4> 

oder 

$ * 

1 -f-  (m  — 1)^  + (m — 2)$a?a  + (m  — 3)8a:3  + 

4 

worin  £ eine  yollij»  willkührliche  Grösse  und  m eine  ganze  posi- 
tive Zahl  bezeichnet,  ist: 

» 

m 

X r Vl-f  4j+1  , V I -+  4a:  — 1 -|  (2a:)'“ 

* MVf+4*— 1)-  ' ' (Vi  + it  + l)"JVTfS' 


» t 


I 


1 


r 


* 
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Miscellen* 


ln  dem  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werke  des 
Herrn  Professor  Doppler  in  Wien:  „Versuch  einer  Er- 
weiterung der  analytischen  Geometrie  als  Grundlage 
eines  neu  einzuführenden  Algorithmus.  Prag.  1843. 4.“, 
welches  nicht  so  viele  Verbreitung  gefunden  zu  haben  scheint, 
wie  es  jedenfalls  sehr  verdient,  findet  sich  auf  Seite  138.  fol- 
gende gelegentliche  Bemerkung,  die  ich  zu  weiterer  Bekannterer- 
düng  mir  hier  mitzutheilen  erlaube.  G. 


Bekanntlich  haben  schon  Euler,  Lagrange  und  Andere 
allgemeine  Vorschriften  zur  Auffindung  rectificabler  Curven  gege- 
ben. Da  es  mir  aber  scheint,  als  ob  die  nachfolgende  von  den 
bekannten  wesentlich  verschieden  wäre,  so  wird  man  es  entschuldi- 
gen, wenn  ich  sie  hier  in  Kürze  anfiihre.  Ist<p(.r)  eine  solche  Funcboot 

dass  sowohl  <p(x)dx  als  auch  ~^y , d.  h.  deren  reziproker  Werth. 

integrabel  ist:  so  ist  die  Curve,  deren  Gleichung 


ist,  jederzeit  rectificabel,  und  die  Länge  eines  beliebigen  Stöcke 
davon  liefert  der  Ausdruck 
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i=,/j  J <p{x)dx+  ’/a  f 


dx 

<p(x) 


Ist  z.  ti. 


'1 


, qp(or)  = 3cr  — 5 , 

• * 

>o  hat  man  wegen 

4 

t * v/*  = %.*•*— 5a;  i C 


und 


/dx 

37=5  = '/3 1(3^- 


ö) 


und  daher 


• y — *!*3? — %■* — V«  l(3a: — 5)  + C,  ' 

eine  solche  Curve  und  ihr  allgemeines  Integral  des  Bogeus 

• + %|(3a;-5)+C. 

Oder  es  sei 

* 

9(ar)  = sin#, 

« • 

mithin 


/ sin#d#=: — cos#*f-6 


und 


/ 


dx 


= I tang  */2a: ; 


8ID« 

‘kher  ist  die  rectificable  Curve 

# = V^ltang  V*r  -f-  cos  x -f-  C, 


und 


Oder 


also 


\ = yj  tang  %# — cos  # -f-  C. 


9>(a?)=V~pjr , 


y1  r/arV^ pa:  = % Vp  • 4T5 
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* 1 


1111(1 


und  somit  die  rectilicable  Curve 


y~%Vpxx 


und 


* = 2/» 


ln  Nr.  183.  und  Nr.  184.  (S.  137.)  der  Mi ttli eilungen  der 
naturforschenden  Gesellschaft  zu  Bern  theilt  Herr 
R.  Wo If  Folgendes  über  Maupertuis  und  Voltaire  mit,  die 
bekanntlich  gegen  einander  sehr  feindlich  gesinnt  waren: 

Maupertuis  starb  erst  zwei  Jahre  nach  Samuel  König, 
nämlich  am  27.  Juli  1759,  und  zwar  zu  Basel  in  den  Armen  Jo- 
hannes 11.  Bernoulti.  Während  er  im  Todeskampfe  lag,  kam 
auch  Voltaire  nach  Basel,  und  liess  Bern  ou Mi  bitten,  ihn  im 
Gasthofe  zu  besuchen.  Dieser  erzählte  ihm  von  dem  Zustande 
Maupertuis,  und  seinem  sehnlichen  Wunsche,  sich  noch  mit 
Voltaire  zu  versöhnen;  aber  Voltaire  entschuldigte  sich  mit 
seiner  schwachen  Gesundheit,  und  statt  den  Nagel  zu  bedauern, 
den  er  durch  seinen  Doctor  Akakia  Maupertuis  früher  in  den 
Todtenbaum  geschlagen,  liess  der  giftige  Mann  als  Antwort  auf 
die  Einladung  zur  Versöhnung  einen  zweiten  folgen.  Er  fand  näm- 
lich in  seinem  Gasthofe  ein  Bildniss  von  Maupertuis  mit  den 
Versen: 

Le  globe  mal  connu,  qu’il  a s$u  mesurer, 

Devient  un  monument  oü  sa  gioire  se  fonde; 

Son  sort  est  de  fixer  la  figure  du  monde. 

De  lui  plaire  et  de  leclairer; 

welche  er  ihm  selbst  in  den  Zeiten  ihrer  Freundschaft  zu  diesen' 
Zwecke1  geschrieben  hatte.  Diese  Verse  verdrossen  ihn  jetzt,  und 
er  schrieb  auf  die  Rückseite. des  Bildes  die  neuen  Verse: 

Pierre  Moreau  veut  toujours  qu’on  le  loue, 

Pierre  Moreau  ne  s'est  point  dementi : 

t 
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Par  moi,  dit-il,  le  monde  est  applati. ... 

Kien  n est  plus  pl.it,  tont  le  monde  l'avouc. 

• *«  * « i # 

• ♦*  » * 

* 9 fei t b .. 

Dieses  so  von  V oltai  rc  boshaft  besudelte  Bildniss  soll  noch  jetzt 
auf  der  Basler  Bibliothek  aufbewahrt  werden. 

* t , • 


+ , 

• • • 

» , * t * ••  , 

(Jeher  Euler’s  ungemein  grosse' Thätigkeit  äussert  Herr  R. 
Wolf  in  den  Mitthe  i lungen  der  n aturforsehenden  Ge* 
Seilschaft  zu  Bern  (Nro.  201.  202.  S.  53.) sich  fotgendermassen : 

„Wie  Euler  in  56  Jahren  (auch  mit  aller  Hülfe,  welche  ihm 
Fuss,  Kraft,  etc.  während  seiner  17jährigen  Blindheit  mit  wah- 
rer Aufopferung  leisteten)  32  Quartbande  und  13  Octavbände 
selbstständiger  Werke,  — daneben  gegen  700  zum  Theil  sehr  grosse, 
mit  den  tiefsinnigsten  Spekulationen  und  Rechnungen  angefüllte, 
und  alle  Theile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  beschla- 
sjende  Abhandlungen,  w elche  in  den  verschiedenen  akademischen 
Sammlungen  abgedruckt  wurden,  — und  dann  noch  eine  Menge 
wst  gegenw  ärtig  zur  Publikation  geordnete  Abhandlungen  schrei- 
ben konnte,  so  dass  der  jüngere  Fuss  in  seiner  „Nachricht  über 
eine  Sammlung  unedirter  Handschriften  Leonhard  Eulers  und 
über  die  begonnene  Gesammtausgabe  seiner  kleineren  Schriften“ 
die  Anzahl  aller  gedruckten  und  ungedruckten  Schriften  Eulers 
zu  809  Nummern  angiebt,  die  in  einer  Gesammtausgabe  in  Quart 
mindestens  2000  Druckbogen  einnehmeh  würden,  ist  bereits  fast 
unbegreiflich.  Wie  aber  Euler  neben  dieser  schriftstellerischen 
Thätigkeit  noch  Zeit  fand,  als  Lehrer  und  Erzieher  zu  wirken,  — 
graphische  Arbeiten,  Nivellements  etc.  zu  beaufsichtigen , Lot- 
terien und  Finanznrojecte  zu  prüfen,  — Inschriften  auf  Medaillen 
auszudenken,  — Unterhandlungen  mit  fremden  Gelehrten  zu  füh- 
ren etc.,  und  doch  weder  eine  grosse  wissenschaftliche  Correspon- 
denz,  noch  die  Lectur  wissenschaftlicher  und  politischer  Bücher 
u°d  Blätter  * noch  Clavier-  und  Schachspiel,  noch  seine  Familie 
jud  namentlich  die  Leitung  einer  allabendlichen  Hausandaclit  im 
**Mesten  zu  vernachlässigen,  ist  wahrhaft  erstaunenswert!! , und 
Nan  würde  es  nicht  glauben,  wenn  nicht  alle  seine  Biographien 
"Tatsächliche  Belege  dafür  anführten.  Und  doch  schloss  sich 
Erder  den  vielen  Besuchern,  die  oft  aus  weiter  Ferne  zustrüm- 
teo.  nicht  ab,  und  fand  immer  Zeit  Jedem  zu  dienen,  der  sich 
mündlich  und  schriftlich  an  ihn  wandte,  — obschon  die  Zeit  für 
ihn  so  schnell  ablief  als  für  Andere.  Möchte  Eulers  Beispiel 
Alle  beschämen,  welche  sich  immer  über  Mangel  an  Zeit  bekla- 
een,  — namentlich  wenn  das  Anliegen  keine  goldene  Rückwand 
bietet.“ 
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Der  berühmte  Daniel  Bernoulli  fuhr  einmal  mit  einem 
Herrn  Trant,  Academicien-botaniste  de  Paris,  im  Wagen,  ohne 
dass  beide  sich  kannten.  In  Folge  eines  gelehrten  Gespräches, 
das  sich  zwischen  ihnen  entspann,  fragte  Hr.  Trant  seinen  Ge- 
fährten, wie  er  heisse.  „Daniel  Bernoulli,“  war  die  Antwort 
Herr  Trant  glaubte  vexirt  zu  werden,  und  antwortete:  „Und  ich 
heisse  Isaak  Newton.“  Bernoulli  bewies  ihm  nun  durch  \ 
Adressen  von  Briefen,  die  er  bei  sich  trug,  dass  er  nicht  ge- 
scherzt habe,  und  nun  gab  sich  auch  Herr  Trant  als  Herr  Trant  j 
zu  erkennen.  • 


\ 

Druckfehler. 


Theil  XV.  Seite  III.  (im  Inhaltsverzeichnis)  Z.  1.  v.  u.  statt 
„Kegel  segraent“  s.  m.  „Kugel  s e gm  ent.“ 

Theil  XVII.  S.  221.  Z.  3.  v.  u.  in  der  Note  statt  „Sumne‘ 
setze  man  „Differenz.“ 
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XXIII. 

lieber  das  katoptrlsclie  und  dioptri- 
sche  Beleuchtungssystem  für  I^eucht- 

thürme. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Einleitung. 

Die  ältesten  Leuchthürme  wurden  wahrscheinlich  bloss  durch 
freie  Feuer  erleuchtet,  ohne  Anwendung  irgend  eines  besonderen  opti- 
»ebn  Apparats.  Der  berühmteste  Leuchthurm  des  Alterthums  aut  der 
HaJbiu&el  Pharos*)  vor  dem  Hafen  von  Alexandrien,  wel- 
‘Jw  im  Jahre  283  v.  Chr.  G.  von  Sostratus  erbaut  wurde  und 
5-HFuss  hoch  war,  wurde  wahrscheinlich  durch  ein  blosses  Holz- 
iger beleuchtet,  das  14700  Rheinländische  Ruthen  weit  sichtbar 
gewesen  sein  soll.  Freilich  hat  inan  aus  einer  Stelle  des  Pli- 
•ias,  wo  derselbe  von  der  Verwechslung  des  entfernten  Feuers 
■fc  dem  Liebte  eines  Sterns  spricht,  schliessen  wollen,  dass 
“■Wi  damals  Lampen  gebraucht  wurden , doch  ist  so  wenig  Zu- 
sammenhängendes und  Zuverlässiges  über  dieses  von  «len  Alten 
für  ein  VVeitw  under  gehaltene  Gebäude  bekannt,  dass  sich  darüber 
etwas  Gewisses  nicht  sagen  lässt.  Der  Thurm  war  aus  einen» 
«eissen  «ehr  harten  Steine  erbaut,  und  mag  lbOO  Jahre  gestän- 
de« bähen.  Die  französischen  Gelehrten,  welche  Napoleon  nach 
\egypten  begleiteten,  berichten  in  der  „Descrintion  de 
fEgypte“,  dass  noch  einige  Pfeiler  des  Thurms,  vielleicht  die 
Heste  eines  Theiles  der  Gründungen  oder  Vergrösserungen  des 
Plateau’s,  auf  welchem  das  Gebäude  stand,  hei  ruhigem  Meere 
onter  dem  Wasser  sichtbar  sind**). 


*)  Jetzt  Faxilion. 

**)  Ich  entlehne  diese  Notizen  aus  dem  Werke:  Ueber  Lenclit- 
t b b r m e.  N n c li  e ii  g I i * c h e ii  , f r a n z f»  s i * e li  e n und  tl  e n t h c Ii  e n 
(Juelten  bearbeitet  von  A.  lies»,  Ingenieur  in  (iottingen. 
Herl  in  1851.  S.  II.  Nach  der  Eneyclop^die  method  ique.  Mn*- 

Theil  \|\.  17 
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Wenn  man  einen,  besonderen  optischen  Apparat  in  Anwen- 
dung bringt,  so  muss  dessen  Einrichtung  immer  auf  das  Princip 
gegründet  werden,  dass  er  alle  von  einem  leuchtenden  Punkte,  etwa 
von  einer  recht  zweckmässig  eingerichteten  |Lan>pe,  ausgehende 
Lichtstrahlen  entweder  durch  Reflexion  oder  durch  Refractioo 
in  eine  solche  Lage  bringt,  dass  dieselben  sämmtlich  nach  paral- 
lelen Richtungen  Fortgehen,  und  natürlich  durch  eine  geeignete 
Stellung  des  Apparats  auf  jeden  beliebigen  Punkt,  der  erleuch- 
tet werden  soll,  gerichtet  werden  können. 

Die  katoptrischeu  Apparate  bestehen  allgemein  aus  paraboli- 
schen Hohlspiegeln , in  deren  Brennpunkte  sich  die  Lampe  be- 
findet, und  gründen  sich  auf  den  bekannten  Satz  von  der  Para- 
bel, dass  jeder  von  ihrem  Brennpunkte  ausgehende  Radius  vector 
gegen  die  Parabel  unter  demselben  Winkel  geneigt  ist,  wie  die 
durch  den  Punkt,  in  welchem  die  Parabel  von  dem  Radius  vector 
getroffen  wird,  mit  der  Axe  der  Parabel  gezogene  Parallele,  wel- 
cher Satz  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  bekannten  Satze» 
von  der  Ellipse  ist,  dass  alle  aus  dem  einen  der  beiden  Breun 
punkte  einer  Ellipse  ausgehende  Vectoren  von  der  Ellipse  nach 
dem  bekannten  katoptrischen  Grundgesetze  so  reflectirt  werden, 
dass  sie  in  dem  anderen  Brennpunkte  der  Ellipse  sich  sämmtlich 
wieder  mit  einander  vereinigen.  Wer  zuerst  parabolische  Spiegel 
zur  Beleuchtung  der  Leuchtthürme  angewandt  hat,  ist  nicht  ge- 
nau bekannt;  nach  William  Hutchinson  sollen  sie  schon  im 
Jahre  1703  bei  vier  Leuchtfeuern  zu  Bidstone  und  Hoylake 
in  Anwendung  gebracht  worden  sein;  in  Frankreich  soll  sie  Teu- 
lere  zuerst  im  Jahre  1783  empfohlen  haben,  und  von  dem  be- 
rühmten Bor  da  wurden  aus  plattirtem  Kupferblech  verfertigte 
Reflectoren  auf  dem  Leuchtthurnie  von  Cordouan  an»  Ausflüsse 
der  Garonne  angeordnet.  Es  kam»  hier  natürlich  nicht  meine  Ab- 
sicht sein,  die  oben  erwähnten  allgemein  bekannten  Sätze  von 
den  Kegelschnitten  zu  beweisen  und  näher  zu  erläutern.  Es  ent- 
steht aber  die  in  mathematischer  Beziehung  interessante  Frage 
von  allgemeiner  Natur,  ob  die  Ellipse  die  einzige  Curve  ist» 
welche  die  Eigenschaft  hat,  alle  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  durch  Reflexion  nach  dem  bekannten  katoptrischen  Grund- 
gesetze wieder  in  einem  und  demselben  Punkte  zu  vereinigen, 
oder  ob  es  nicht  noch  andere  diese  Eigenschaft  besitzende  Cur- 
ven  giebt.  Da  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  diese  Frage  schon 
völlig  genügend  beantwortet  worden  sei,  so  werde  ich  im  fol- 
genden ganz  im  Allgemeinen  eine  vollständige  Beantwortung  der- 
selben zu  geben  versuchen,  was  in  dieser  Abhandlung  mein  ein- 
ziger Zweck  hei  der  Betrachtung  des  katoptrischen  Beleuchtungs- 
systems ist,  da  alles  Uebrige,  was  über  dieses  System  zu  bemer 
ken  wäre,  allgemein  bekannt  ist,  und  ich  dergleichen  bekannte 
Dinge  hier  nicht  wiederholen  will. 

Dioptrische  Beleuchtungsapparate  sind  zwar  schon  im  Jahre 
1773  vor»  Condorcet,  in»  Jahre  1811  von  Brewster  empfohlen 
worden,  aber  doch  erst  in  Anwendung  gekommen , als  der  be- 
rühmte Fresnel  im  Jahre  1822  seine  sogenannten  Polyzonal* 

rine.  T.  III.  Art.  Pliare.  p.  83.  soll  dieser  Leuchtthurn»  in  de® 
Jahre  der  Welt  470  von  dem  Könige  Ptoleraäus  von  Aegypten  erbaue* 
worden  «ein. 
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Linsen  erfand.  Fresnel  gab  in  diesem  Jahre  über  sein  neues 
Beleuchtungssystem  eine  jetzt  selten  gewordene  besondere  Schrift 
unter  den»  folgenden  Titel  heraus:  Memoire  sur  un  nouveau 
Systeme  d’eclairage  des  phares;  par  M.  A.  Fresnel, 
In  g^nieurau  corps  Royal  des  ponts  et  chaussees.  Paris. 
1822.  4.  Diese  Schrift  enthalt  aber  nicht  das  Geringste  über 
die  mathematische  Theorie  der  Polyzonal-Linsen,  so  instructiv  sie 
auch  übrigens  in  anderer  Rücksicht,  namentlich  in  Bezug  auf  das 
eigentlich  Praktische  der  Beleuchtung  ist.  Eine  andere  "Abhand- 
lung von  Fresnel  soll  sich  in  den  Schriften  der  Societe  pbi- 
loroatique.  Annee  18*22.  p.  123.  befinden,  welche  wahrschein- 
lich mehr  über  die  mathematische  Theorie  enthalten  wird,, die  ich 
mir  aber  bis  jetzt  nicht  habe  verschaffen  können,  ln  den  physi- 
kalischen Lehrbüchern,  auch  in  dem  Treatise  on  Optics  bv 
Br  ewster.  New  edition.  Lon  d on..  1831.  p.  323.,  finden  sich 
nur  ganz  oberflächliche  Bemerkungen  über  die  Polyzonal -Linsen, 
und  selbst  in  der  neuen  Ausgabe  des  Gehlerschen  physika- 
lischen Wörterbuchs  kommt  überdieseiben  nichts  weiter  vor, 
als  die  ganz  kurze  und  wenig  genügende  Notiz  im  Artikel  Brenn 
glas.  Tbl.  I.  S.  1209.  Die  neuerlich  erschienene,  schon  oben  er- 
wähnte Schrift:  Ueber  Le uchtth firme  von  A.  Hess.  Ber- 
lin. 1851.  4.  liefert  allerdings . die  mathematische  Theorie  die- 
ser Linsen  mit  der  ausdrücklichen  Bemerkung  (8.  48.),  dass  die 
entwickelten  Formeln: von  Fresnel  herrühren.  Die  Schrift,  aus 
welcher  Herr  Hess  seine  mathematische  Theorie  geschöpft  hat. 
ist  aber,  wie  es  wenigstens  sch  eint,  das  wichtige  Werk : Account  of 
tfae  Skerry  vore  Light  h o use,  witli  Notes  on  tbe  Illumi- 
nation of  Lighthouses.  Edinburgh.  1848.  von  Alan  Ste- 
venson über  den  berühmten  Leuchtthurm  auf  dem  Skerryvore 
Felsen  auf  der  Westseite  von  Schottland,  welcher  von  dem  be- 
rühmten Verfasser  des  Werks  im  Jahre  1838  erbauet  wurde,  nach- 
dem schon  früher  Robert  Stevenson  den  Skerryvore  Rock  mehr- 
mals auf  amtlichen  Reisen  besichtigt  hatte.  Die  von  Herrn  Hess  ge- 
gebene mathematische  Theorie  leidet  aber  an  grosser  Unklarheit, 
so  viel  sich  urtheilen  lasst,  auch  an  Ungenauigkeit,  so  dass  man 
in  der  That  fast  zweifelhaft  wird,  ob  Herr  Hess  diese  Theorie 
selbst  vollständig  verstanden  hat;  und,  so  gern  ich  auch  das  Ver- 
dienst der  Schrift  in  praktischer  Beziehung  anerkenne,  da  in  der- 
selben Vieles  gesammelt  ist,  was  ohne  dieselbe  der  Architekt  in 
vielen  anderen,  oft  schwer  zu  erhaltenden  Werken  mühsam  Zusam- 
mengehen müsste,  so  glaube  ich  doch  nicht,  dass  die  gegebene 
mathematische  Theorie  irgend  wie  geeignet  ist,  ein  wirklich  kla- 
res Verständniss  der  Sache  zu  vermitteln.  Hierdurch  bin  ich,  für 
die  Sache  selbst  mich  lebhaft  interessirend,  veranlasst  worden, 
zunächst  eine  strenge  mathematische  Theorie  der  Fresnerschen 
Haupt- Polyzonal-Linsen  mit  aller  mir  möglichen  Deutlichkeit  i in 
Folgenden  zu  entwickeln,  um  so  mehr,  da  sich  in  den  gangbaren 
physikalischen  Werken  gar  nichts  irgend  wie  Genügendes  über 
diesen  Gegenstand  findet.  Ausser  der  Theorie  der  Haupt  • Poly- 
zonal-Linsen, die  übrigens  auch,  wie  wir  späterhin  sehen  werdet*, 
als  secundärer  Beleuchtungsapparat  benutzt  zu  w’erden  pflegen,  • 
werde  ich  auch  noch  die  Theorie  der  secundären  Beleuchtungs- 
apparate entwickeln,  die  jetzt  wohl  den  meisten  Beifall  gefunden 
haben. 
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ll. 

Das  katoptrische  Beleuchtungssystcm. 

Nach  dem,  was  in  der  Einleitung  gesagt  worden  ist,  wollen 
wir  also  jetzt  die  folgende  Aufgabe  aufzulösen  versuchen: 

Die  Curven  zu  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  siealle  aus  einem  und  demselben  Punkte 
ausgehende  Lichtstrahlen  nach  dem  bekannten  kat- 
optrischen  Gesetze  so  reflectiren,  dass  sich  diesel- 
ben nach  der  Reflexion  wieder  sämmtlich  in  einem 
und  demselben  Punkte  vereinigen. 

Wir  legen  unserer  Betrachtung  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  der  xy  zu  Grunde,  und  nehmen  die  gerade  Linie,  welche 
durch  den  leuchtenden  Punkt,  von  welchem  die  sämmtlichen  Strahlen 
ausgehen,  und  durch  den  Punkt,  in  welchem  sich  dieselbe*)  nach 
der  Reflexion  an  der  gesuchten  Curve  wieder  sämmtlich  mit  ein- 
ander vereinigen,  geht,  als  Axe  der  x an.  Dies  vorausgesetzt, 
seien  u,0  die  Coordinaten  des  Punktes,  von  dem  die  sänimtlichen 
Strahlen  ausgehen,  und  b, 0 seien  die  Coordinaten  des  Punktes, 
in  welchem  dieselben  nach  der  Reflexion  an  der  gesuchten  Curre 
sich  sömmtlich  wieder  mit  einander  vereinigen.  Ferner  seien  jp, 
y die  Coordinaten  irgend  eines  beliebigen  Punktes  in  der  gesuch- 
ten Curve.  Die  Gleichung  der  Normale  der  gesuchten  Curve  in 
dem  Punkte  (xy)  ist,  wenn  wir  die  laufenden  Coordinaten  durch 
tc,  v bezeichnen,  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie: 

■ i)  ®— .»/=— 1^(“— ■*>• 

• 

und  die  Gleichungen  des  die  gesuchte  Curve  in  dem  Punkte  (xy) 
treffenden  einfallenden  Strahls  und  des  von  derselben  in  diesen) 
Punkte  reflectirten  Strahls  sind : 


2)  j 

Also  haben  wir,  da  diese  Strahlen  nach  dem  katoptrischen  Grund- 
gesetze gegen  die  Normale  in  dem  Punkte  (xy)  unter  gleichen 
Winkeln  geneigt  sind»  nach  einer  bekannten  Formel  der  "analyti- 
schen Geometrie  die  Gleichung: 
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X 


JL  + a* 


i- 


, 

y & •*" 


_JL_  , Sx 

x — b dy 

1 y Bx  / 

a: — o oy 


x — a dy 

Mmrotnian  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen,  so  kommt: 

1 

y ,Bx y y Bx  y 

' öy  x—a*x — &*0y  a: — 6 * VÖy^ 

?a:  y y dx  y s'dx'^ 

~x — a x— b ’ dy  x—a\jdyJ  * 


xc — a 

_ y 


x — b ^ 8y 


woraus  sich 


y_ v_  __  _ r __y M . T— Y, 

: — a x—b  V.a: — « a: — bJ'Kjdy.J 


also 


CÖ=- 


erglebt,  was  offenbar  ungereimt  ist.  Daher  muss  man  in  der  obi* 

Bn  Gleichung  das  untere  Zeichen  nehmen,  und  erhält  also  die 
geude  Gleichung : 


I 


JL_ 


3) 


x — a T dy 

y_ ' 

x—a  * dy 


SL  . 

+ 01 


x — b ' oy 

1 »-&■ 


x — b dy 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 


_y_  , Bx y y_  Bx V_  (Bx \* 

x — a * dy  x—ax — b'  dy  x — b\dyj 

» 

__y__  Bx  _y y_  Bx  y fBxr\ * 

a: — 6 öw  * x — a'x  — b'fhj^x — a'K^dyJ 


By 

also,  wie  man  leicht  findet: 


©’ 


1 — 


y 


-2— 


— a x—b  dx 


—2t-. 


<Fc=l. 


x—a  x — b 
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Lust  man  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  den  in  ihr 
vorkommenden  Differentialquotienten  als  unbekannte  Grosse  aut 
gewöhnliche  Weise  auf,  so  erhält  man: 


oder 


dx 


y , _jl_ 

x — a ' x — 6 


4) 

y 


x — a ' x — b 


* * » 

Man  setze  jetzt 


tanS<p=^41-,.  >taugt=j^ 


und  nehme  q>v  zwar  positiv  und  negativ,  absolut  aber  nicht 
grösser  als  90°,  was  immer  verstattet  ist;  so  ist 

< 

i 

dg tangqp  -f  tan gt/; 

ox 1 — tangqp  tangi/;  ± secqpsec^/  * 

also 

» * 

dy  __  sin(qp  + ty) 

dx~  cos(qp  + ^)dtl 

».■  ’ • *i 

Ferner  ist 

/ , - 

ötangqp ^ a ^ dx  ^ dtangif/  _ fa.  V * 

dx 

also 


oder 


{x — o)?  ’ dx  : , ( x—b )a  v 


ötang<jp_  r~x — 6^\2  >T‘~~a  dx  ^ 

~ v^flJ  * 7 ~ 7fy 

& -y 
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dtangqp 

dtangt^/ 


folglich  nach  dem  Obigen : 


h 

x — b dx 
x—a  * dy 
dx 


y 


X — rt 


y 


x — b 


also 


sin(qp  -f  p)1 

dtangq) tang<p  cos  (qp  -f  i/>)  + 1 a,1S9 

dtangip  tangi/;  * sin(<p  -f  i//) 

cos  (qp  -f-  Tjj)  ± 1 *aog^ 


dtangqp 


ötangi/; 

— cosif/  sin(<p  -f  ip)cos<p  — cos(qp  -f  tj;)siny  sinqp 

tätigt  cos<p  sin(<p  -f  t^)cost fj  — cos (9  + xp)8ini^  sinr// 9 


i i. 


dtangqp sin<jpcosi/>2  sint/s^sinqp 

ötangi//  sini/scosqp2  * sinqp  sini^  * 


also 


ötaug<p sinqpcosi//* 


8tangi/> 


= + 


sinip  cos^ 


** 


Aber 


cHarigqp 


— 2>  ötang^=— ~ 


costp 


cost p 


% 


also 


ßtangqp cosij;2  dcp 

dtangt/;  cosqp'2  dty  ’ 


folglich  nach  dein  V orhergehenden 


dtp simp 

57i.  — T7T 


oip 


sinif> 


oder 


dtp  dip 


sing?  ' sinip  . 
bitegrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten,  so  ergiebt  sich; 
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dty 

sinty  * 


Setzt  man 


i 


was  verstattet  ist,  weil  ^l.c2  jeden  reellen  positiven  und  negati- 
ven Werth  haben  kann,  c=0  jedoch  offenbar  ausgeschlossen  wer- 
den muss,  insofern  C einen  endlichen  völlig  bestimmten  reellen 
Werth  haben  soll ; so  erhält  man  aus  dem  Obigen  nach  einer 
bekannten  Formel  der  Integralrechnung: 


l . tangj  cp2  = I . c2  ^ 1 . taug  J t/;2 


oder 


folglich 


oder 


d. 


i. 


oder 


lang  <1<P2 


l.c2cot  I T|?2 

l.c2tang  i f/2 


i c*cot4jif/a 
lang  ^ 9a=  | x 

lc2 tang  ä 

i 

: ; 

1 — COgff  ) 1— COSlj/ 

1 + cosqp  v J a1~- COSt p 

^ 1 -f-  COS  1/7 


1 — cosqp „1  j:  cost/7 

1 -f  cosqp  C 1 ^costp 


V A'-ftangqp2— 1 ^ yiftangt|;Hl 

V^l-f-tangqp2-!-!  ° V~l +tangi/;a  T 1 

also  nach  dem  Obigen: 

. i 


! 
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I 

oder: 


V >+! 

— n) 

1 

1" 

V »+i 

IÄ) 

a 

i +i 

V Hl 

CAJ 

l±l 

V Hl 

_ «V"»+i 

r=FH 

*+i 

■+»'V  *+(*) 

- 1 ' T • 

2 

± 11 

Legen  wir  nun  den  Anfang  der  Coordinaten  in  den  Punkt,  in 
welchem  die  Axe  der  x von  der  gesuchten  Curve  geschnitten 
wird*),  so  ist  für  x — 0 auch  y = ö,  nnd  nähme  man  nun  in  der 
vorstehenden  Gleichung  die  oberen  Zeichen , so  erhielte  man 
c*=0,  also  c= 0,  was  nach  dem  Obigen  nicht  zulässig  ist;  da- 
her muss  man  in  der  in  Hede  stehenden  Gleichung  die  unteren  Zei- 
chen nehmen,  wodurch  man  die  Gleichung 


t\  1+1 

ft  g.2  ......  ..... 

( y > 

VP— <*> 

)*  + «» 

°)  t*  — / 

«Vh 

f y \ 
<x — a) 

’+»V  l+(A) 

2 

-1) 

erhält  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  weil  für  :r=0  auch 
Jf=0  ist : 


Non  ist  aber  nach  dem  Binomischen  Lehrsätze  lur  der  Null  sehr 

nahe  kommende  Werthe  von  - und  - - -j  •' 

x—a  x — b 


I 

•)  Gäbe  es.  keinen  solchen  Punkt,  so  würde  sich  dies  von  selbst 
*1*  ein  Ausnahmefali  hernussteilen. 

1 \ 


I 


I 
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also,  weil  gleichzeitig  a:=:0,  # = 0 ist: 


( 


m 

Folglich  ist  nach  S)  ■ 


~±  * ) • 
6* 


\ 


» V 


■ »•  ‘-Vitfe)*- »iiVH(A)*tn 

'V>+(Ä)’+ mV '+(*)■->' 


oder 


'!  1 


S) 


ÄjÄ! 

vVi/f  Vh(ä)"+i-' 


welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 

Mau  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

. y . ;f 1 i+(^y+y  : 

=6,*vr >+(^)a+ i»  <y i+(^)‘- 1 1 . .. 

Führt  man  aber  die  Multiplicationen  aus,  so  erhalt  man: 


i \ 


o=  (««+^iV’i<^)a-Vri+(5)5| 


oder: 


« 


(.*  + »•)!  V>+(J;)*- Vr>+(Jj)’l 

= <“■-«"  -V  >+{A)*V  ■+(*)'  I. 
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Quadrirtman  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so  erhält  man 
nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung: 

"*■»+  (A)‘+  (A)’-  (A)’(A)' 

=«=V"i+(A)’Yh(A)' 

und  wenn  man  nun  wieder  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  so  ergiebt 
sich  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung: 

i 

»=  ■*-  l(AJKA)>(A)‘KA),J  j 

+<■’-«*•  (A)'(A)'  ■ ' 

oder 

0=  {(a*  + ^)(~!ray  ' 1 1+G-J 

+ + ä4)(ä)*  - ^ «)’ 1 ti+(^J 

oder 

(a*  — 6*)4y4 

= 8«*6*  t (a4+64)  (*  - 6)*  - 2a*6V  - a)*|  >(*-0)* + ß ) 

+ 8a*6*  |(aH64)  (x  - a)* — 2a*6*(x  - 6)*|  ((*-6)* + y*  > , j 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

8a*6*  ((a: — a)* -f  (a: — 6)*l  . 

y* (a»-62)2  ■ y ' 

% \ 

160*6*  I a*(:r— a)* — 6*(.r— 6)*|  l«*(.r-A)*-6*(jr— a)*: 

— ' 7ß  _ 6*)4 

* < 
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Löst  man  nun  diese  Gleichung  wie  eine  gewöhnliche  quadratische 
Gleichung  auf,  so  ergiebt  sich: 


4 ab 


J»=(-är-gy  I oA[(a:— a)2+(*-*)2]  + (a2+6I)(ar— a){x-l>)  | . 


Für  x=zO  erhält  man  hieraus 

• »• 

y1  = t + ^2)  ± i , 


und  da  nun  für  x = 0 auch  t/  = 0 sein  soll,  so  kann  man  offen- 
bar bloss  das  untere  Zeichen  nehmen , d.  h.  es  ist  • 


y*=  ( ab[(*—a)t+(*^)*]—(a2+b*)(x—a)(x--6)  i » 

oder,  wie  man  leicht  findet: 


t _ * a(x — a ) ~~  b(x—b)  | { b(x — u)  — a(x — h) } 

,)  y _ faa—  **)»  ’ 

welches  jetzt  die  Gleichung  unserer  gesuchten  Curve  in  der  ein- 
fachsten Gestalt  ist. 

* > • 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 


8)  j,*  = 


4a 


6-0 


iliC-O-'r-')'"*- 


Sollen  nun  die  reflectirten  Strahlen  sämmtlich  der  Axe  der  x pa- 
rallel sein,  so  muss  6 unendlich  gross  angenommen  werden,  wel- 
ches die  Gleichung 


9)  y2  = 4a.r  • 

giebt,  und  zeigt,  dass  die  Curve  eine  Parabel  mit  dem  Parame- 
ter 4a  ist,  in  deren  Brennpunkte  sich  also  der  leuchtende  Punkt 
befindet,  welcher  die  Strahlen  aussendet. 

1 ' 

Nimmt  man  den  durch  die  Coordinaten  cr(«  + 6),0  bestimm- 

' « mV  ä 

ten  Punkt,  weicher  in  der  Axe  der  x in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  durch  die  Coordinaten  a,0  und  6, 0 bestimmten  Punkten 
liegt,  als  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  parallelen  Coordi- 
natensystems  an,  in  welchem  wir  die  Coordinaten  auch  durch  x, 

y bezeichnen  wollen,  so  muss  man  in  der  Gleichung  7)  für 

% 


i 


i 

l 

I 


l 


i 


i 
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setzen : 


(«  + 


Also  muss  man  für 


setzen : 


x — ^(rt  — b) 
ar-f  |<a  -A) 


% 


und  für 

♦ 

a(x  — a)  — b(x  — b) , 
b(x  — a)  — a(x  — b) 
muss  man  beziehungsweise  setzen: 


(<*— b) \x—  ^ (ö  + b) } , 

— (a—b)  {ar+|(n  + 6)l. 

Dadurch  wird  die  Gleichung  7) : 

4ab(a-—b)2  {.?-  | (a  + 6) IU  + kj (u  + b)\ 
y ~ : la*  — b*)* 

d.  i. 

4 ab[x2 — 

»*=-  ÖHTW  ’ *“ 

also 


10) 


.T“ 


T 


(0  + *)* 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  die  Curve  eine  EHif^ 
oder  eine  Hyperbel  ist,  jenachdem  a und  b gleiche  oder  unglei- 
che Vorzeichen  haben.  Nun  übersieht  man  aber  auf  der  Stelle 
dass  von  einer  Reflexion  im  eigentlichen  Sinne,  so  dass  iififflli™ 
die  von  dem  im  ersten  Coordinatensysteme  durch  die  Coordinaten 
a,0  bestimmten  Punkte  ausgehenden  Strahlen  nach  der  Reflexion 
an  der  Curve  in  dem  im  ersten  Coordinatensysteme  durch  die  Co 


Digitized  by  Google 


255 


ordinaten  6,0  bestimmten  Punkte  wieder  Zusammenkommen,  nur 
dann  die  Rede  sein  kann,  wenn  a und  6 gleiche  Vorzeichen  ha- 
ben. Daher  bleibt  uns,  ausser  der  Parabel  in  dem  obigen  beson- 
deren Falle,  von  allen  unserer  Aufgabe  genügenden  Curven  nur 
die  Ellipse  übrig,  deren  Gleichung  nach  dem  Obigen 


U) 


l 


2 («  + W 


y 

\fab 


= 1 


ist.  Nehmen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  der  Kürze  wegen 
a und  6 beide  als  positiv,  so  sind  (a -f* 6)  und  V” ab  die  beideu 

Halbaxen  dieser  Ellipse , und  der  Ausgangspunkt  und  Vereini- 

munkt  der  Strahlen  sind  offenbar  die  beiden  Brennpunkte 
en  in  der  Axe  a -f  6 , weil  die  Coordinaten  des  Ausgangs- 
punktes und  Vereinigungspunktes  iin  zweiten  Systeme  nach  dem 
Obigen 


i b. 


] 1 


+ j(o~6)  und  — |-(a-6) 


also 


+ Vi(« + /')!*  — !V"a65»  und  -\  | '/,(a+Ä)l*  — I VoA|* 
sind. 

Unserer  Aufgabe  genügen  also  wirklich  keine  anderen  Curven 
als  die  Parabel  und  die  Ellipse,  erstere  in  dem  aus  dem  Obigen 
Wkannten  besonderen  Falle. 


III. 

k 

* 

Das  dioptrische  Bel eu ch t u ngssy s tcin. 

Haupt  linsen. 

Schon  De  sc  arte«  hat  in  seiner  Dioptrik*)  gezeigt,  wie 
elliptisch  oder  hyperbolisch  gekrümmte  Linsen  zu  construiren  sind, 


*)  Kenuti  De«  Carte«  specimioa  Philoaopliiac : seu  Diasertatio  de 
»inliodo  recte  regendae  rationis,  ct  veri tat i«  in  «cientii«  invcctigandue : 
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welche  alle  aus  einem  und  demselben  Punkte  ausgehenden  Strah- 
len so  brechen,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  sfcmiotlich  unter 
einander  parallel  sind.  Haben  auch  diese  Linsen,  wahrscheinlich 
tvegen  der  Schwierigkeit  ihrer  praktischen  Ausführung,  eine  wirk- 
liche Anwendung  nie  gefunden , so  scheint  doch  eine  kurze  Notiz 
über  ihre  Construction  an  diesem  Orte  nicht  ganz  unzweckmässig 
zu  sein , w eiche  ich  daher  jetzt  geben  will. 

In  Fig.  1.  sei  über  der  Hauptaxe  AB  mit  den  Brenn- 

S unkten  F und  f eine  Ellipse  beschrieben,  welche  zwei  brechende 
ledia,  ein  äusseres  und  ein  inneres,  von  einander  trennt. 
Das  Brechungsverhältniss  für  das  äussere  und  das  innere  Medium 
sei  n : I.  Diesem  Brechungsverhältnisse  sei  das  Verhältnis« 
AB: Ff  gleich , so  dass,  wenn  wir  die  halbe  Hauptaxe  der  El- 
lipse durch  <z,  ihre  Excentricität  durch  e bezeichnen, 

a : e = n : 1 

ist.  Ist  nun  MN  ein  parallel  mit  der  Axe  AB  einfallender,  die 
Ellipse  in  N treffender  Strahl,  so  behaupte  ich,  dass  derselbe 
in  N so  gebrochen  wird,  dass  der  gebrochene  Strahl  NF  durch 
den  Brennpunkt  F der  Ellipse  geht.  Um  dies  zu  beweisen,  denke 
man  sich  die  Normale  KNL  der  Ellipse  in  dem  Punkte  N gezo- 

§en,  so  halbirt  diese  Normale  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
er  Ellipse  den  Winkel  FNf » und  nach  einem  bekannten  geome- 
trischen Satze  haben  wir  also  die  Proportion 

NFtNf  — FK : fK , I 


woraus  sich 

NF  + Nf:  FK  + fK^  NF:  FK \ 

also  nach  , den  Eigenschaften  der  Ellipse 

2u  :2e= a:  c=NF:  FK , 

folglich  nach  dum  V orhergehenden 

NF:  FK=ti:  1 

ergiebt.  Bezeichnen  wir  nun  den  Winkel  MNL  durch  ca.  den 
Winkel  FNK  durch  6J,  so  ist,  weil  MN  mit  AB  parallel  ist, 
co~^.AKN , also  im  Dreieck  FNK  nach  einem  bekannten  trigo- 
nometrischem Satze: 

NF:  FKzzzsinco:  sin# , 
folglich  nach  dem  Obigen  - 

sinm  :sin0=ra:  1 . 

Dioptrien  et  Meteora.  Amstelodumi.  1672.  4°.  Caput  ortavum. 

pag.  107. 
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kt  also  ä)  der  Einfallswinkel,  so  ist  0 der  Brechungswinkel,  wor- 
aus mittelst  des  Vorhergehenden  der  zu  beweisende  Satz  unmit- 
telbar fojgt.  Umgekehrt  wird  also  auch  jeder  aus  F ausgehende 
Strahl  FN  in  N so  gebrochen  werden , dass  der  gebrochene  Strahl 
jtfiV  der  Axe  AB  der  Ellipse  parallel  ist. 

In  Fig.  2.  sei  Alles  wie  in  Fig.  1.,  nur  habe  jetzt 
der  einfallende  Strahl  MN  eine  solche  Lage,  dass  er,  über  N * 
hinaus  verlängert  gedacht,  durch  den  Brennpunkt  F der  Ellipse 
geht.  Dann  ist  ganz  wie  vorher 

NF:FK=n:  1. 


Beieichnen  wir  den  Winkel  MNL  wieder  durch  o>,  und,  indem 
wir  uns  durch  N mit  AB  die  Parallele  NFX  gezogen  denken,  den 
Winkel  FXNK  durch  0,  so  ist  6=Z.AKN , also  im  Dreieck  FNK 
nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze 


NF:  FK  — sinörsinco, 
folglich  nach  dem  Obigen: 


sinrn  :sinö=l‘:n . 

henken  wir  uns  jetzt  aber  die  beiden  brechenden  Media  mit 
einander  verwechselt,  so  dass  das  innere  und  äussere  resnective 
das  äussere  und  innere  wird,  so  ist  offenbar,  wenn  to  der  Einfalls- 
winkel ist,  0 der  Brechungswinkel,  und  der  Strahl  MN  wird  also 
io  iV  nach  NFt  gebrochen , welche  letztere  Linie  nach  dem  Obi- 
gen bekanntlich  der  Axe  A B der  Ellipse  parallel  ist. 

Fugt  man  nun  zu  dem  Vorhergehenden  noch  die  Bemerkung, 
Strahlen,  die  aus  dem  Mittelpunkte  eines  zwei  beliebige 
brechende  Media  von  einander  trennenden  Kreises  auf  diesen 
kreis  fallen,  an  demselben  gar  keine  Brechung  erleiden,  weil  alle 
Halbmesser  eines  Kreises  auf  demselben  senkrecht  stehen,  so 
w‘rd  ohne  weitere  Erläuterung  unmittelbar  die  Wirkung  der  fol- 
gten von  Descartes  angegebenen  Linsen  verständlich  sein. 


ln  Fig.  3.  sei  über  Aß  als  Hauptaxe  die  aus  Fig.  1. 
bekannte  Ellipse  beschrieben.  Wird  nun  aus  dem  Brennpunkte 
* Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen  Halbmesser , der  nur  klei- 
ner als  FA  ist,  ein  Kreisbogen  GH  beschrieben,  so  entsteht 
durch  Umdrehung  der  Figur  um  AB  eine  Linse  GAH  y welche 
J 80  beschaffen  ist,  dass  von  ihr  alle  von  F ausgehende  Strahlen 
I 80  gebrochen  werden,  dass  alle  gebrochenen  Strahlen  mit  AB 
parallel  sind. 

Ferner  sei'  in  Fig.  4.  über  AB  die  aus  Fig.  2.  bekannte 
blhpge,  Uud  aus  dem  Brennpunkte  F als  Mittelpunkt  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser,  der  nur  grösser  als  FA  ist,  ein  Kreis- 
bogen  GH  beschrieben,  so  entsteht  durch  Umdrehung  der  Figur 
Ura  eine  Linse  GAH , welche  so  beschaffen  ist,  dass  alle 
oach  F hin  convergirenden  Strahlen  von  ihr  so  gebrochen  wer- 
«eo,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  sämmtlich  mit  AB  parallel  sind. 

Th«ü  XIX.  18 
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In  Fig.  5.  sei  PQ  der  eine  Zweig  einer  Hyperbel,  welcher 
zwei  brechende  Media,  ein  äusseres  und  ein  inneres,  deren  Bre- 
chungsverhältniss  ?i:l  ist,  von  einander  trennt  Die  Hauptaie  i 
dieser  Hvperbel  sei  AB,  und  F und  f seien  ihre  beiden  Brenn- 
punkte. Dem  Verhältnisse  n:  1 sei  das  Verhältniss  Ff:  AB  gleich, 
so  dass  also,  wenn  wir  die  halbe  Hauptaxe  durch  «,  die  Excen- 
tricität  durch  e bezeichnen, 

| 

, e:a  = n :1 


ist.  Ist  nun  FN  ein  von  F ausgehender,  die  Hyperbel  in  A 
treffender  Strahl,  so  behaupte  ich,  dass  derselbe  in  N so  gebro- 
chen wird,  dass  der  gebrochene  Strahl  NA1  der  Axe  AB  parallel  , 
ist.  Ist  nämlich  KNL  die  Normale  der  Hyperbel  in  N,  so  ist 
bekanntlich,  wenn  NF  die  Verlängerung  von  FN  über  A hinaus  i 
ist , ^PNK—s'fNK,  also,  da  NK  den  Aussenwinkel  ßf 
des  Dreiecks  FNf  halbirt,  nach  einem  bekannten  geometrischen 
Satze: 


NF:  Nfz=  FK:fK , 


folglich 


NF—Nf:  FK—fK-NF  : FR , 


i 


d.  i. 


2 a : l2e  = a : e=NF:  Fh , 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

NF:FK=l:n. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Winkel  FNL  durch  co,  den  Winkel  MSR 
durch  0,  so  ist  0=:j^FRN,  und  folglich  ioi  Dreieck  FNR  nai;" 
einem  bekannteu  trigonometrischen  &atze: 


NF  l FK  = sin0 : sinco , 


also  nach  dem  Obigen 


sinco:sin0  = n:  1. 


Ist  daher  co  der  Einfallswinkel,  so  ist  0 der  Brechungswinkel, 
womit  die  oben  «tusgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist. 

Ist  in  Fig.  G.  nun  PQ  die  aus  Fig.  5.  bekannte  Hyperbel,  und 
steht  die  gerade  Linie  GH  auf  AB  senkrecht,  so  entste 
nach  dem  Vorhergehenden  durch  Umdrehung  der  Figur  um  A» 
eine  nlan- convexe  Linse  GAH , welche  alle  von  F ausgebenden 
Strahlen  so  bricht,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  särarotlicb  W 
AB  parallel  sind. 


Descartes  stellt  a.  a.  O.  noch  manche  andere  hierher  geb°* 

die  aber  zu  weit  von  unserem  e,£en 


rende  Betrachtungen 


an 
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licbeo  Zwecke  entfernt  liegen,  als  dass  wir  uns  hier  auf  dieselben 
weiter  einlassen  sollten,  da  dergleichen  Linsen  doch  schwerlich 
jemals  praktische  Anwendung  finden  werden. 

■ 

Wir  wollen  daher  jetzt  zu  der  Theorie  der  Fresnefschen 
Linsen,  welche  den  Hauptgegenstand  dieser  Abhandlung  ausma- 
cberi6olien,  übergehen,  wobei  wir  wohl  als  allgemein  bckauut  voraus- 
setzen dürfen,  da£s  diese  Linsen  aus  einer  Linse  von  der  in  Fig.7. 
im  Allgemeinen  dargestellten  Form  in  der  Mitte,  und  mehreren 
dieselbe  concentrisch  umgebenden  kreisförmigen  Liasringen  beste- 
hen, so  dass  also  ihre  Theorie  nothwendig  in  zwei  Tlieile  zer- 
fallen muss,  nämlich  in  die  Theorie  jener  Linse  in  der  Mitte  und 
in  die  Theorie  der  dieselbe  umgebenden  Liasringe.  Die  Theorie 
der  Linse  in  der  Mitte  kommt  aber  wesentlich  auf  die  folgende 

* Aufgabe  zurück. 

b 

I 


Erste  Aufgabe. 

ln  Fig.  8.  seien  die  Linie  MM'  und  die  beiden 
in  der  auf  MM'  in  G senkrecht  stehenden  Linie  FH 
Hegenden  Punkte  Fund  N gegeben;  man  soll  aus  / 
einem  in  der  Linie  FH  liegenden  Punkte  als  Mittel- 
l'ünkt  einen  durch  den  gegebenen  Punkt  N gehenden 
Kreisbogen  BB'  von  solcher  Beschaffenheit  beschrei- 
ben, dass  ein  von  F ausgehender,  unter  dem  gege- 
benen spitzen  Winkel  i gegen  FH  geneigter  Strahl  zu- 
erst bei  MM'  und  dann  ein  zweites  Mal  bei  BB'  so  ge- 
brochen wird,  dass  der  bei  BB'  ausfahrende  Strahl 
der  Linie  FH  parallel  ist,  wobei  wir  natürlich  vor- 
aossetzcn,  dass  ausserhalb  der  beiden  Linien  MM' 
ood  BB\  und  zwischen  denselben,  zwei  verschiedene 
brechende  Media,  etwa  Luft  und  Lias,  liegen. 


Au  flosung. 

Man  nehme  den  gegebenen  Punkt  F als  den  Anfang  und  die 
gegebene  Linie  FH  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x eines 
rechtwinkligen  (Koordinatensystems  der  xy  an.  Die  positiven  y 
Zöllen  wir  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  x annehmen,  als  auf 
welcher  der  Winkel  i I iegend  angenommen  wird.  Dies  voraus- 
gesetzt, wollen  wir,  wenn  die  Linie  MM'  von  dem  aus  dem 
Ponkte  F ausgehenden  Strahle  in  E getroffen  wird, 

FG=p,  GE  = (j 

Hetzen,  wo  p nach  der  Voraussetzung  gegeben  ist,  und  auch  r/ 
aus  p und  dem  gegebenen  Winkel  i leicht  mittelst  der  Formel 

1)  r/=/?tangr 

' 18* 


v 
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berechnet  werden  kann , so  dass  wir  im  Folgenden  also  auch  q 
als  bekannt  zu  betrachten  berechtigt  sind.  Die  erste  Coordinale 
des  in  der  Linie  FH,  d.  h.  in  der  Axe  der  x,  liegen  sollenden 
Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  oder  Kreisbogens  sei  r,  und 
t sei  der  Halbmesser  desselben,  wo  r positiv  oder  negativ  sein 
soll,  jenachdem  der  auf  diesen  Kreisbogen  fallende  Strahl  dessen 
concave  oder  convexe  Seite  trifft.  Denken  wir  uns  nun  in  E auf 
MM'  das  Einfallsloth  errichtet,  und  bezeichnen  den  Brechungs- 
winkel in  E durch  «,  den  reciproken  Brechungsexponenteu  für 
Luft  und  Glas  aber  durch  p,  so  ist 

si  ni 1 sine 

sin«  fi’  sin/ 

also  . 

2)  sin«=psini, 

so  dass  auch  a aus  den  gegebenen  Grossen  t und  fi *)  leicht  be* 

' rechnet,  und  daher  ira  Folgenden  als  bekannt  angenommen  w«- 
den  kann. 

Wenn  nun  der  Kreisbogen  BB1 , dessen  Bestimmung  unsere 
Anfgabe  ist,  von  dem  bei  E in  MM*  gebrochenen  Strahle  in  dem 
Punkte  A getroffen  wird,  und  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in 
dem  angenommenen  Systeme  durch  pt , qt  bezeichnet  werden; 
so  ist,  eben  weil  der  Punkt  dem  aus  dem  Mittelpunkte  (f0)  mit 
dem  Halbmesser  r beschriebenen  Kreisbogen  BB‘  angehSrensoll: 

3)  (Pi  — *)2  + yi2  = r2, 

und  ausserdem  hat  man  offenbar  die  Gleichnng; 

4)  ft  - r/ = (pj  ~/>)tang« . 

Setzen  wir  nun 


L. 


5) 


sinö==  (y-p)sing-f  ycos«  ^ 


wo  der  absolute  Werth  von  0 nie  grösser  als  90°  zu  nehmen  ist, 

i_  _ i ti  » L • 4 e • ......  . . n.j:,. 


«u  ucr  duswiuit*  erui  von  a nie  grosser  als  yir’  zu  nenmeni?«» 
so  haben  wir,  weil  der  bei  A ausfahrende  Strahl  nach  den  Bedin- 
gungen der  Aufgabe  mit  der  Linie  FH,  d.  h.  mit  der  Axe  der*, 
parallel  sein  soll,  nach  den  von  mir  früher  entwickelten  allgemei- 
nen optischen  Grundformeln,  die  für  alle  optische  Unteren* 

irl 


* — - — v/ 

chungen  die  geeignetste  Grundlage  bilden,  wegen  welcher 
«,.r  m u _ t-i  V l 


ich 


jedoch  hier  auf  meine  „Optischen  Untersuchungen. 

S.  12. **  verweisen  muss,  die  beiden 


Thl.  II.  Leipzig.  1847.  S. 
folgenden  Gleichungen: 


p = cos« — cos(a  -f  0 ) (cos0 


sin02 


). 


1 


*)  He*«  a.  a.  O.  S.  48.  «ctzt  — =1,5. 


iuzod  t 
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V.  sin02 
1 ~*2  ) > 


oder 


icosa— • ft=cos(a  + 0)  (cos0 


sin02 


), 


6) 


sina 


V,  sin  ft2 
1 “5"  ) » 


also  durch  Division 


1 . 

. . — sina 

* , sina  ft 

/ ) tang(a  -f  0)  = = — j » 

' sv  » / cosa — ft  , 1 

n 1 — — cosa 

P 

mittelst  welcher  Formel  der  Winkel  0 gefunden  werden  kann, 
wenn  man  bei  der  Berechnung  dieses  Winkels  nur  das  Folgende 
berücksichtigt. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 
' . -9Ö°<0<+9O° 

ist,  so  ist ' 

o— Ö0°<tt  + ö<«  + 90°, 

d.  i.,  weil  hier  offenbar  «<i,  also  jedenfalls  «<90°  ist: 


~90°<a  + 0<  + 18O°. 


Daher  ist  a-f-0  immer  zwischen  — 00°  und  +180°  zu  nehmen. 
Ist  nun  tang(a-|-0)  in  7)  positiv,  so  lässt  diese  Formel  keine  Zwei- 
deutigkeit bei  der  Bestimmung  von  a + 0,  und  demzufolge  auch 
m 0,  zu,  weil  dann  a-f-0  nur  zwischen  0 und  +90°  genommen 
werden  kann.  Ist  aber  tang (a-f-0)  in  7)  negativ,  so  kann  a-f-0 
zwei  um  180°  von  einander  verschiedene  Werthe  zwischen  — 90° 
und  + 180°  haben,  die  wir  durch 

u 

iz-f  180° 

bezeichnen  wollen.  Der  erste  Werth  giebt  0=u— a,  und  folglich 
nach  der  zweiten  der  Gleichungen  6): 


sina  — sinn  { cos  (u—  a) 


sin(u  — a)2 


I; 
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der  zweite  Werth  giebt  0=  180°  + («— a),  also  nach  der  zweiten 
der  Gleichungen  6): 


sine  = — sinn  | — cos(m— a) 


V 


siii(«  — «)* 
* .2 


d. 


sina=  sm«  I 


, i sin  (u — a)a 

i { cos(v — a)  -f  ft  y 1 ^ — I- 

* m 

Die  beiden  Gleichungen 

. 4 . t x tTi  sin  (u — c)2 

sina=sinM{cos(« — «)  — f*V  l }» 

. . . v . A / 1 Sln  0* «)*, 

sinc£=sitm  {cos(m — cO  + fty  1 — ^ .} 


können  aber  offenbar  nicht  zugleich  erfüllt  sein,  und  man  muss 
also  im  vorliegenden  Falle  den  zwischen  —90°  und  -fl80°  liegen* 
den  Werth  von  ct-f-0  nehmen,  durch  welchen  die  Gleichung 


sina=sin(«  -J-  0)  (cos0  — p 


VH 


sin0a 


) 


erfüllt  wird,  so  dass  folglich  bei  der  Bestimmung  des  Winkels 
a-fö,  und  also  auch  des  Winkels  0,  mittelst  der  Gleichung/) 
nie  eine  Zweideutigkeit  bleiben  kann,  wenn  man  die  vorhergehen- 
den Kegeln  befolgt. 

Aus  der  Gleichung  7)  erhält  man  auch: 


1— tang(«+fl)  ;(«»—»-) 

1 +tang(«+6)  1 . ’ 

J (eosa  + sma) 


8) 


Auch  ist 


tang{45° — (a-f-0)} 


V2 

— siff(45«~c) 
* 

V2 

1 — — cos(45°  — a) 


tanga  -f  tang0 
1— tangotang0 


— sin« 


1—  — cos« 
f* 
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also 


9) 


tang#  = 


ftsina 
1 — ficoscc 3 


«eiche  Gleichung  gar  keine  Zweideutigkeit  bei  der  Bestimmung 
des  zwischen  — 90°  und  -f-90rt  liegenden  Winkels  ö zulässt,  und 
daher  den  Vorzug  vor  allen  (ihrigen  verdient. 

Da  g.  der  reciproke  Brechungsexponent  für  Luft  und  Glas  ist, 
so  ist  fi<l,  weshalb  man  den  Hülfswinkel  qp  mittelst  der  Formel 

■ 10)  cos<p=ficosa 
berechnen  kann.  Dann  ist  nach  9): 


11)  tang0=  J***-  , 
2sin  y (p2 


woraus  zugleich  erhellet,  dass  tang#  immer  positiv  ist,  also  6 
zwischen  ö und  +90°  liegt. 

Auch  ist 

• /«—  pVinoe2 

SID  1 -f-  tangö2  fi2sina*  f*  (I  — ficos«)2 

fi2sina2 

1 — 2fl  C08CC  -f  fl 2 / 


folglich,  indem  man  zugleich  berücksichtigt, 
8in6:taog0  ist: 


sin©  = -7==%=== 

V 1 — 2ftcosa  4*  f** 

. 1 — ucosa 

COSÖ  — 

V 1 — 2ficosa  -f  ft2 


dass  cosö  = 


Hat  man  0 mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  gefunden,  so 
lassen  sich  ferner  r und  r auf  folgende  Art  bestimmen. 

ln  5)  haben  wir  schon  die  Formel 

. (r — /?)sina  4-  flcosa 


gefunden.  Da  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  der  Punkt 
zV,  durch  welchen  der  gesuchte  Kreisbogen  gehen  soll,  gegeben  ist, 
*o  ist  die  Linie ' GN  eine  gegebene  Grosse,  die  wir  «durch 
ö bezeichnen  wollen.  Dann  naben  wir  offenbar  die  Gleichungen 
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FN=p  + w,  J7V=r  + r; 

« 

aus  denen  sich  die  Gleichung 

p + ö=r  + r 

ergiebt.  Also  ist  r — p = ö—  r,  und  folglich  nach  dem  Obigen 


sinö;=  (m— ^sinc-l-ycosg 
♦ r 


woraus  sich  zur  Bestimmung  von  r die  Formel 


l«v  (osintt  -f-  qcosa 

T sina-f-sinÖ  9 


oder 


14)  r = 


G)sin«  -f-  y cos  et 


2 sin  (a -f  Ö)  cos  fcj  (a — 0) 


oder  nach  1)  auch 


15) 


(jsina  4-  pcostttang/ 

2 sin  (a  + 0)cos  i (a — 0) 


Formel*  ^UF  ^es^,mrnun5  r man  nach  dem  Obigen  die 


d.  i. 


r rr  ..  . - ösino  + ^cosa 

r— o — r=p  + G) ; - , 

sina  -f  sind 


16)  r=p+"sine-»c°i5, 

r sina  -f-  smö 


oder 


17)  r=p  + 


G>sin0  — f/cosct 


2sin  ^ (a + 0)  cos  ö («—0) 


oder  auch: 


18)  r=»  + <Jsin9— pcosctangi 

2sin  j(«-H)cos^(a-0) 
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Zur  Bestimmung  von  pl , fjx  hat  inan  endlich  nach  dem  Obi« 
gen  die  Gleichungen: 

(Pi~ *)2  + ft2  = r2,  qi  -q  = fa— p)tanga . 


Weil 


Pi  — f>=(9i—  7)cot« 


i 


ist,  so  ist 

I (9i— ?)cota  - {t—p)  }2  -f  { {qx— q)  + q i2=r2. 


oder 


{qi  — q)*coseca2  — 2 { (r  — /?)cota  — q | (qx  — q) 
= rz  — {t—p)2—  v2  > 


(9i~V)2— 2{(r— p)cosa  — ^sino}^  — y)sina 
=|r2  — (r — p)2— -92}sina2. 

Bestimmt  man  nun  aus  dieser  quadratischen  Gleichung  ql — qt 
und  berücksichtigt,  dass 


Pi—P_fh—9 
cosa  sina 


\ 


ist,  so  erhält  man 


19)  L 

1 cosa  sina 

= (f — p)cosa  — ^sina  iV  r2 — {(f—  /?)sina-fflcosa}2 . 
Weil  aber  nach  16) 


»sind  — ^cosa 
sina -f- sind 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


# v . (ocosa  — osinaVind — q 

(r_p)coso_,8ma  = siDg^fsinÄ 


(r  — p)  sina  -f  flcosa 


(G)sina-(-9cosa)sind . 
sina -J- sind 


I 

] 

l 


1 

I 


I 


i 
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und  weil  nun  nach  13) 

•% 

CJsina  -f~  f/cosa 

sina  -f  sinö 

ist,  so  ist 

**-  t (r_p)sin„  + 9COSO  p = (g£in«  + 9coSc)W 

(sina  -f-  sinö)2 

also  nach  19): 

i 

Pi  —P—  9i— ? 

cosa  sina 

_ (oicosa  — ffsinopsinfl— <7  ± (ösina-f  £coaa)cosö 

sina  -f  sinö  ’ 


d.  i. 

20)  Pl  ~~P  _ ft  — </_  «sin(Öjb«)  — yll  + cogCö+a)) 

' cosa  sina  sina -f  sinö  * 

also 


21) 


oder 


22) 


Pi  — P 

cosa 


ft  — 9 
sina 


G)sin(ö  -f  a)—  2ysin2'  (Ö  -f  a)2 
2sin  ^ (0-f  a)cos^-  (Ö — a) 

|Ösin(Ö — a)  — 2ycos  ^ (ö  - a)2 


Pi—  P 

cosa 


ft  — <7 
sina 


( 2si  n ^ (ö  + «)cos  i (ö  — a) 


<«)  cos  2 (ö+a) — ^sin  (Ö  + a) 

cos  ty  (ö— a) 

Ösin  tj  (ö— a)  — g-cos^  (Ö  — a) 


sin  cj  (ö  + a) 


wo  es  sich  nur  noch  fragt,  welchen  der  beiden  Werthe  von 
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Pi  — p jt  — y 

cos«  sin« 


man  zu  nehmen  hat. 

Weil  nach  13) 

cäsinc-f  ffcostt 

r sina  + sin  Ö 

■ 

ist,  und  5,  7,  sin«,  cos«,  sind  positiv  sind,  da  «,  6 zwischen  0 
und  90°  liegen,  so  ist  r positiv,  und  der  einfallende  Strahl  trifft 
also  jederzeit  die  concave  Seite  des  Bogens. 

Das  Product  der  beiden  Werthe  von 

P\~P  __  <h—q 
cos«  sina 

J» 

ist  nach  M) : .•  . 

\ (t — p)  cosa  — ^sin«  j2  { (r — p)sin«  -f  r/cosa  }2  — r2 

» 

Wenn  nun 

(r — p)2-j-q2 — r2<0 


ist,  so  liegt  der  Punkt  (pq)  innerhalb  des  gesuchten  Kreises  und 
das  obige  Product  ist  negativ.  Also  haben  die  beiden  Werthe  von 


Pi  ~P__  <h  ~9 
cos«  sina 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  man  muss  io  diesem  Falle  für 

Pi  —P_  9i— 9 ’ * 

cos«  sin« 

offenbar  denjenigen  der  beiden  Werthe  dieser  Grösse  nehmen,  wel- 
cher positiv  ist* 

Wenn  ferner  , 

(r-p)2  + ?2  — r2>Ü 

ist,  so  Hegt  der  Punkt  (pq)  ausserhalb  des  gesuchten  Kreises 
und  das  obige  Product  ist  positiv.  Also  haben  die  beiden  Wer- 
the von 

Pi~P  - 9i  — 9 
cos«  sin« 


1 


I 
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gleiche  Vorzeichen.  Die  Natur  unserer  Aufgabe  fordert  aber  io 
diesem  Falle  offenbar,  dass  die  Werthe  von 

V\  ~P  _<h~  9 
cosa  sina 

beide  positiv  sind,  und  der  grösste  dieser  beiden  Werthe  wird 
augenscheinlich  immer  der  richtige  sein. 

Im  Allgemeinen  kann  man  daher  sagen,  dass  man  für 

Pi  —p_  iiszS 
cosa  sina 

immer  den  grössten  der  beiden  obigen  Werthe  dieser  Grüsse 
nehmen  muss. 

Denkt  man  sich  durch  Umdrehung  der  Figur  um  GN  eine 
plan-convexe  Linse  beschrieben , deren  Dicke  in  der  Mitte  durcfe 
die  gegebene  Grösse  ö bestimmt  wird,  so  bestimmt  p\—p  ihit 
Dicke  und  ihre  halbe  Breite  bei  dem  Punkte  A. 

Weil 


r = 


«sina  -f  9000a 


sina  + sind 


, sina  = fisim,  9=/?tangi 


ist,  so  ist 


oder 


Aber 


fi « sin/  j p tangi V~ l—fi^int3 
r fisin i -f  sind 


fi«  cost  + pyf  1— fiVmi2 

ficosi  -J-  sindcoti 


1- 


sina2 


cosi 

coti  = —7—.  ■— 

suu  sina 


,2 


V fi3 — sina2 


sina 


also 


sindcoti  cs 


ftsina  V fi2— sina2 


V 1 — 2fi  cosa  ft*  sina 

fiV  fi2— sina2 
\f  1— 2ficosa  + fi2 
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Lässt  man  non  i sich  der  Null  nähern,  so  nähern 

^ * * * 

cos i und  — piPsini2 

sich  beide  der  Einheit  als  Gränze.  Weil  aber  sinam^sini  ist,  so 
nähert  auch  u sich  der  Null , und  sind  cot*  nähert  sich  folglich 
nach  dem  Obigen  der  Gränze 

ft* ft* 

\rx— + ft' 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  ft<l  ist.  Bezeichnen  wir  nun 
die  Gränze,  welcher  r sich  nähert,  wenn  t sich  der  Null  nähert, 
durch  q,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar 


also 


n_  P<*+P 
ft* 

ft  _j_  tz — 

n l — fi 


(1— ft)(ft«+  P) 
____________ — , 

ft 


23)  * = (l-|»)<0  + f), 

oder,  wenn  "wir 

24)  , = 


setzen : 


25)  e = +ft»==(ft/—i)(^  +7p). 

r ft 

Weil  r=p  -f- <*) — r ist,  so  ist  im  vorhergehenden  Falle 

tf=J»  + Ö-(l—  /*)(«  + £), 
aha 

26)  r = ftö  + Ci—  ~)p 

ft 

oder 


27)  r=~+(2-fOp. 

Diese  letzteren  Formeln  gelten  für  Linsen  von  obiger  Form,  wenn 
nur  die  ganz  nahe  bei  FH  einfallenden  Strahlen  nach  ihrem  Aus- 
tritte aus  der  Linse  mit  FH  parallel  werden  sollen. 
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Die  leichtesto  Berechnung  der  Grossen  r,  r,  plf  qL  scheinen 
die  folgenden  Formeln  zu  gestatten: 

28) 

sina— fisin  i; 

cosqp  = ftcosa , tang0  = — — ^ — (0  < 0 < 90°) ; 

2sin  ^ <p2< 


Qsincr  *f  pcosatangi 

r—  j j 

2sin  ^ (a  + 6)cos^ («— 0) 


, — . ösin0 — »cosatangi 

r = p + ö— + 1 £ — s — ; 

2sin  ^ (a  -f  0)cos  ^(«— 6) 

( ö cos  ^ (0+a)— psin  ^ (0  -f  a)  tangi 


} COS  T (0 — Cf) 

Pi  1 

cos«  sina  ]_  . 1 en  s 

lösin  2 (0 — et) — pcos  ^ (0 — a)tangt 


v sin2  <?  + “) 

indem  man  für 

Pi  —P__<h—9 
cos«  sina 

immer  den  grössten  Werth  nimmt 

Man  kann  auch  noch  einen  Hülfsvvinkel  ro  berechnen,  durch 
welchen  die  vorstehenden  Formeln  auf  folgende  noch  einfachere 
Form  gebracht  werden: 
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sincr  = fisint ; 


29) 


cos9=f«cosa,  tangÖ 


fisina 


(0  < d < 90°) ; 


tango)  r=£  tangi; 

öisin(«  -f-  cü) 

r-  j f 

2cos  oosin  ^ (a  + ^)C082  ^ 

f=P  + ö — r; 


Pi-P 

cos« 


91—9  __ 

sin« 


G)cos  | ^(d-f  a)  + G>} 

rz  r 

cos  co  cos  2 (0  — «) 


üsinj  ^(0 — « ) — oo} 
cos  w sin  g-(ö  + «) 


> 


für 


9i  — 9 
cos«  sin« 

immer  den  grössten  Werth  genommen. 

Nach  Fresnel  wird  man,  um  die  Aberration  der  Strahlen 
möglichst  zu  beseitigen,  am  besten  r und  r für  i=0  nach  den 
Formeln  23)  und  26)  oder  25)  und  27) , und  ftir  den  äussersten , 
Gränzwerth,  welchen  man  dem  Winkel  i zu  geben  beabsichtigt, 
nach  den  Formeln  29)  suchen,  worauf  man  zwischen  den  beiden 
auf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  von  r und  ebenso  zwischen 
den  beiden  auf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  von  r das  arith- 
metische Mittel  nimmt.  Dicke  und  Breite  der  Linse  am  .Rande 
wird  durch  pY  und  bestimmt,  welche  Grössen  nach  den  in  29) 
sich  findenden  Formeln  berechnet  werden. 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  ersten  Glieder  der  Reihe  be- 
stimmen, in  weiche  sich 

(i  5 cos«  + p V"  1 — ju-Vm«“2  . 
r ftcost'-f- sind  cot« 


entwickeln  lässt. 
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Weil 


sina=:psiiu,  sinÖcot*  sr 


. fiV  p2 — sine8 
\f  \ — 2/tcosg  -|-  ju.2 


ist,  so  ist  für  t=0  in  einer  bekannten  Bezeichnung,  wie  wir 
auch  schon  aus  dem  Obigen  wissen : 

(r)  — (Lz jOCggjtjg 

Setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 

P=ftö>cosi+/)Vrl — /Ain*2, 

Q=ftcosi  + sinöcoti; 


also 


so  ist 


v * 


dQ 

dr  *Bi  ~ 0l- 


di 


Q2 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet 


und 


dP  . .fiocost  + wV  1— lAiinT2- 


d.  sinflcoti 

“äT 


Cff 

• 'f'. ; 


. /Li (ft2— sing2)  -f  (1 — 2jU.cos«-f  ft<2)cosß: 

177  ..  (1  — 2/iCos«  + p2)  V\ft2  — sing2)  (1  — 2ficosa  -f  /i2)  ^ 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

da  . ctar  cos* 

COSagrr^COS»,  J{  = fi  — 

ist: 
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ö.sinöcoti 

di 


i **•!  « ’i  *«  * •!*'%  .« 


(iH&ngacosi 


ferner  ist 


cosct— ft^cosc-f  |H3 


(1  — 2ficosa  -f  (i2)^ (fi*r-8ina2)(l — 2^cos«-f-f**)  * 


dQ  ...  c.sinöcoti 

ar=-r"m  + 


Für  i=0  ist 


• « 


- 'l  1 » 

(P)—t»><*+P*  i(sköeptO-^=|-^ , ((?)= 

ft  /''3.sin0cote'>v  . /'8Q'\  _ 

UrJ=0’  L— sr-J=o.  0#)=®» 

also  nach  dem  Obigen 


^1-0. 


Weil 


r * «f  i 


i 


Ir*  * .'ftn  I f : fi 


ÖO-«-  ÖÖ=« 

• V * * 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet :e 


. :(;■!  ;s  : *, 


rS*r-\  .WCsr):~  (PlCw\).  y 

K.SP  J - “7Ö?  ' } 

erhält  man  aus  dem  Obigen  sogleich : 

0®P  . ftpcost -f-öV~  1 — u2sint* 

-ra-=S  — ftC081  r- • 


ar* 


V 1—  ft^sini* 


uoin/  1 1 fip  cosi  + 5 V 1-^sint«/ 

; V 1—  fi*sini*  I 


voraus  sich  auf  der  Stelle 


«...  : r .j 


p»l."  . 


=— + «) 


«rgiebt. 

Thei!  XIX. 


19 
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Setzen  wir  ferner 


also 


so  ist 


dP' 

~BT 

dQ 

di  : 


jP'ssV" ft®— -sin«*, 
Q'srV^  1— 2f4coso-f  p®; 

% 

P’ 

sinö  coti  es  fi  jj,  ; 

$ 

sinacosa  da 

V f*® — sin«*  ö* 


jtts’ma 


da 


V 1—  2ftcosa*f  ft® 


also 


(*£>-•  Cf>» 


und  folglich 

ö®.sinöcotf“ 


Cd®.sin0cotr^\ 

dP  J “ 


«"(SD-mCS) 


m 2 


d.  i.  nach  dem  Obigen: 
'd®.sinöcot 


C9®.sinöcot^ 

di2  J ~ 


(i-p)2 

Leicht  erhalt  man  aber  aus  dem  Obigen: 
d2/>  sinacosa  ö®a  f*®cos2a  -f-  sina4  /'da' 


di2  y/~ (i?  — sina®  (ft® — sina2) V" ft® — sina® 

♦ , . . 

also 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 


»•© 
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ö2^ fisina  82a 

d?*  \f  J — 2ficosa  + f4* 

(1— 2ficosa  + fi2)coscr--fisina2  /"Scfx2 

' ^(1 — 2ficosa-ffi2)Vr  1 — 2ftcosa-f  ft2  vöi-/  • 


jusina 


c2« 


V 1 — 2/ic os«  + ft*  ^ 

-I-  u — • - ■ " ■ • ■-  ■ 

(1  — 2f4  cosa  -f  fi2)  V^l  — 2ficosa -f-fi 


(1  -f  fi^costf  — fi(l  -f  coscc2)  S~dct~\% 

— 2ucosa+u2 


also 


_ ft8 

v.012 

Daher  ist  nach  dem  Obigen : 


Co2,  sinöcoti*^ 

8?  J 


ü!e(Li£)l±fi3 

**  (W)*  ’ 


und  weil  nun 


ist,  so  ist 


also 


d.  i. 


Q=(icosi  -f  sinÖcoti 


. c^.sinöcoti 

-0S* = — #*cost  H w , 


• r8*^-  „ 

Lei*-/-  ^ **•  (i — #*>»  ’ 

* 

fv2Q  _ (1— f0’+ pQ— (*)*+ f*4 

VJPj“  **  (!-(*)* 


od« 


r^Q~\  _ (i-rt1 + i*4 

<*  (1 — ft)*  • 

> 

Mso  ist  nach  dem  Obigen: 

roV^\  — ft(l~ft)2(ft^+S) 

v9iV  ft(l  — ft) 


J9* 
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oder 

^3  V\  _ ji6ü  -f  { ft*-f  (1— 

, V^M  •**(*— /0 

■ 

, • ' 

oder  auch 

« 

\.dpj~  • f*(l — ft) 


Nach  dem  Maclaurin’schen  Theorem  ist  also 

» , 

(1—fi) (/*«-!-/>)  , {(1— fi)2  + g4Kf*«-fp)— Kl—  f02(f*p+ö) - 

r= — _ + 

4 .*•  ■*. 

oder 


(1— ft)(u«+/))  . >6tt  +{ 1—  2/i(l— 

r=  _ + — 2mi-V)  ■ 

. » » • 

Wenn  man  also  * 

• • • • 

(1  -g)Qi<5-fp) 

r 

setzt,  so  vernachlässigt  man  erst  Glieder/  die  in  Bezug  auf  i von 
der  zweiten  Ordnung  sind. 


Wir  wollen  nun  zu  der  Bestimmung  der  Glasringe  übergehen, 
welche  die  vorher  bestimmte  mittlere  Linse  concentrisch  umgeben 
sollen,  und  schicken  der  Aufgabe,  auf  deren  Auflösung  es  hier- 
bei vorzüglich  ankonmien  wird,  die  folgenden  allgemeinen  Erläu- 
terungen voraus. 

In  Fig.  9.  sei  LAJSA'L'  die  vorher  vollkommen  bestimmte 
mittlere  Linse,  und  F wie  vorher  der  leuchtende  Punkt,  welcher 
die  Strahlen  aussendet.  Diese  mittlere  Linse  soll  nun  von  einem 
Glasringe  concentrisch  umgeben  werden,  der  folgenden  Bedingu*1' 
gen  genügen  soll.  Seine  Böhe  CL  soll  eine  bestimmte,  etwa  der 
Dicke  GN  der  mittleren  Linse  gleich  sein,  wodurch  uns  a!sopf 
Punkt  C gegeben  wird.  Ferner  soll  auch  der  Punkt  B,  in  g'e,J* 
eher  Höhe  mit  A oder  A * über  31  durch  die  Linien  GM  un(* 
B31  gegeben  sein,  wo  die  Linie  L3f,  die  natürlich  auch  gege- 
ben ist,  da  GL  und  G31  gegeben  sind,  die  Dicke  des  Rings  be- 
stimmt. Durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  B und  C.soll  vvb 
ein  Kreisbogen  beschrieben  werden , w elcher  so  beschaffen  ist» 


Digitized  by 


Aoogle 


277 


dass  ein  von  dem  gegebenen  leuchtenden  Punkte  F ausgehender, 
gegen  die  Linie  FH  unter  einem  gegebenen  spitzen  Winkel  t ge- 
neigter Strahl  hei  LM  zum  ersten  Male,  und  dann  bei  BC  zum 
zweiten  Male  so  gebrochen  wird,  dass  der  bei  BC  ausfalirende 
Strahl  der  Linie  FH  parallel  ist  Da  der  von  F ausgehende,  unter 
dem  spitzen  Winkel  i gegen  FH  geneigte  Strahl  die  Linie  LM 
nothwendig  selbst  treffen  muss,  so  ist  der  Winkel  i offenbar 
nicht  ganz  willkührlich,  indem,  wenn  wir 

Z.GFL~ilf  <£GFM=i* 


netzen,  jedenfalls 


sein  muss,  wo  die  Winkel  £j  und  ?2  mittelst  der  Formeln 

. . GL  , GM  , 

tangij  — ~FG*  ^ano,i2 — §?(} 


leicht  bestimmt  werden  können.  Damit  aber  von  dem  bei  LM 
gebrochenen  Strahle,  was  offenbar  nüthig  ist,  der  Kreisbogen  BC 
wirklich  getroffen  werde , ist  es  erforderlich , dass  von  dem  bei 
LM  gebrochenen  Strahle  die  Linie  AB  wirklich  getroffen  werde. 
Nun  hat  man  aber,  wenn  a den  Brechungswinkel  bei  LM  be- 
zeichnet, wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Gleichung 

sina  = psini, 

mittelst  welcher  Gleichung  o,  wenn  i gegeben  ist,  leicht  gefun- 
den werden  kann.  Die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem  die 
Linie  AB  von  dem  bei  LM  gebrochenen  Strahle  getroffen  wird, 
ron  der  Linie  FH  ist 

FG . tang/ + BMAanga,  t 

und  der  Winkel  i also  der  Bedingung 

FG.tang?  -f  BM.tanga  < GM 

unterworfen , oder  der  grösste  Werth,  welchen  i haben  kann,  den 
*ir  durch  i' , den  entsprechenden  Brechungswinkel  durch  a'  be- 
zeichnen wollen,  muss  aus  der  Gleichung 

F&tang?  + BMA anga'=  GM, 
d.  i.,  weil  . • . • 


sina'  = psitu',  cosa' = 1 — p‘Vmt''z 

'bL  aus  der  Gleichung 
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FG.tangi'  -f- 


fi.B3t.suu* 


GM 


i 


bestimmt  werden,  eine  Gleichung,  die  sich  durch  einige  Nähe- 
rungen leicht  auflüsen  lässt.  Hat  man  auf  diese  Weise  i*  bestimmt, 
so  ist  i der  Bedingung 


unterworfen,  und  man  wird  nun  am  besten 


setzen.  Haben  wir  allen  vorhergehenden  Bedingungen  gehörig  ent- 
sprochen, so  wird  der  zu  construirende  Glasring  von  der  Figur 
BCML  beschrieben,  indem  man  sich  die  ganze  Fig.  9.  um  die 
Linie  FH  herumdrehen  lässt,  und  so  wie  man  auf  die  vorherge- 
hende Weise  zu  der  mittleren  Linse  einen  conceotrischen  Glas- 
ring construiren  kann,  kann  man  natürlich  zu  jedem  Glasringe 
einen  neuen,  denselben  cuncentrisch  umgebenden  Glasring  erhal- 
ten, was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf.  Ueberhaupt 
aber  werden  wir  nun  durch  diese  vorläufigen  Betrachtungen  un* 
mittelbar  zu  der  folgenden  Aufgabe  geführt: 


Zweite  Aufgabe. 

In  Fig.  9.  seien  der  Punkt  F und  die  beiden  Punkte 
B und  C gegeben;  man  soll  durch  die  Punkte  B und 
C einen  Kreisbogen  BC  von  solcher  Beschaffenheit 
beschreiben,  dass  ein  von  F ausgehender,  gegen  die 
1 Linie  FH  unter  dem  gegebenen  spitzen  Winkel  i ge- 
neigter Strahl  zuerst  bei  LM  und  dann  bei  BC  so  ge- 
brochen wird,  dass  der  letzte  gebrochene,  bei  ßCaus- 
fahrende  Strahl  der  Linie  FH  parallel  ist. 


Auflösung. 

Wir  wollen  den  Punkt  F als  den  Anfang,,  die  Linie  FH  als 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  xy  annehmen,  in  welchem  die  positiven  y auf 
derselben  Seite  der  Axe  der  x liegen  sollen,  auf  welcher  der 
Winkel  t liegt.  Die  gegebene  Linie  FG  wollen  wir  durch  p,  und 
die  gleichfalls  gegebenen  Coordinaten  der  Punkte  B und  C 
durch  /*,  g und  fx , gt  *)  bezeichnen.  Sind  dann  ferner  pt , (/x  die 


*)  Diese  Coordinaten  können  an  sich  ganz  willkuhrlich  angenom- 
men werden. 
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Coordiuaten  des  Punktes,  in  welchem  die  Linie  LM  von  dem  von 
F ausgehenden , unter  dem  Winkel  i gegen  die  Linie  FH  geneig- 
ten Strahle  getroffen  wird,  so  ist 

1)  pt—p»  74=ptangi  • 

* . i % > ’!  I 

und  pi9  9j  sind  daher  auch  bekannte  Grossen.  Ist  a der  Bre- 
chungswinkel bei  LM,  so  ist 


2)  sina==:psini, 

• i» . 

• | M 

und  wenn  nun  r den  Halbmesser,  so  wie  t,  t)  die  Coordinaten  * 
des  Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreisbogens  bezeichnen,  den  Halb’ 
messer  r als  positiv  oder  negativ  befrachtet,  jenachdem  die  con- 
eave  oder  convexe  Seite  des  gesuchten  Kreisbogens  von  dem  bei 
LSI  gebrochenen  Strahle  getroffen  wird ; so  liefern  uns  auf  ganz 
ähnliche  Weise  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Bedingungen 
unserer  jetzigen  Aufgabe  die  folgenden  Gleichungen : 


3)  sind 

den  Winkel  6 absolut  nie  grösser  als  90°  genommen;  und 


4) 


[|a=coscf— cos(a-|-0)(co80 — 1 — — ) , . 


sinö2 


,0  = sin« — sin(a-f-ö)  (cosÖ 


-at, 


i 


sind2 


.2 


)• 


, ■ usina 

5)  tangö= , 

° I — ucosa 


oder,  wenn  wir 


6) 


cos  g?  ~ (jl  cos  a 


setzen,  die  Formel 


-v  Ä itsina 

7)  tangd=  - | 

2 sin^qp* 


mittelst  welcher  0 ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann. 
Weil  nun  aber  der  gesuchte  Kreisbogen  durch  die  beiden  Punkte 
B und  C oder  (fg)  und  {f\g{)  gehen  soll,  so  haben  wir  noch  die 
beiden  Gleichungen: 
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i (*—/)*+(»>— £)*=»■*,  t { 


welche,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  3),  zur  Bestimmung  der 
drei  unbekannten  Grössen  r,  r,  n hinreichen. 

* • # rt  i 

* * I * • « « •««  t 0 « »I*  M 

Durch  Subtraction  der  Gleichungen  8)  von  einander  erhalten 
wir  zuvörderst  die  Gleichung 


I » » » ■ 

r » 

oder 


«iln 

i i 

V 

' * »!(«• 


9) 


(f-f,)* + (<z  T-pt)  9 

? i * . • % • ..i  •• 


• * # 
f i» 


welche  man  auch,  wie  leicht  erhellet,  auf  die  beiden  folgendeu 
Ausdrücke  bringen  kann: 


10) 


(f— fi)  (*  -fi)+(g-gi)0-9i)=  y~‘^l)at(yrgl-‘ 


f 


' 


Ferner  lässt  sich  die  Gleichung  3)  auf  eine  der  beiden  folgen- 
den Arten  ausdrücken: 

’ 11)  ‘ ! 

!(* — f)s\na — (t)  — g)  cos  a = (pl  — fisina — (^j  — g)  coset  + rsinÖ, 

— /i)sina— (9“£i)  cos  a =±'  (pt  — /i)  sin  a — {qx  —gt)  cos  a -f  rsto  0- 

. !•  . 

► * | * • [*  I , 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 


.*  mF 


12) 


und 


^ = - 


A=- 


(f-ft)*+  <g-!h)* 


2t  (/— /i)cosa  + (y— fli)sin«  I 

(/-/i  )a  + C9-ffi)4  ~ ’ 

2 1 (/■ — /,  )cosa  + (.V~.'/i)sin“ ! 


cos«, 


sinor, 


13) 


,B  = 


Äi  = 


, „ ^ (Pi— /)sing—  (9i  ~ff)cos« 

W SlKff—/-)  Cos«  -(  (g in«’ 

„ tft  \ (Pi—fi*™<*— (<?i  —9)  cos« . 
; ,V  . (/  — /* i)cos«  + (,9~ .'/i )*>““*; 


ferner 
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F ~A  -f*  /? , 
— + 


and 


G = (<J-0i)7fi: 


sind 


(/— /I  )cosa + iff—gi  )«ina  ’ 

r - f,  fs.  . gjgg  

1 V fl)  (/•— 4)co8a  + — ,9i)sina  ’ 


15) 


I 


#0  erhalten  wir  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ift  10)  und  11)* 
durch  Elimination  leicht: 


16) 


r-/*=F+Gr, 
t}—g=zF1  -f  Gxr\ 

p * 

• 4 « 

und  daher  zur  Bestimmung  von  r nach  8)  die  Gleichung: 

17)  (F+Grf  + CF.  + G.r^rV 

V 

Ü I Berechnen  wir  die  Hülfswinkel  co  und  ö mittelst  der  Formeln: 

t 

18)  tang  tt>=V^jr,  tangö  = ^_2; 
so  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 


tf 


19) 


A = — 


4i=- 


(f~fi)C0Ba 


2co8  (a  — go)cosgo 
2cos(a — w)cosco 


* ' 


ferner 


20) 


/?  = 


sin(c— »<a)8ino> 
rFi  / / cos(a—  ü))cosö 


r-  t 


sin(a  — ö)costö 
'Fi  '^cos  (a  — cö)cosö’ 


und 


21) 


G ss 


Ci=- 


sin#  sin  g> 
cos(a— w)  * 

sin#  cos  o) 
cos(« — üi)  ’ 
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Die  Uleichung  17)  giebt  nach  gehöriger  Entwickelung: 

' (I— CG—  Gi G,)r*— G+  F, Gl)r=FF+  FtFt , 

\ 

aus  welcher  quadratischen  Gleichung  man  leicht 


. _ FG+Ft  G,  i V FF+F,  F,  - (FGl—Fl  G)» 

’ l— gg-g^g;  * 


erhält. 


Hat  man  r mittelst  dieser  Formel  bestimmt,  so  ergehen  sich 
t,  t)  mittelst  der  Gleichungen  16),  nämlich  mittelst  der  Formeln 


( r=/>F  + G>, 

23) 

*>=#  + Fi  -f 

und  unsere  Aufgabe  ist  daher  jetzt  vollständig  aufgelost. 


Im  Allgemeinen  giebt  es  zwei  Auflösungen;  welche  man  zu 
wählen  hat,  muss  in  jedem  Falle  besonders  bestimmt  werden. 
Soll  die  concave  Seite  des  Bogens  BC  vou  dem  bei  LM  gebro- 
chenen Strahle  getroffen  werden,  so  muss  r positiv  sein. 


Der  Wörth  von  r lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  ausd rucken: 

24)  * 

FG+F,  G,  4V (FG  + F,  G,)2  + (FF\-Ft  Ft)  (l-GG-C.G,). 

I — GG— G,G, 


Das  Product  der  beiden  in  dieser  Formel  enthaltenen  Werthe 
von  r ist 


ff+fxfx 

X—GC—GxGx’ 

und  diese  beiden  Werthe  von  r haben  daher  gleiche  oder  un- 
gleiche Vorzeichen,  jenacbdem 


\-GG-GxGx  = } 


sin  fl* 

cos(a — co)2- 


negativ  oder  positiv,  d.  h.  jenacbdem  der  absolute  Werth  von' 

sind 

cos(a — co) 

grosser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  in  dem  Bogen 


I 
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BC,  wo  der  mit  FH  parallele  Strahl  ausfährt,  durch  P,  Q,  und 
setzen  der  Kürze  wegen 

< 

25)  K=(x  — pjcosa  -f  (i) — Vi)sina; 


so  Ut*): 

% 

P=  Di  -\-(K- f rcosd)cosu  , 

26)  \ 

I Q=Qi  + (K-f  rcos6)sina. 

\ 


Es  ist  nun  noch  nöthig,  die  Natur  der  krummen  Fläche  ge- 
nauer  kennen  zu  lernen , welche  von  dem  Kreisbogen  BC  in 
Fig.  9.  beschrieben  wird , wenn  sich  diese  ganze  Figur  um  die 
Linie  FH  herumdreht,  was  uns  zu  der  folgenden,  diese  Frage 
genügend  beantwortenden  Aufgabe  führt: 


Dritte  Aufgabe. 

Io  Fig.  10.  sei  ABCD  ein  dem  aus  dem  Mittelpunkte 
Omit  dem  Halbmesser  OC  = r b esch riebenen  Kreise 
angehörendes  Kreissegment;  die  Linie  MN  stehe  auf 
der  Lin  ie  A B senkrech  t,  und  die  ganze  Figur  drehe 
sich  um  die  Linie  MN  herum:  man  soll  die  Gleicbuug 
der  Fläche  finden,  welche  bei  dieser  Drehung  von  dem 
Kreisbogen  AN  beschrieben  wird. 


Auflösung. 

In  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  deraryz,  dessen  Anfang 
der  Punkt  M ist,  sei  die  von  der  Lini eAB  bei  der  in  Rede  stehenden 
Drehung  beschriebene  Ebene  die  Ebene  der  xy;  MA  sei  derpositive 
Tbeii  der  Axe  der  x,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y werde 
so  angenommen,  dass  die  Richtung,  welche  man  verfolgt,  wenn 
man  sich  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x an  durch  den 
rechten  Winkel  ( xy ) hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y hin  bewegt,  mit  der  Richtung  der  Drehung,  die  übrigens 
an  sich  ganz  willkührlich  ist,  (i hereinstimmt;  der  positive  Theil 
der  Axe  der  z sei  die  Linie  MN.  Die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts  O des  Kreises,  welchem  das  Segment  ABCD  angehört, 
in  dem  vorhergehenden  Coordinatensysteme  seien  «,  6.  Sind  nun 
xy  y,  z die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  krummen 


*)  M.  «.  meine  Optischen  Untersuchungen.  Thl.  II.  S.  12. 
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Fläche,  deren  Gleichung  wir  suchen,  so  können  wir  uns  nach  der 
Art  der  Entstehung  dieser  Fläche  durch  den  in  Rede  stehenden 
Punkt  ( xyz ) und  die  Linie  MN  offenbar  einen  dem  Kreise  ACBE 
gleichen  Kreis  gelegt  denken , welchen  wir  durch  A'CB’E',  sei- 
nen Mittelpunkt  durch  O',  den  dem  Punkte  I)  in  dem  Kreise 
ACBE  entsprechenden  Punkt  in  dem  Kreise  A'CB'E * durch  //  # 
bezeichnen  wollen.  Sind  nun  r,  t),  } die  Coordinaten  des  Punktes 
O',  so  haben  wir  offenbar  die  Gleichung 

« 

J)  (*  - r)2  + Cy - H)2  + (-  - ?)2 = r2. 

. I 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  von  der  Linie  MA ' mit  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir 
diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x an  nach 
der  Richtung  der  Drehung  hin  von  0 bis  3(50°  zahlen,  durch  o, 
die  von  M nach  der  Projection  des  Punktes  {xyz)  auf  der  Ebene 
der  xy  gezogene  gerade  Linie  aber  durch  p,  so  ist  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit: 

N. 

2)  ar=pcosw,  yrrrsino). 

Ehen  so  leicht  erhellet,  dass  für  ein  negatives  a mit  Beziehung 
der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

r= — «cos(w  + 180°),  !)= — asin(co  + ]80°);  j 

für  ein  positives  a dagegen 

r=racosw,  n = asino} 

ist,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 

3)  r = acoso),  i)  = asino) 

t 

ist.  Weil  nun  offenbar 


ist,  so  ist  nach  2): 

x=\f  x^  + y1.  cosco,  y=z\T x1  T y1 . sinoj; 

also  nach  3)  durch  Division : 

^ r a i) (1 

x V x1  T y2  y V x7,  L y1 

oder 

_ ax  au 

5)  tz=— /.-■  -=  , n ==  — - . 

y[ x1  -f  yl  V xl  -f  yl 

Folglich  ist 
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x — r=ar(l- 


a 


V .t'2  -( 1/ 


y—v-sd— 


a 


V x2  -f  yL 


); 


also 


(x  - »)*  + (y - t»*z=(x*  + y*)(l - 


a 

V + 


und  weil  nun  offenbar  }=b  i£t,  so  ist  nach  1)  die  gesuchte  Gien 
chung  unserer  krummen  Fläche:  1 


J 


»der 


6) 


(x1  + .y2)(i  - 


n 

V + 


)2  + (r_6)2  = r2 


7)  (Vr^^2-n)2  + (z-6)2  = r2  , 


oder 

8)  ar2  + 2/2  -F(s  — 6)2*f  n2  — r2=2£V~ a:2  -f  iy2, 

welche  Gleichung,  wenn  man  sie  rational  machen  wollte,  auf  eine 
Gleichung  des  vierten  Grades  führen  würde. 

• ♦ . 

Bezeichnen  wir  den  von  dem  Anfänge  M der  Coordinaten 
nach  dem  Puukte  ( xyz ) gezogenen  Vector  durch  Rt  und  dessen 
spitzen  NeigungswinlceUgegen  die  Ebene  der  xy,  indem  man  diesen 
Neigungswinkel  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem 
ft  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xy  liegt, 
durch  o;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 


q — \f  x2 y2  ~ R costd , z = /teinCi). 

Also  hat  man  nach  7)  zwischen  R und  ö die  Gleichung: 

• r • 

• (Rcosü  — «)2-f  (Äsinö  — 6)2=r2 
oder 


9)  (a  — jRco8t5)2  -f  (6 — R sinö)2 = r2. 

Öiese  Gleichung  giebt  nach  gehöriger  Entwickelung: 

jß2  — 2(öcosö  -f  Äsinö)ß  = r2— a2 — 62, 

u,‘d  wenn  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  R 
als  unbekannte  Grösse  auflüst,  so  erhält  man: 

10)  ßmacosö)  -f6sinw+  V~ r2 — (asinÖ  — 6cosö)2. 

Oas  Product  der  beiden  in  dieser  Formel  enthaltenen  Werthe 
*on  R ist 
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(acosG)  -f  6sino)2  -f  (« sinG) — Acosg>)2—  r2  = a* 1  -f-  62-—  r2, 


und  dieses  Product  ist,  weil 

AJÖ2=fl2+Ä2 


und 

MO  <AO,  d.  \.  MO<r 


ist,  offenbar  negativ,  so  dass  also  die  beiden  obigen  Werthe  von 
R stets  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Setzeo  wir  nun 


R'  = a cosg)  -p  ^sinw  -|-  V r2  — (asinG) — 6cosg>)2, 


72"  = acosG)  -f  Äsinw — r2  — (asinG) — äcosg))2; 


so  ist 

R' — /2"=2\^ r2 — (asinG) — 6cosÖ)2, 

also 

72' > 72", 

• 

und  daher,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  R'  und  R " entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben,  R'  positiv  und  R"  negativ.  VV eil 
nun  R seiner  Natur  nach  nur  positiv  sein  kann,  so  muss  man  in 
der  Gleichung  10)  das  obere  Zeichen  nehmen,  also 

• 

11)  R = acosö  -f  ftsinö)  + V72  — (asinG)  — b co so))2 

setzen. 


Es  kann  hier  natürlich  nicht  meine  Absicht  sein,  mich  auf 
das  Praktische  oder  Technische  bei  dem  Bau  der  Leuchtthürrae, 
oder  auch  nur  bei  der  mechanischen  Einrichtung  der  Beleuchtungs- 
apparate, der  besten  Construction  der  Lampen,  u.  s.  w.  einzulassen. 
Weil  aber  das  schon  oben  erwähnte  Memoire  sur  un  nouveau 
Systeme  d’eclairage  des  phares  par  Fresnel.  Paris. 
1822.  letzt  selten,  wenigstens  schwer  zu  erhalten  ist,  so  dass 
seihst  Herr  Hess  dasselbe  hei  der  Ausarbeitung  seiner  obenan- 
geführten Schrift  gar  nicht  gekannt  zu  haben  scheint*),  so  will 
ich  aus  diesem  trefflichen  Memoire  in  Fig.  J.  und  Fig.  II.  die  sehr 
deutliche  Zeichnung  des  Beleuchtungsapparats  von  Fresnel  mit- 
theilen,  indem  ich  bemerke,  dass  die  Copie  eine  ganz  genaue,  nur 
der  Maassstab  verkleinert  ist,  so  dass  die  hier  gegebene  Zeich- 
nung %0  der  wirklichen  Grosse  ist.  Wegen  der  grossen  Deut- 
lichkeit dieser  Zeichnung  wird  eine  ausführliche  Erläuterung  hier 
nicht  nütbig  sein,  und  ich  begnüge  mich  daher  mit  den  folgenden 


*)  Wenigstens  wird  desselben  in  der  Schrift  des  Herrn  Hess, keine 
Erwähnung  gethnn. 


I 
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'wenigen  Bemerkungen  über  dieselbe.  Der  Apparat  ist  ein  Dreh- 
C"«euer,  er  ist  achteckig , und  enthält  demzufolge  acht  grössere 
mmnd  acht  kleinere  Linsen;  die  ersteren  sind  durch  X,  die  letzteren 
-Ober  den  ersteren  befindlichen,  gegen  dieselben  unter  einem  ge- 
wissen Winkel*  geneigten  Linsen  sind  durch  / bezeichnet.  Per 
leuchtende  Punkt  für  alle  Linsen  ist  die  Flamme  F,  und  M sind 
spiegelnde  Flüchen,  welche,  gegen  die  kleineren  Linsen  unter 
einem  gewissen  leicht  zu  bestimmenden  Winkel  geneigt,  die  von 
den  kleineren  Linsen  ausgehenden  Strahlen  nach  horizontalen 
Richtungen  reflectiren.  Die  von  den  grösseren  Linsen  ausgehen- 
den Strahlen  sind  durch  R,  die  von  den  kleineren  Linsen  aus- 

Khenden  Strahlen  durch  r bezeichnet.  Zur  Herstellung  der 
amme  dient  die  Lampe  FVH.  Da  das  Feuer  ein  Drehfeuer  ist, 
so  sind  noch  verschiedene,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche,  Vor 
richtungen  zur  Umdrehung  angebracht,  deren  genauere  Beschrei- 
bung nicht  hierher  gehört,  da  uns  hier  vorzugsweise  nur  das 
Optische  interessirt.  Das  angeführte  Memoire  von  Fr  esnel  wird, 
wenn  es  auch  über  die  optische  Theorie  der  Linsen  gar  nichts 
enthält,  doch  inmer  rücksichtlich  des  Praktischen  oder  Technischen, 
namentlich  auch  in  Beziehung  auf  die  Einrichtung  der  Lampen, 
wenn  dieselbe  auch  neuerlich  wohl  noch  mehrfach  verbessert  w'or- 
den  ist,  eine  Hauptquelle  bleiben,  und  darf  von  Keinem,  wer  für 
diesen  in  so  vielen  Beziehungen  höchst  wichtigen  Gegenstand  sich 
interessirt,  unbeachtet  gelassen  werden. 


IV. 

Das  dioptrische  Beleuchtungssystem.  Secundarer 

Beleuchtungsapparat. 


Beidem  vorher  kurz  beschriebenen  Fresnefschen  Beleuchtungsappa- 
rate bilden  die  gegen  die  acht  grösseren  Polyzonal-Linsen  geneigten 
acht  kleineren  Polyzonal-Linsen  nebst  den  dazu  gehörenden  Spiegeln 
den  secundären  Beleuchtungsapparat, und  sind,wie  ein  Jeder  von  selbst 
ubersehen  haben  wird,  dazu  bestimmt,  diejenigen  Strahlen,  welche  von 
den  grösseren  Linsen  nicht  mehr  aufgenommen  werden,  aufzunehmen 
und  zur  Beleuchtung  zweckmässig  zu  verwenden,  also  alles  von 
der  Lampe  ausgehende  Licht  möglichst  zu  benutzen.  Statt  dieser 
Einrichtung  bedient  man  sich  als  secundüres  Beleuchtungssystem 
zu  demselben  Zwecke  jetzt  vielfach  gläserner  Ringe,  welche  durch 
Umdrehung  gewisser  krummliniger  Dreiecke  um  eine  bestimmte 
Axe  entstanden  sind,  und  nach  bestimmten  optischen  Principieo 
construirt  werden  müssen.  Ich  will  daher  jetzt  die  Theorie  die- 
ser Ringe  in  möglichster  Kürze  entwickeln,  und  zu  dem  Ende 
zuerst  die  folgende  Aufgabe  auflösen. 
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Erste  Aufgabe. 

• * * a 

♦ 

In  Frg.  11.  sei  MN  eine  gegebene  gerade  Linie  und 
Fein  leuchtender  Punkt  in  derselben.  Wenn  nun  FG 
ein  von  F ausgehender,  gegen  MN  unter  dem  Winkel 
i geneigter  Strahl  ist,  so  soll  man  das  geradlinige 
Dreieck  ABC  der  Gestalt  und  Lage  nach  so  bestim- 
men, dass,  wenn  der  Strahl  FG  bei  AB  in  G nach  GH 
gebrochen,  bei  BC  in  ff  nach  HJ  reflectirt,  und  bei  Cd 
in  J nach  JK  gebrochen  wird,  die  Strahlen  GII,  ffJt  J A 
respective  den  Linien  AC,  AB,  MN  parallel  siud. 


Auflösung.  . ' .j  ' 

•t  m 

• * 

Den  Einfallswinkel  und  den  Brechungswinkel  bei  G wollen 
W'ir  durch  <a  und  a>t  bezeichnen,  der  Einfallswinkel  und  der  Bre- 
chungswinkel bei  J sollen  durch  töi  und  ö bezeichnet  werden, 
wie  in  der  Figur  näher  angedeutet  worden  ist.  Dann  haben  wir, 
indem  p seine  frühere  Bedeutung  behält,  die  Gleichungen: 

sin  &)!  = fisinco , sinÖ!  = ftsinö) . 

Weil  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  AG11J  ein  Parallelo- 
gramm ist,  so  ist 

^BAC=90°  + co1=9 0°+  öi, 

also  = «i,  und  folglich  wegen  der  obigen  Gleichungen  auch 
q>=6),  woraus  sich  ferner 

Z.  BGF=  £ CJK 


ergiebt.  Nun  ist 

<p  = 90°  -f-  w -f  i,  90°  — o)1  = 180° — qp-f  rfj;  , 

also 


co~  cp  —i — 90°,  col—cp — ty  — 90° 

und  folglich  < 

Silicon  — cos(qp — i),  sinco,  = — cosfqp — t p). 
Wegen  der  Gleichung 

sino)|  = ftsinw 

ist  also 

C0S(<P — ty)  = flC06(qp  — *)  . 
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Weil  aber  nach  «len  Bedingungen  der  Aufgabe  JK  mit  MN  pa- 
rallel sein  soll,  so  ist 


und  ferner  ist 


^.CJK=y, 


BGF=.  i - 9 + ISO0 ; 


also  ist,  weil  nach  dem  Obigen  ^BGF=^,CJK  ist: 

t //  = i— 9 -f  180°, 

folglich 


(p  — 'rfj=<2(p  — i — 180° ,' 
also  . . 


cos  (9 — ip)  ~ — cos(2<p — >i ), 
and  daher  nach  dem  Obigen ; 

cos(2gp  — i)  = — t tcos(g>  — i) , 

mittelst  welcher  Gleichung  9 bestimmt  werden  kann.  Jedoch  wird 
diese  Gleichung  etwas  einfacher,  wenn  man  statt  des  Winkels  cp 
den  Winkel  w als  unbekannte  Grösse  einführt.  Wrcil  nämlich  nach 
dem  Obigen 

(p  = 00°  -f  to  -f-  i 


ist,  so  ist 

9—1  = 90°+  co,  2g)— i=2co+i  + 180°; 


also 


cos(9— 1)  = — sinw  , cos(29 — t )= — cos(2co+i); 
und  daher  nach  dem  Obigen : 

cos(2w+t)  = — fisiuco. 

führt  man  nun  noch  statt  i den  Complementarwinkel  t dieses 
Wmkels  ein,  so  dass 

i=90°—?,  i=90°  — i 

•st»  so  ist 

2w+i=2w  — i + 90°,  cos(2co+i)=— sin(2co — t); 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

sin(2w  — i)  = fisinco. 


Theil  XIX. 


20 


I 
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Mittelst  dieser  Gleichung  muss,  nachdem  man  i aus  t mittelst 
der  Formel 


i:=<X)0  — t 

berechnet  hat,  der  Winkel  o>  bestimmt  werden.  Hat  man  aber  tu, 
so  ergeben  sich  q>,  leicht  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Formeln 


cp  = 90°+w  -f  i 

und 


ip—i  — cp  -f- 180°=90° — w, 
und  den  Winkel  BAC  erhält  man  mittelst  der  Formel 

^LBAC~<p — i//=2  o>+*. 

Weil  lern  er  nach  dem  katoptrischen  Grundgesetze  BC  gegen  HG 
und  HJ  unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sein  muss,  und  offenbar 
j'mBGH=-Z.CJH  ist,  da  AGllS  ein  Parallelogramm  ist,  so  ist 
offenbar  auch  ^LABC—^ACB,  also  das  Dreieck  ABC  ein 
gleichschenkliges  Dreieck,  folglich  AB—AC.  Durch  den  Winkel 
BAC  an  der  Spitze  ist  das  gleichschenklige  Dreieck  ABC  offen- 
bar der  Gestalt  nach  vollkommen  bestimmt,  und  die  Winkel  <p 
und  ip  bestimmen  seine  Lage  gegen  die  Linie  MN , so  dass  also 
jetzt  schon  alles  Dasjenige  bestimmt  ist,  was  die  Aufgabe  ver- 
langte. Nimmt  man  aber  etwa  noch  die  Lage  der  Spitze  A die- 
ses Dreiecks  als  gegeben  an,  so  kann  man  dieselbe  als  den  An- 
fang eines  rechtwinkligen  Coordinatensystenis  betrachten,  dessen 
erste  Axe  der  gegebenen  Linie  MJS  parallel  ist;  und  nimmt  inan 
dann  in  diesem  Systeme  die  positiven  ersten  Coordinaten  nach 
der  linken  Seite  bin,  die  positiven  zweiten  Coordinaten  nach  oben 
hin;  so  sind  in  diesem  Coordinatensysteme  mit  dem  Anfänge  A , 
wenn  wir,  indem  L eine  beliebige  Länge  bezeichnet,  AB=zAC 
= Z setzen: 

die  Coordinaten  von  B:  Zcosqp,  Zsinqp; 

die  Coordinaten  von  C:  ZcostJ/,  ZsiniJ/; 

mittelst  welcher  Formeln  die  Lage  der  Spitzen  B und  C des 
gleichschenkligen  Dreiecks  ABC' für  jede  beliebige  Länge  L sei- 
ner gleichen  Schenkel  leicht  bestimmt  werden  kann,  wenn  die 
Lage  der  Spitze  A als  gegeben  angenommen  wird.  Sind  p,  q 
die  Coordinaten  der  Spitze  A in  einem  beliebigen  dem  vorherge- 
henden parallelen  Coordinaten-Systeme,  so  sind  in  diesem  Systeme: 

die  Coordinaten  von  B : p -f  Lcoscp  , y-f-Zsin<p; 

die  Coordinaten  von  C:  /> -f  Lcosty,  q- f ZsiniJ/. 

Alles  kommt  bei  der  vorhergehenden  Rechnung  auf  die  Auf- 
lösung der  Gleichung 
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sin(2w  — i)=ftsinw 

an.  Wan  kann  diese  Gleichung  zweckmässig  durch  Näherung  auf* 
lösen,  was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf.  Entwickelt 
man  dieselbe  aber  gehörig,  so  kommt  man  auf  eine  Gleichupg 
des  vierten  Grades , wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.  Es  ist  nämlich 

sin'2a)cost  — cos2cösini  = fisin  co , 

also 


2sincc  cos  wcost  — ( l — 2sinia2)siiii  iziftsin  w , 
und  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  M = sino>  setzen: 


2cosi.it  VT —m* — sint.(l — 2m2)  = ftiz 

oder 

2cosi.M  VT— ul= (tu  + sini.(l — 2m2)  ; 
also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 

4cosi2.u2(l — m2)  = fi2M2-|-  sini2.(l — 4u2-f  4m4)  -f  2fisini.M(l — 2m2)  , 

« 

und,  wenn  man  uun  diese  Gleichung  gehörig  nach  Potenzen  von 
« ordnet : 

f - 

ö = sini2-f  2fisini.M-f  (ft2— 4sini2  — 4cosi2)M2 
— • 4ftsini.M3  -f  4(sini2  + cost2)?^. 


also 

0 

4m4  — 4ftsini.M3  -f  (ft2— 4)m2  -f-  2fisint.M  -f-  sint2=;0 
oder 

n4— ftsint.M3  — *(1— j ft2)  m2  + jf*«ini.M  + j sini2=0 . 


Für  t=0  erhält  man  m=0  und 

u2— (l  — u=±yl—jii?, 

* WO 

1 

I 0<1 — j(ia<  1 

{ ist*  da  bekanntlich  ft  < 1 ist. 

I 

Für  i=90°,  sini  = l,  bringt  man  die  Gleichung  leicht  aul  die 
form 

20* 
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also 


oder 


(«*  — s )*  - (*«  («*  - .J  ) + J = ' 0 - 


(«*—  J- 


«*  — j-  — j,ui=0. 


woraus  sich 


H=jP±\[  \ + Y( 


Fe'** 


ergiebt. 


2 

Für  ft  = j ist 


u = 


1 + V19 


Hat  man 
Werth  von  o> 


w 

für  irgend  einen  Werth  von  i den  entsprechende« 
gefunden,  so  dass 

sin  (2  co  — i)  — /tsi  n a> 

ist,  und  lässt  dann  i eine  kleine  Veränderung  di  erleiden,  so  kann 
man  leicht  die  entsprechende  kleine  Veränderung  8a  von  o>  we- 
nigstens näherungsweise  durch  eine  Differentialformel  berechnen. 

Es  ist  nämlich 

sin  {2(co  +0»)  •—  (i  + öi) } — f*sin(a>  + Ba) 


oder 

sin  { 2 a — i + (2öw  — Ol) } = fisin(w  -f  8a) , 

und  folglich  näherungsvveise,  wenn  man  bei  Gliedern  stehen  bleibt, 
die  in  Bezug  auf  8i  und  8a  von  der  ersten  Ordnung  sind: 

sin(2  co — i) + cos(2  w— i).(25  a>— Di)  = ftsin  w-f  ficoswö« , 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

sin(2o — i) = ftsin  w 

ist : 
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cos(2o) — i) . (2?  ca —31)=:  fi  coscodo , 

woraus  sich 


da  = 


eog(2co — i) 

2 cos(2o»--i)  — coso) 


ergiebt.  Dieser  Formel  kann  man  sich  bei  Berechnung  einer  Tafel 
der,  verschiedenen  Werthen  von  t entsprechenden  Werthe  von  o> 
mit  Vortheil  bedienen.  Die  Berechnung  einer  solchen  Tafel 
scheint  wünschenswert!»  und  eine  dankenswerthe  Aufgabe  für  einen 
Rechner  zu  sein;  einen  Anfang  findet  man  in  der  angeführten 
Schrift  von  Hess  S.  61.  Am  besten  wird  man  eine  solche  Tafel 
Ton  i=0  bis  i = 90w  berechnen.  Für  diese  beiden  Gränzwerthe 
von  i kann  man  nach  den»  Obigen  die  entsprechenden  Werthe  von 
o)  genau  berechnen.  Geht  man  von  i = 0 aus,  und  bedient  sich 
der  obigen  Näherungsformeln,  so  muss  für  i=90°  der  durch  die 
Näherung  gefundene  Werth  von  w mit  dem  im  Voraus  berechneten 
genauen  Werthe  übereinstimmen,  wenn  die  Näherungsrechnung 
genau  geführt  war. 


Hat  man  auf  diese  WTeise  die  Gestalt  und  Lage  des  Dreiecks 
bestimmt,  so  ist  klar,  dass  alle  unter  dem  Winkel  i gegen 
die  gegebene  Linie  MN  geneigten,  auf  AB  fallenden  Strahlen  nach 
ihrem  Austreten  bei  AC  der  Linie  MN  parallel  werden,  was 
durch  Fig.  12.  näher  erläutert  und  gewiss  völlig  deutlich  gemacht 
werden  wird*  Könnte  man  also  annehmen,  dass  alle  auf  AB  fal- 
lenden, von  dem  leuchtenden  Punkte  F (Fig.  11.)  ausgehenden 
Strahlen  unter  einander  parallel  wären,  so  würde  man  durch  Dre- 
hung des  Dreiecks  ABC  um  eine  in  F auf  MN  senkrecht  ste- 
hende Axe  einen  Ring  erhalten,  durch  den  alle  von  F ausgehende 
Strahlen  nach  zweimaliger  Refraction  und  zwischen  diesen  beiden 
Refractionen  liegender  einmaliger  Reflexion  in  eine  mit  der  bei 
der  in  Rede  stehenden  Drehung  von  der  Linie  MN  beschriebenen 
Ebene  parallele  Lage  gebracht  werden.  Weil  sich  aber  die  pa- 
rallele Lage  der  AB  treffenden,  von  F ausgehenden  Strahlen 
nicht  in  aller  Strenge,  — wegen  der  Kleinheit  von  AB  nur  näbe- 
rungsweise,  — annehmen  lässt,  so  erfordert  diese  Convergenz 
der  Strahlen  nach  F hin  eine  Art  von  Correction  der  Gestalt  des 
Dreiecks  A BC,  d ie  man  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Seite 
BC  desselben  nicht  geradlinig  macht,  sondern  nach  einem  Kreis- 
bogen krümmt,  wodurch  zugleich,  wie  wir  nachher  sehen  werden, 
die  Gleichheit  der  Seiten  AB  und  AC  verloren  geht.  Wie  nun 
dieser  Kreisbogen  bestimmt  werden  muss,  wollen  wir  jetzt  zeigen, 
iudera  wir  dabei  die  Länge  der  Seite  AC=L  als  gegeben,  und 
überhaupt  die  Lage  des  Dreiecks  ABC , so  wie  auch  dessen- 
Kinkel  BACy  als  nach  dem  Vorhergehenden  schon  vollkommen, 
bestimmt  annchmen. 
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Wir  wollen  uns  zuerst  In  Fig.  13.  zwei  der  Linie  MN  parallele 
Strahlen  JK  und  JXKX  denken,  von  denen  der  erstere  JK  ron 
dem  unendlich  nahe  bei  C in  AC  liegenden  Punkte  J,  der  letztere 
ton  dem  unendlich  nahe  bei  A iö  AC  liegenden  Punkte  Jx  aus* 
geht.  Die  diesen  Strahlen  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen 
Jf)  und  JXDX  sind  bekanntlich  neide  der  Linie  A B parallel.  Der 
Strahl  JD  gebt  von  dem  Punkte/)  in  BC  aus,  der  entsprechende 
reflectirte  ^trah|(üst  der  Linie  AC  parallel»  und  die  den  tob  den 
beiden  reflectirten  Strahlen  bei  D eingeschlossenen  Winkel  halbi- 
rcnde  Linie  DO,, steht  in  D auf  der  Linie  BC  senkrecht  Der 
Strahl  J\D\  soll  jetzt  ferner  von  einem  aus  F ausgehenden,  AB 
m .faflf. J&\  treffenden  und  in  Bx  nach  BXDX  gebrochenen 
Strahle  (Rä,  in  dem  Punkte  /).  so  getroffen  werden,  dass,  wwi 
man  den  Winkel  Bxf)xJx  durch  die  Linie  Dx  ö halhirt,  die  sieb  toO 
schneidenden  Linien  /)Ound  Dx  O»  oder,  was  dasselbe  ist, die  Winkei 
0DDt  und  ODxD , einander  gleich  sind.  Beschreibt  man  dann  aus  Ö 
als  Mittelpunkt  mit  OD—  ODx  als  Halbmesser  durch  die  Punkte  I) 
und  Dx  einen  Kreisbogen,  und  denkt  sich  nur  immer  die  Punkte 
2>  und  bx ,,  \vio  es  erforderlich  ist,  unendlich  nahe  resjpectire  bei 
AC  und  AB , so  wird  jedenfalls  das  theilweise  krummlinige  Dreieck 
AÜDX  wenigstens  mit  grosser  Annäherung  die  Eigenschaft  haben, 
dass  alle  von  F ausgehenden,  nicht  genau  einander  parallelen 
Strahlen,  nachdem  sie  in  dem  Dreiecke  eine  zweimalige  Refractioo 
und  eine  zwischen  diesen  beiden  Refractionen  stattfindende  einma- 
lige Reflexion  erlitten  haben,  zuletzt  nach  mit  MN  parallelen 
Richtungen  aus  dem  in  Rede  stehenden  Dreiecke  ansfahren.  Aos 
diesen  vorläufigen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun  sehr  leicht,  dass 
die  Bestimmung  des  in  Rede  stehenden,  theilweise  krummlinigen 
Dreiecks  lediglich  auf  die  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  z« 
rüc  kommt. 


r 


Zweite  Aufgabe. 


In  der  Seite  AB  (Fig.  14.)  des  nach  dem  Vorherge- 
henden der  Gestalt  und  Lage  nach  schon  vollständig 
bestimmten  geradlinigen  «-gleichschenkligen  Dreieck? 
ABC , wo  ABz=zAC=L  eine  gegebene  Grösse  ist,  sei* 
man  einen  Punkt  Bx  von  solcher  Lage  bestimmen- 
dass,  wenn  man  den  von  ABX  und  dem  über  Bx  hinan* 
verlängerten,  dem  eiofallenden  Strahle  FBX 
sprechenden  gebrochenen  Strahle  BXE  eiogeschlosse* 
nen  Winkel  durch  die  Linie  BxO  halhirt,  und  in  Cau! 
BC  das  Perpendikel  CO  errichtet,  der  Durchschnitts* 
punkt  Ö der  beiden  L i n i e n Bx  O und  CO  von  den  beide» 
Punkten  B%  und  C gleich  weit  entfernt  ist,  sodass«1* 
beiden  Linien  BxO  und  CO  also  einander  gleich  sind. 


Au  fl  ösung. 

i 

Man  wird  hei  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  sich  am  Besten 
der  Methode  der  successiven  Näherungen  bedienen*  Denkt  man 
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sich  nämlich  noch  die  Linie  BXC  gezogen,  so  ist 

die  zu  erfüllende  ßedingungsgleichung.  Man  nehme  nun  ABX ' 
• willkührlich  an,  dann  kennt  man  in  dem  Dreiecke  ABXC  die 
Seiten  ABX  > AC~L  und  den  eingeschlossenen  Winkel  BXAC 
==  ^ BAL\  und  kann  also  die  übrigen  Stücke  dieses  Dreiecks  be- 
rechnen. Also  kann  inan  jetzt  den  Winkel  OCBi  finden,  weil 
offenbar,  da  CO  auf  BC  senkrecht  steht, 

' t r t 

£OCBxz=M>—£ACB\  jtLACBy 


ist,  und  die  Winkel  ACB  und  ACBV  nach  dem  Vorhergehenden 
bekannt  sind.  Die  Linie  AF  ist  jederzeit  als  bekannt  anzusehen, 
weil  die  Punkte  F und  A gegeben  sind,  und  ferner  ist 

Z.BxAFz=zi-y  + 180°; 


also  kann  man  aus  den  Seiten  ABX,  AF  und  dem  eingeschosse- 
nen Winkel  BXAF  alle  übrigen  Stücke  des  DreiecKs  AB*F, 
folglich  auch  den  Winkel  BBXF  berechnen.  Die  Ergänzung  die- 
ses letzteren  Winkels  zu  90°  ist  der  Einfallswinkel  des  Strahls 
FBX  bei  Bx,  aus  welchem  sich  mittelst  des  dioptrischen  Grund- 

Crtzes  auch  leicht  der  entsprechende  Brechungswinkel  finden 
t.  Addirt  man  zu  diesem  Brechungswinkel  90°,  so  erhalt  man 
den  Winkel  BBVE  und  kann  nun  den  Winkel  OBxC  berechnen, 
weil  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 


^.OBlC=^.ABiC+l^.BBIE 

* t 

ist  Man  kennt  also  jetzt  die  Winkel  OCBx  und  OBxC , und 
kann  nun  prüfen,  ob  die  Bedingungsgieichung  . 

\ " ^OBxC=^OCBx  : * 

erfüllt  ist.  Findet  sich  diese  Gleichung  genau  erfüllt,. so  ist  ABX 
richtig  angenommen;  im  entgegengesetzten  Falle  muss  man  ABX 
so  lange  verbessern,  bis  die  in  Bede  stehende  Bedingungsglei* 
chung  genau  erfüllt  wird,  wonach  man  dann  den  richtigen  Werth 
von  ABX  gefunden  hat. 


Hat  man  auf  diese  Weise  ABX  gefunden,  und  also  na- 
türlich zu  gleicher  Zeit  auch  BXC  und  Z ÖBX C-=z^OCBx  be- 
stimmt, so  erhält  man  die  Halbmesser  BxOzzCO  mittelst  der 
Formel 


Bt  O—  CO  = iT — ~7TJ7~77  ' 
1 2cosO/>jC 


Sind  wie  früher  p , q die  Coordinaten  von  A , so  sind: 


die  Coordinaten  von  Bxip  + ABX. cos q>,  q + ABx.s\t\(f); 

die  Coordinaten  von  C:p  -f  AC. co&ty,  q + AC.sinif>. 

« * 

Denkt  man  sich  von  Bx  auf  MN  das  Perpendikel  BXQ  gefallt, 
und  durch  O mit  JUN  die  Parallele  OQ  gezogen,  so  kann  man 
den  Winkel  OBxQ  leicht  berechnen,  weil 
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0 

Z.OBxQ^^ABlQ\Z.ABxC-<LOBxC 

und 

<LABxQz=:y— 90° 

ist,  die  Winkel  ABXC  und  OBxC  aber  gleichfalls  aus  dem  Obigen 
bekannt  sind.  Hat  mau  aber  sLOByQ*  so  kennt  mau  auch 

BxQz=BxO  .cosOBxQ , OQ=ßxO.»\nOBxQ 

und  kann  nun  aus  den  schon  bekanten  (Koordinaten  von  Bx  und 
den  Linien  BXQ  und  OQ  offenbar  immer  auch  leicht  die  (Koordi- 
naten des  Mittelpunktes  O des  zu  bestimmenden  Kreisbogens 
Bx  C berechnen , was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedürfen 
wird. 

Das  theil weise  krummlinige  Dreieck  ABXC  ist  jetzt  also  voll- 
kommen bestimmt,  und  den  entsprechenden  Glasring  erhalt  man 
wieder  wie  oben,  wenn  man  dieses  Dreieck  sich  um  eine  in  F auf 
MN  senkrecht  stehende  Axo  drehen  lässt. 

Mehrere  solcher  Glasringe  werden  nun  zu  einer  Art  von  Kuppel 
mit  einander  vereinigt,  bei  deren  Anordnung  man  im  Allgemeinen 
nach  den  folgenden  Principien  verfahren  muss,  ln  Fig.  15.  stelle 
LLX  eine  Hauptlinse  vor  und  F sei  der  leuchtende  Punkt,  die 
durch  F gehende  Linie  MN  stehe  auf  LLX  senkrecht;  so  hat 
man  die  Spitze  A des  den  ersten  obern  Glasring  beschreibenden 
theilweise  krummlinigen  Dreiecks  ABC  in  den  Punkt  L,  oder 
wenigens  nahe  an  diesen  Punkt  zu  legen.  Ist  nun  nach  der 
vorhergehenden  Anleitung  dieses  Dreieck  vollständig  der  Gestalt 
und  Lage  nach  bestimmt  und  dadurch  gehörig  festgelegt,  so  ziehe 
man  die  Linie  FB  und  durch  C eine  Parallele  mit  der  Linie  MS; 
schneiden  sich  nun  diese  beiden  Linien,  gehörig  verlängert,  in  Axt 
so  kommt  in  diesen  Punkt  die  Spitze  Ax  des  zweiten  Dreieck« 
AlBlCl  zu  liegen,  welches  nun  ferner  auf  ähnliche  Weise  wie  das 
erste  Dreieck  ABC  bestimmt  wird.  Hierauf  ziehe  man  die  Linie 
FBX  und  durch  Cx  eine  Parallele  mit  der  Linie  MN,  so  bestimmt 
der  Durchschnittspunkt  A2  dieser  beiden  Linien  die  Lage  der 
Spitze  A2  des  dritten  Dreiecks  A2B2C2>  welches  ferner  wieder 
auf  dieselbe  Art  wie  das  erste  Dreieck  ABC  bestimmt  wird. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen,  und  die  Kuppel  aus  einer 
beliebigen  Anzahl  von  Glasringen  zusammensetzen  kann,  ist  klar, 
so  wie  sich  auch  von  selbst  versteht,  dass  man  eine  ähnliche 
Kuppel  unterhalb  von  den  Hauptlinsen  LLX  anordnen  kann,  bei 
der  die  zu  erfüllenden  Bedingungen  von  den  bei  der  oberen 
Kuppel  zu  erfüllenden  Bedingungen  nicht  wesentlich  verschieden 
sind,  und  nur  durch  die  mechanische  Einrichtung  des  ganzen  Ap- 
parats einigermaassen  modificirt  werden  können. 

Diese  mechanischen  Einrichtungen  weiter  zu  besprechen,  ist 
aber,  wie  schon  mehrmals  erinnert  worden  ist,  nicht  der  Zweck 
dieser  Abhandlung,  welche  lediglich  die  Theorie  des  eigentlichen 
optischen  Theils  der  für  Leuchtthürme  bestimmten  Beleuchtungs- 
apparate in’s  Auge  zu  fassen  beabsichtigte,  üeber  alles  Technische 
findet  man  genügende  Auskunft  in  der  angeführten,  in  dieser 
Beziehung  zu  empfehlenden  Schrift  von  Hess,  und  in  Alan 
Stevensons  ebenfalls  schon  oben  angeführten  Werke  über  den 
Skerryvore- Leuchtthurm,  worauf  wir  uns  daher  hier  zu  verweisen 
erlauben. 
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De  rexpression  tfoniometriqne  des  racines 
de  l’equation  du  4i^e  degre« 


Par 

M.  E.  G.  Bjorling 

e 

ä Westerua  en  Suede. 


(Extrait  de  Taper^u  des  Transactions  de  l’Acad.  des 
ftcienccs  de  Stockholm,  Seance  du  13.  Nov.  1850.). 


J’ai  montre,  dans  une  communication  du  9.  Oct.  passe*),  que 
iexpression  goniometrique  des  racines  de  I'equation  du  3.  degre 
dans  le  „Casus  irreductibilis“  s’adapte  en  effet  nettement 
aux  racines  dans  tous  les  cas,  et  menie  que  Ton  peut  la  deriver  de 
leqoation  d une  maniere  la  plus  directe  et  la  plus  simple.  II  m’a 
interesse  d’examiner,  si  quelque  chose  d’analogue  serait  ä obte- 
ntr  ä l’egard  de  l'dquation  du  4.  degre.  * Et  quoique  (comme  il 
ftait  facile  de  pr^voir)  aucune  analogie  coniplete  ne  peut  avoir 
lieu  entre  le  mode  de  solution  des  ^quations  de  ces  deux  de- 
greslä.  cette  recherche  a pourtant  conduit  ä une  methode,  a ce 
que  je  sais , tout-ä-fait  nouvelle  de  resoudre  I’equation  du  4.  de- 
gre, methode  aui  ne  sera  peut-etre  sans  interet  en  general,  et 
qui,  de  plus,  .Jans  un  cas  tres-etendu  conduit  directement  ä une 
expression  algehrique  tres- simple  des  racines.  — Alin  de  me 
bayer  le  chemin  au  but  desire,  je  faisais  d’abord  l’essai  de  l’e- 
quation  du  2.  degr^,  en  prevoyant  (comme  il  etait  naturel)  qu'il 
exista  necessairement  une  veritable  analogie  entre  le  mode  de  so- 
lution des  ^quations  de  ce  desjre  et  celui  des  equations  du  4.  de- 
gre. C’est  pourquoi  je  vai?  aussi  presenter  ici  la  chose  en 
n)eme  ordre. 


*)  M.  *.  Heft  2.  S.  228. 
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§.  ].  L’equation  du  2i6me  degre. 


Afin  de  resoudre  l’equation 
(1)  x2— a;r-f-6=0,  (b  netant  pas  = 0), 

on  peut,  en  mettant 

2)  x=zyt angi, 

chercber  toutes  les  valeurs  de  ytangt  qui  satisfont  a l’equation 

y2sin2r — aysinzcosz  -f  taos2z=ü, 

ou  bien,  en  posant 

(3)  y2z=b , ou  plutdt  y = Vb, 

chercber  toutes  les  valeurs  de  z,  qui  satisfont  a 1 equatton 

b=^yCLVb. sin2^ 

* « r - " * 

ou  (au  moins,  si  a n est  pas=0)  ä l’equation 

(4)  z=\ arcsin  ((jgj)). 

♦ , * « 1 . 

Par  consequent,  les  racines  de  l’equation  proposee  (au  moins, 
si  Ton  excepte  le  cas  de  a = 0)  se  trouvent  comprises  dans  le 
second  niembre  de  la  formule 

(S)  ; *= VÄ.tang  \ [arc  sin  ((^j))]  - . 

• I * 

ou,  ce  qui  revient  au  meine,  en  vertu  de  la  relation 

< • t i 

1 ■ 1 — cosp 

(6)  tang^-^uj-,  * 

9 » » • « 

dans  le  second  membre  de  la  suivante: 

» • 


ar  = |a(l+Y  ~t)> 


ou  eniiu  dans  celle*ci: 
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(7)  x~^  i V ‘ *'  * ,- 

qui,  au  reste,  comme  on  sait,  convient  egalement  au  cas  spe- 
cial ö=sO.  ».,•!.  . ...  , 

• J I . ’ . * ‘ V 

2.  L’equation  du  4i&me  (legre. 

•,  * « **•  , **•*.*  i'  i 

1.  Afin  de  resoudre  l’equation  4 ' '•  *»  * • 

* » 

(8)  x4  + ax* + ba? -f cx -\-d  = 0,  ( d n’etant  pas  =^0), 

on  peut,  en  faisant  usage  encore  ici  de  la  position  (2)  ci-dessus, 
chercher  toutes  les  valeurs  de  yt angz  qui  satisfont  a l’equation 

y*sin4r-f  ay3sm3zcosz  -f  ^^sin^cos^+c^sinzcos3^  -f  (Zcos4z— 0, 

n 

ou,  en  vertu  des  relatious 

* 9 

. sin4z  =s  sin2z  — sin2zcos2z , 

• * 

* , • * 

* . 

cos4z  = cos2z  — sln2zcos22  , 

a l’equation  '*  * 1 1 * ■ 

4 

y*sin2z  -f  a^3sin3zcosz  — (y* — btj1 4-  d^sin^cos^z  -f*  eysinzcos3z 

-f  tfcos2z=0, 

* 

ou  bien,  en  posant  y~  une  des  racines  de  l’equation 

s * 

(9)  s*=d, 

• . * * * . ‘ 

chercher  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  z qui  satisfont  ä 
lequation 

y*  -f  «y2sin3zcosz— f2y2 — 6)iysin2zcos2z  -f-  csinzcos3z  = 0 

■ 

ou,  ce  qui  revicnt  au  meme, 

(10)  (2y2-b)ys\n22z--~ 2(«^2sin2z+ ccos2z)sin2z —4y3 . . . • 

Maintenant,  si  Ton  avait 

(11)  c—ay1, 

puisqu’alors  l’equation  precedente  (10)  so  reduirait  ä 
(1*2) , (2jy2— 6)sin22z  — 2oi/sin2z = 4 y2 , 

il  est  evident  qu  alors  on  parviendrait  aisenient  a la  fiu  proposee 
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Au  reste,  comme  cette  condition  (11)  se  reduit,  eil  vertu  de 
la  formule  (9),  ä 


c—^-nVd, 

on  congoit  aiseraent  qu’elle  peut  etre  remplie  toutes  les  fois  qu’il 
existe,  entre  les  coefucients  de  1 equation  proposee,  ,1a  relation 

(13)  c2  = a2d . 

En  effet,  suivant  que  c soit  =aVd  ou  =—  aVd,  \\  suftira  evi- 
demment  d’adopter  la  position  y — yd  ou  la  position  yr=ziyd. 

Par  consequent,  les  racines  de  l’equation  proposee  (8),  dans 
le  cas  particulier  (13),  sont  comprises  dans  fe  2.  memhre  de 
l’equation 


ar=ytangx, 

4 4 

(14)  y etant  = Vrf  ou  zzziyd,  suivant  que  e es t = -§- 

ou  — aVd , 

et 

z designant  (ponr  abreger)  Texpression  generale  qui 
comprend  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  s, 
propres  ä verifier  l’equation  (12),  c'est  a dire,  au 
inoius.si  Ton  excepte  le  cas  singulier 

(15)  6=2^, 

(16)  z=  | arcsin  [ji+V  a2  +4(2y2—  ’ 

0 

et,  par  suite,  elles  seront,  en  vertu  de  la  relation  (6),  les  quatre 
suivantes : 


ou,  ce  qui  revient  au  meine. 


(17) 

a±>r  aH4(V-ÄT  t a ~ 


(savoir,  le  meine  des  deux  signes  i dans  les  dcux 
termes). 
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An  reste,  il  est  aise  de  verifier  maintenant,  qu’en  effet  cette  derniere 
expression  des  racines  convient  egaldment  au  cas  meine  sin- 
gulier  (15)*). 

• » 

. Lorsque,  au  contraire,  la  relation  (13)  n’existe  pas  entre 

les  coefncients  de  l’equation  proposee  (8),  il  est  toujour  possible 
®e  lraDS'orraer  en  une  autre  equation  de  meme  degre  dont  les 
coelnaents  remplissent  cette  condition  (13).  Car,  en  posant  dans 
I equation  (8)  4 

§ 

, xz=zxx  + u, 

eile  se  reduit  a 


xx*  + 4m 
• * 

#i8  + 6 u2 

Ä?i2-f4MS 

| xx  + «4  • \ 

+ fl 

+ 3 au 

-f3<m2 

-ffftt3  1 

+ b 

+26« 

-f  bu2  V 

. + c 

-f  CU  1 

on,  pour  abreger, 

U'"  rj//  rr/ 

(19)  + j 2. 3^1 5 1 2^2  + U =0, 

4 

ou,  enfin , 

(IO7)  arl4  + oJar1s  + 6lar,2  + c1ar1  + rf1=0;  - 
et  la  relation  des  coeflicients  dont  il  s’agit,  savoir, 

(20)  c^aM,  „nü'*=(i^yü, 


*)  En  effet  1°)  si 

C est  ~a\/d=zay2 , b = (2y2=:)%yd , 
r Iqnation  proposee  (8)  a la  forme 

x 4 -f-  az:s-f  2vd.x2  + ayd.x  -\-d— 0 

on  bien 

(x2+  V d)(x 2 -f-  ax  + Vd) =0 ; 

et  2°)  si 

c est  ~ — a V d = ay2 , b — — 2\/d, 

l’lqnation  (8)  a la  forme 

(#2—  Vd)(x2  -f  ax  — Vd)  = 0 ; 

et  on  reconnait  aisdinent  qu’en  effet  dans  l’nn  et  f autre  cas  la  formale 
(17)  foarnira  les  vdri  tables  racines  de  ces  equations. 
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8e  reduit  — cbose  remarquable  — ä lequation  snivante  dont  le 
degre  ne  surpassera  jamais  le  3*: 

(21)  [8c+a(aa-46)]uM  [16rf  + 2ac-f  6(ö*-46)>2 

-f-  [8arf-f  e(a2 — 46)]w  -f  (a*(l — c2)  =0. 

Par  consequent,  s*  I on  adopte  pour  n une  quelconque  des 
racines  de  cette  dquation,  i!  s’ensuit  de  l’article  pr^cedent  1.  que 
les  racines  de  l’equation  (19)  ci-dessus  seront  comprises  dans  la 
formule 


ar^ytangz. 


U 


tu 


yetant=l/U  ou==*vU,  suivant  que  U'  sera==4- ou~  > 

‘ savoir,  0 = M4-f aMs-f-ÖM2  + cu + 

et  z ddsignant  (pour  abrdger)  l’expression  gdnerale  qui  comprend 
toutes  les  valeurs  correspondantes  de  l’inconnue  z,  propres  ä verifier 
l’equation 

/ U"\  U" 

I^Jsin*2x— 2y.j-^3sin22=4y®,  ■ 

i 

et,  par  suite,  elles  seront,  en  vertu  de  l’equation  (17),  les  quatre 
suivautes : 


(22) 


...  i 


ZT| 


__  °i dfcV  «,H + ra,jfcV jt 


(savoir,  le  radme  des  deux  eignes  dt  dans  les  deux  tennes), 
etant 

U' 


U" 

01  _L23’ 


b,~  O’ 


* . 


d1=V> 


4 4 _ 

y=\zdt  ou=i‘V  di , suivant  que  ct  sera=  + ou— arf * 

i 

et  enfin 

(18)  = 

On  con^oit  bien  que  les  racines  de  la  transformee  (19)  se* 
ront  en  effet  ddpendantes  de  la  choixque  Ton  ait  faite  entre  les  ra« 
eines  de  Tdquation  (21)  pour  la  definition  de  l’inconoue  oil  Mais 
on  s’assure  aisement  que  cette  equation  (21)  aura  toujours  ** 
moins  une  racine  reelle,  et  que  par  suite  il  sera  toujours  possiW* 
de  se  procurer  une  transform^e  dont  les  racines  ne  diflercront 
des  racines  de  l’equation  primitive  que  d’une  quantite  reelle.  k® 
effet,  1°)  lorsque  le  coefficient  de  u*  n’est  pas  =0,  la  cbose  «s 


r 
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evidente  par  soi- meine';  et  2°)  lorsqu  il  est  =ö,  corame  alorg 
l’equation  se  rdduit  a \ 

+ ^[16d-(£-2&)’]=0, 

« 

et  que  le  coefficient  de  u 2 ne  peut  pas  y 4tre  =0,  c2  n’etant  pas 
= a2d,  il  cst  evident  qu’on  aura  dans  ce  cas  definitivement 


3.  Quant  ä la  discussion  des  racines  d une  equation  du  4* 
degre,  pourcequi  concerne  la  determination  des  cas  oti  les  racines 
sont  reelles  ou  imaginaires,  eile  peut  se  faire  tres-aisement  toutes 
les  fois  que  I on  a 


(13)  c2  = a2d. 

En  effet,  lorsque,  dans  ce  cas, 

: \ • 


1.)  a et  c sont  des  signes  eontraires, 


puisqu  alors  y designe  iVd , et  que  par  suite  l’dquation  (17)  se 
reduit  a 


«jb  V a2 — 4C2Vd-j-d)  j |''a;fcVr a* — 4(~Vd+b)  ~|2 


]2 

+ Vd, 


4 ■ " L 4 

il  est  clair  que,  a)  2%/d  + b ^tant  positif  et  superieur  a 

(jt)  * t°u*es  ^es  meines  seront  imaginaires, 

b ) dans  tout  autre  cas,  toutes  les  racines 
reelles. 

* , * . « • - 

Lorsquau  contraire,  dans  le  m£me  cas. 


i « 

i « i i 


* * I 


2.)  d et  c sont  de  meme  signe. 


t 4 . * I - * 

puisqu’alors  y designe  y d,  et  que  par  suite  l’equation  (17)  se 
reduit  a 


a±V  a*  K4(2v'</-A)  ( vft  a J:  Vft2-f4(2 yd  - b)~\2 


J-vä. 


i 
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I 


il  est  clair  que,  «)  2 Vd—b  dtant  nägatif  et  numdriquement 

2 

> toutes  les  racines  seront  imaginaires, 

tandis  que  b)  dans  les  autres  cas,  toutes  les  racines  se* 

ront  imaginaires,  seulement,  si  Vd  sur- 
passe  les  deux  carres 


toutes  les  racines  seront  reelles,  seulement. 
s\Vd  ne  surpasse  pas  l’un  ni  l’autre  des 
niemes  carres,  et  enfin 

deux  racines  reelles  et  deux  imagi- 
naires, seulement,  si \zdt  surpassant  Ion 
»de  ces  meines  carres,  ne  surpasse  pas 
l’autre. 

Et  enfin,  lorsque 


3.)  a et  c sont  l’un  et  l’autre  =0,' 

f 4 4 * /I 

Suisqu’alorg,  soit  qu’on  fasse  y=.\/d  ou  = iy'd , l'equation  (l/J 
evient 


x=± 


VWri—b±  V—  (2  V(l + 6) 

2 


la  discussion  dont  il  s’agit  est  bien  si  simple  qu’il  n’y  a pas  * 
l’exposer  ici.  > 

Ajoutous,  pour  le  cas  oü  la  condition  (13)  ne  soit  pasrempli* 
par  les  coefficients  de  l'equation  primitive,  qu’au  moins  si  Ion 
adopte  pour  valeur  de  uune  racine  reelle  de  l’equation  (21)*)»®® 
pourra  appliquer,  alors  aussi,  verbalement  ce  qui  vient  d’etre  dit 
ci-dessus  en  1°),  2°),  3°),  pourvu  toutefois  qu’on  rem  place  Iw 
lettres  «,  b , c,  d par  les  denominations  precedentes  des  D0ß‘ 

veaux  coefficients  al%  bl9  cit  dL. 

> • • * 

4.  Pour  en  donner  une  espece  de  vdrification,  consideroos 
enfin  cet  exemple  particulier: 


x*  -f2:r3  -f  Ix1  -f  18a:  — 18  = 0. 

La  rälation  (13)  n’y  a pas  lieu.  L’equation  (21)  devient  ici: 


*)  En  effet  on  voit  bien  que,  par  cette  adoption,  les  coefficients  de 
la  trän  sfortnle  (19)  deviendront  reelles  et  que  les  racines  d’el|e  nt 
difTcreront  de  celies  de  l’equation  primitive  que  par  une  quantite  reelU- 


t 
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Su3 — 32m2 — 60m  — 33  = 0, 

4 

ou,  au  moyen  des  positions  M = / + jj,  2t  = v: 

n 154  4075  A 

* — zv--w=0’  ' . 

dont  les  racines  sont  indiquees  par  la  formule 

r=  jj  arc  cos((~^)3))j , 

et  entre  eiles  la  racine  reelle  par 

' • . P=j(v2r44+yl331)=f ; 

• ” * 

et,  par  suite,  la  valeur  correspondante  de  u par  '* 

N 11 

« * , 

Maintenant  les  i coefficients  de  la  transformee  (19)  de* 
viennent : 

* 443  , 24649 

ai  =24,  bv  =-q-  , =6.157,  dt= 


16 


• » 


la  relation  c,2  = a«2tf1.a  donc  Heu,  et  on  obtient,  en  vertu  des 
equations  (22)  et  (18), 


• %*  t 


* 4 1 * • 

ll  12+1  t 44 ff  /12+lV  ÜBT 

et,  par  suite,  les  racines  de  l’equation  primitive  seront 

V • -(1±V3)  et  ±3V=T, 

# • » ’ 

dont  on  peut  aussi  maintenant  verifier  l’exactitude. 


; / 


i , 


*#  • 
» 


Theil  XIX. 
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XXV. 

Heber  Krümmung,  Biegung  und  Ab* 
bildung  krummer  Oberflächen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carls  ruhe. 


ln  dem  Folgenden  habe  ich  versucht,  die  hauptsächlichsten 
Sätze  über  Krümmung , Biegung  und  Abbildung  krummer  Ober 
flächen  zusammenzustellen.  Ausser  den  in  den  Lehrbüchern  ge- 
wöhnlich vorkommenden  Sätzen  über  Krümmung,  die  ich  der  Voll- 
ständigkeit wegen  glaubte  ebenfalls  aufführen  2u  müssen,  wurden 
namentlich  die  Sätze  von  Laus  s über  Biegung  und  Abbildung 
der  krummen  Oberflächen  nachgewiesen.  Benutzt  habe  ich  dabei 
folgende  Werke:  Sphäroidische  Trigonometrie  vom  Her- 
ausgeber des  Archivs,  (Berlin*  1833.  4°.),  fünftes  Ka- 
pitel; eine  Abhandlung  von  Min  ding  im  19ten  Bande  des  Crel lö- 
schen Journals,  S.  370.  ff.,  so  wie  eine  solche  desselben  Ver- 
fassers im  20sten  Bande  jenes  Journals,  S.  3*23.;  Schmidt« 
mathematische  Geographie,  lster  Band  S.  130  ff.;  om 
endlich  die  Untersuchungen  über  Gegenstände  der  bö- 
hern  Geodäsie  von  Gauss.  (Göttingen,  1844.). 


v 


Sei 


A*»  V’  i)=“=0  (1) 

die  Gleichung  irgend  einer  krummen  Oberfläche,  A ein  Punkt 
derselben,  dessen  Koordinaten  seien  x,  y , z.  Von  dem  Punkte 


N 

K 
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A aus  gehe  man  auf  der  Oberfläche  (1)  zu  einem  unendlich  nahen 
Punkte  A\  dessen  Koordinaten  seien 

x+Jx,  y + Ay,  z+Az, 

wo  Ax,  Ay,  Ai  unendlich  klein  sind.  Da  A‘  auch  auf  der  Ober- 
fläche (1)  liegt,  so  ist  also  auch 

f{x  + Ax>  y + Ay,  z + Az)=0.  (2) 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gerade  durch  die  Punkte  A und  A',  so 
ist  dieselbe  Tangente  an  jede  Kurve,  der  das  Element  AA‘  an- 
gehort.  Die  Gleichungen  derselben  sind  mithin: 

> 

r-y=4t(X-X); 


d.  h. 


Z-z=S£(X-x).  Y-y=li(X- 


dx 


■x); 


(3) 


wenn  X,  Y,  Z die  laufenden  Koordinaten  der  Geraden  sind.  Aus 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt  aber  bekanntlich: 


du  ou  dy  du  dz_ . 

dx  ' dy  fix  ' dz  dx  9 


(4) 

dy  dz 


eliminirt  man  nun  zwischen  (3)  und  (4)  die  Grüssen  so 

erhält  man  die  Gleichung; 


(S) 


welches  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  A gehenden  Ebene 
Vst.  Diese  Ebene  enthält  also  die  Tangenten  an  alle  möglichen 
durch  den  Punkt  A gehenden  und  auf  der  krummen  Oberfläche 
befindlichen  Kurven,  und  heisst  eben  desshalb  die  Tangential- 
ebene an  die  krumme  Oberfläche  im  Punkte  A. 


• « . 

Diejenige  Gerade,  welche  im  Punkte  A auf  der  Ebene  (5), 
also  auch  auf  der  Fläche  (I),  senkrecht. steht,  heisst  Normale 
an  die  Oberfläche.  Dieselbe  steht  also  auch  senkrecht  auf  allen 
Tangenten,  die  man  nach  dem  Obigen  durch  den  Punkt  A zie- 
hen kann.  Ihre  Gleichungen  werden  mithin  sein: 


£<*-*)= ..  ... 
s . (ö) 


i 
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Setzt  man  znr  Abkürzung 

*-V(Sö'+ (*)’♦(*)■ 


•i  1. 


-I  ( ! 'i  t I'»  , 

und  sind  a,  ß,  y die  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den  drei 
Koordinatenaxen  macht,  so  ist  also: 


t . 

i tu  ' 0 . i du  i a« 

cosß—±  kby’  c®sy=±fS; 


, • • • • » 


(<) 


worin  die  obcm  und  untern  Zeichen  zusammengehöreu.  So  lange 
Nichts  festgesetzt  ist  über  die  spezielle  Richtung  der  Normale, 
muss  das  Doppelzcichen  in  den  Formeln  (7)  angewendet  werden. 
Um  aber  diese  spezielle  Feststellung  vornehmen  zu  können,  mag 
Folgendes  bemerkt  werden. 

Denken  wir  uns,  vom  Punkte  A aus  werde  auf  der  Normale 
und  zwar  nach  beiden  Seiten  der  krummen  Fläche  hin  fortgegan- 
gen, so  wird  die  Grösse  ?/,  welche  Null  ist,  wenn  man  io  ihr 
för  x\y;  t'  die5  Koordinaten  des  Punkts  A setzt,  positiv  oder  ne- 
gativ sein,  wenn- man  für  »r‘,1  ;/,  z die  Koordinaten  irgend  eines 
andern  der  Punkte  der  Normale  setzt.  Wählen  wir  nun  einen  dem 
Punkte  A unendlich  nahen  Punkt  B auf  der  Normale,  dessen 

Koordinaten  seien  « i 

• * • « • # 

x + Ax,  y+Aij,  z + Az 

« • • • 9 * 

'!>  , t 7’/  ..  4 i 1 l 1 'II 

und  zwar  sei  derselbe  auf  dem-Theile  der  Normale,  dem  in  (/) 
die  obern  Zeichen  zugehören , und  sei  noch  ■ 

v'.V-  . r = V Ax2\  Ay2  + ji2\  • 

Alsdann  ist  offenbar;  . . 


»*  % 

» i 


1 1 


* 1 r drt  ’ r du  * r du  ' 

« * 

und  der  Werth  S*on  U,  den  man  erhält,  wenn  man  für  x,  g,  1 
die  Koordinaten,  dos  Punktes  B setzt,  ist 

* . - ‘ 

* , ■ : öii  . du  , 3s  - < 

u =.«+ +£*+<>. 

■ _ % 

wo  q ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  und  u der  Werth 
ist,  den  man  erhält,  wenn  inan  für  x,  y,  z die  Koordinaten  des 
Punktes  A setzt,  d.  h.  «=0,  mithin  * ; 


u 


du  du  du  , ; (Ax2A- Au2 +Az2)  k 

= Ä*  JX  + 9 * + + • ~ --  A ~ r +ß=rHP' 
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<1.  h.  u'  ist  positiv.  Folglich  muss  das  obere  Zeichen  in  (!)  dann 
genommen  werden,  wenn  man  die  Normale  von  A aus  nach  der 
Seite  der  krummen  Oberfläche  verlängert,  nach  der  u positive 
Werthe  erlangt.  Man  beweist  ganz  eben  so,  dass  nach  ner  ent- 

S egengesetzten  Seite  hin  u negative  Werthe  erlangt.  Die  erste 
eite  der  Fläche  soll  die  positive.,  die  zweite  aie  negative 
heissen,  und  wir  wollen  also  inskünftig  die  Normale  von  dem 
Punkte  A aus  nach  der  positiven  «Seite  der  krummen  Fläche  uns 
verlängert  denken , so  dass  wir  in  (7)  bloss  die  obern  Zeichen 

beizubehalten  brauchen. 

%•  » • * 

- , . • . “ • 

In  der  Regel  wird,  wenn  man  einmal  auf  der  positiven  Seite 
der  Fläche  sich  befindet,  u immer  positive  Wertne  haben;  es 
müsste  denn  sein,  dass  die  Normale  die  Fläche  noch  einmal  träfe, 
wo  dann  ein  Zeichenweise!  vor  sich  ginge. 


I 


i 

I 


Wir  wollen  uns  nun  .auf  einer  krummen  Oberfläche  (1)  von 
dem  Punkte  A aus  in  einer  bestimmten  (aber  beliebigen)  Rich- 
tung hin  zwei  Kurvenelemente,  d.  h.  nebst  A noch  zwei  aufein- 
ander folgende  unendlich  nahe  Punkte  denken,  deren  Koordinaten 
seien:  i , 1 . . 


x + Jx,  : + x+‘2Ax,  y VlJy  -f  , : + 2i:+/:; 

* . . . 

wo  wir  also  x als  die  unabhängig  Veränderliche  ansehen.  Da 
diese  Punkte  ebenfalls  auf  der  Fläche  (I)  liegen,  so  muss,  nach 
einer  bekannten  Betrachtungsweise  der  Differentialrechnung,  auch 
sein : 


/ 


u=0. 


du  du  dy  du  dz n 

d~x  + Wy  dx+~dz  dx — 


d2u  ty 

dx2^  dy2\dx)  dz2\dx)  ~ dxdy  dx 

c*u  dz  0 _8*m  dy  dz_  du  d*y  du  d2:  _ 
jdxdz  dx  * * dydz  dx  dx  * dy  dx2  "■  dz  dx2  ‘ 


(») 


Ist  die  Richtung,  in  der  man  vorgeht,  bestimmt,  so  sind  es  auch 


dy  dz  d2y  c2: 

dx*  dx  * o.r2  9 dx2 

\ 


Durch  die  drei  angenommenen  Punkte  kann  man  nun  einen  Kreis- 
bogen legen , dessen  Gleichungen  seien : 
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(*-« )»+(K-ft«+(Z-y)*=?*, 
a(X—  o)  + 6(F—  ß)+  Z-y=0; 

wo  also  o , ß,  y die  Koordinaten  seines  Mittelpnnkts,  Q sein  Halb- 
messer. Zur  Bestimmung  der  Grössen  a,  ß,  y,  q , a,  b bat  man 
mithin  die  Gleichungen : 


• * 

*-<'+<y-ß)S£  + (■— y)|^=0, 


a(:r— a)  -f  %~/5)  + 2— y=0. 


8*y  ö*r  n 

6 dx * + te*  ~0' 


woraus  sich  uun  ergiebt: 
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&=— 


SV 

dx2 

7Py’ 

dx* 


a = 


S2x  Sy S*y  Sz 

Sa:2  Sa:  Sa:2  dx 


c2u 

& 


a — x—  — 


n^Y,  f9!  vi/^  ^ 

L ' \3jt/  ' \cby  JySi*  dx  ^ Bx2  Bx) 


(BH  \* 

(oO  + 


/S2*  Sy  S®y  dz 


r 


ß— y— 


( Säe*)  ^ \dx2J  n \dx2  dx  dx 2 Sa: 


S2*  Sy  Si 
Sa:2  Sa:  d* 


\ 


\wy  ^ \ftry  ' \Sa:2  <fx  Sa:2  Sa:/ 


y— 2 = 


L +\Sa:/  * \Sx/  .JLSa:2\Sa:/  Sa:2  dx  dx  ^ Sa:2„J 

-•  (&y\*  , /31:VT  ^ !iV 

\Sa?2/  * \Sa:2/  *■  \Sa2  Sa:  Sa:2  Sa:/ 


9 = 


1 

HS)'*  (IT] 

r 

[©)•+ 

/0*I 

\ctes 

V _L  d;/  _ 

) * vä,t*  Bx 

8>  8*  y~] 

Bx2  Bx)  J 

I1 

I 


Die  Formeln  (9)  bestimmen  den  betreffenden  Kreis  vollständig. 


Offenbar  kann  man  die  Aufgabe,  die  uns  beschäftigt,  auch 
so  ansehen,  als  habe  man  durch  A irgend  eine  Ebene  gelegt, 
welche  die  Fläche  (1)  schneidet,  und  man  betrachte  in  der  (ebenen) 
Schnittkurre  zwei  Elemente.  Ist  die  Kurve,  von  der  wir  zwei 
Elemente  wählten,  eine  im  Allgemeinen  doppelt  gekrümmte,  so 
darf  man  ja,  um  die  eben  angeführte  Betrachtung  klar  zu  machen, 
nur  die  Krümmungsebene  dieser  doppelt  gekrümmten  Kurve  im 
Punkte  A als  die  so  eben  angegebene  Ebene  ansehen. 

V 

Uro  die  Rechnung  zu  vereinfachen , wollen  wir  aber  ein  aro  . 
deres  Koordinatensystem  einführen.  Wir  wählen  nämlich  den 
Puukt  A zum  neuen  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  (5)  zur 
Ebene  der  xy  und  die  Normale,  in  dem  §.  I.  angegebenen  Sinne, 
zur  positiven  Axe  der  z.  Da  nunmehr  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialebene 2=0  sein  muss,  so  ist  also  jetzt 


während 


da 

dz 


x-=zy~z  =.0 

Ir 


‘ du du 

’ dx—  dy—{,f 


nicht  Null  sein  wird.  Da  die  Richtung  der  Axon  der 
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x und  y noch  willkuhrtich  bleibt,  so  wählen  wir  dieselben  so,  dass 
cßu 

* — 5- ebenfalls  Null  wird  für  #=«:=:  3=0.  Dass  Letzteres  immer 

OX  Oll  ' a 

möglich  sei,  erhellet  so:  Man  wähle  zuerst  die  Lagen  der  Axen 
der  x und  y (senkrecht  auf  einander)  willkührlich , so  dass  im  All* 

gemeinen  g— nicht  Null  sei  (wenn  man  die  Grösse  umgeformt 

hat,  wie  es  die  bekannten  Formeln  für  Koordinatenverwandluog 
verlangen).  Da  für  x—y—z=.i)  auch 

5 * 

s“_0  e“_0 
dx U*  8y— 

so  muss  die  Grösse  u so  beschaffen  sein,  dass,  wenn  man,  falls 
sie  nicht  blosse  Potenzen  enthält,  die  in  ihr  etwa  vorkomraenden 
transzendenten  Grössen  nach  dem  Maclaurin’schen  Satze  ent- 
wickelt, dieselbe  die  Form  habe: 

% • • 

• * N • \ \ 

u —kx1  -f  Ixy  -f  my1  f P, 

/ \ 

wo  P keine  Glieder  enthält,  die  bloss  die  erste  oder  zweite  Di- 
mension von  xt  y enthalten.  Alsdann  ist  offenbar  für  j^=tf=r=0: 

^ g~  — l.  Man  ändere  nun  die  Richtung  der  Axen  der  x,  y, 

d.  h.  setze: 


so  wird 


\ • '-fi*  \ 

x-=xx  cohol  — y'sinttt  y rrdr'sina-fy'cosa;  • 


u = kx'2,  -|-  l'x‘y‘  -f  nt'y'2  -f  Pti 


wo  P1  in  Bezug  auf  x ',  y'  dieselbe  Eigenschaft  hat,  wie  P in 
Bezug  auf  x,  y.  Was  den  Werth  von  V anbelangt,  so  ist 

/'=  — 2£sinacosa-f~msinacosa  -f  /(cos2a  — sin%) 

= (tu  — A*)sin2a  -f  /cos2a 

82m  ’ 

und  g^/g-7  = l\  Soll  nun  /'  = 0 sein,  so  muss  man  haben 

X jj 

tg‘2a=T^^»  woraus  ein  reeller  Werth  von  a folgt,  so  dass  an-, 

sere  Behauptung  gerechtfertigt  ist.  Wählen  wir  nun  die  Koordi- 
natenaxen  in  der  angegebenen  Art,  so  folgt  aus  (8),  dass  (ßf 

den  Punkt  A)  auch  |^=0,  und  folglich  die  dritte  Gleichung 

(8)  wird:  * • . 

(&).+ ©).(!)>  ©.(&).-«■  <•> 


1 
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tco  der  angebängte  Zeiger  0 bedeutet,  dass  man  uach  der  Diffe- 
rentiation x=y=:z  — 0 zü  setzen  habe. 

* • 

Die  Gleichung  der  Ebene,  vön  der  wir  vorhin  sprachen,  sei 

x -f  Ay  + Bz  = 0, 


so  ist  also 


und,  wenn  man  diess  in  obige  Gleichung  (a)  setzt: 


und  dann 


(S).+ + (*).(&).=«• 

!>•(£-:)■»  q.1 . 

- 


(£)= 


woraus  nun  folgt: 


9 = 


MS). 

+ ( 

B)J 

lÄ 

(1  + J*)l 

UJ 

/au' 

Ktz, 

> 

L 

a+*+i^(>(g:)  + (S)  J 


(10) 


in  welcher  Formel  allerdings  das  zweite  Glied  das  Doppelzeichen 
Az  haben  sollte,  das  wir  aber  weglassen,  so  dass  q als  positiv 
oder  negativ  betrachtet  wird,  je  nachdem  das  zweite  Glied  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  hat. 

Legte  man  die  fragliche  Ebene  noch  spezieller  so,  dass  sie 
durch  die  Normale  ginge,  und  also  einen  Normalschnitt  bil- 
dete, so  kann 


x + Ay  = 0 

t * 

■ 

ihre  Gleichung  vorstellen,  und  der  entsprechende  Werth  von  q 
ergieht  sieh,  wenn  man  in  (10)  /?  = 0 setzt,  d.  h.  man  hat  jetzt: 
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Will  man  den  (oder  die)  Werthe  ron  A suchen,  filr  welche  diese  j 

zu 


g 

Grosse  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  so  bat  man  0 

✓ v ^ **A 


setzen,  wodurch  man  erhält: 


r 


h 

d.  h.  entweder  A — U,  oder  A = ä e.  Wollte  man  den  zweiten 

, 1 

Werth  (A=  cx)  nicht  gelten  lassen,  so  setze  man  d=- , wodurch 


<1  + C)g) 


\ 


0*it\ 

V/ 


Bq 


und  ^,=0,  giebt  C=0,  d.  h.  A=z oo.  Nun  ist  für  A~ 0: 


und  die  Gleichung  der  Ebene  des  Schnitts  ist  ftlr  A~0:  .t  = G, 
d.  h.  die  Ebene  der  yz,  für  A = ao:  y—  0,  d.  h.  die  Ebene  der 
x z.  Diese  zwei  Schnitte  wollen  wir  Hauptschnitte  heissen 
und  also  durch  Rt , R ihre  Krümmungshalbmesser  bezeichnen, 
die  zugleich  Hauptkrümmungshalbmesser  heissen  mögen. 

Ist  nun  x +Ay~0  die  Gleichung  irgend  eines  Normalschnitts, 
so  ist  -j-  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den 

diese  Ebene  mit  der  Ebene  der  xz  macht,  oder  auch  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  zwei  Linien  mit 
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einander  bilden,  in  denen  eben  diese  Ebene  und  die  Ebene,  wel- 
cher der  Krümmungshalbmesser  R entspricht,  die  Tangentialebene 
schneiden.  Heisst  nun  « jener  Winkel , so  ist  mithin  ^2=cotg2a 
und  folglich  (11): 


Q = 


1 -f-  cotg2« 

co‘8%  4+7^ 


RRl 

Rs\ n2«  -f-  R1  co*s2a 9 


(12) 


vermittelst  welcher  Formel  der  Krümmungshalbmesser  jedes  Nor- 
malschnitts  durch  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  ausge- 
drückt ist.  Ist  nun  R~Rl9  so  ist  allgemein  q = R,  d.  h.  alle 
Krümmungshalbmesser  der  Normalsshnitte  sind  gleich. 

t 

Was  den  Werth  der  Grössen  a,  ß , y anbelangt,  so  findet 
man  nach  (9),  dass  jetzt  a=/3ss0,  y = — p,  so  dass  der  Mittel- 
punkt des  Krummungskreises  auf  der  Normale  liegt;  fällt  nun  der 
Werth  (12)  negativ  aus,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  nach 
der  positiven  Seite  der  Normale,  d.  h.  nach  der  positiven  Seite 
der  Fläche,  gerichtet,  entgegengesetzt  im  andern  Falle,  wobei 

freilich  obiges  bestimmte  Koordinatensystem  zu  Grunde  liegt. 

, * • 

♦ . 

Immerhin  aber  folgt  aus  (12),  dass  wenn  R , Rx  nach  der- 
selben Seite  der  Normale  hin  gerichtet  sind,  alle  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  ebenfalls  nach  der  nämlichen  Seite 
gerichtet  sind,  in  welchem  Falle  die  Fläche  in  A eine  doppelt 
erhabene  (oder  doppelt  hohle)  heisst.  Sind  R und  Rx  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  ist  ein  Theil  der  p anders  gerichtet,  als 
der  andere,  und  die  Fläche  ist  in  A hohl -erhaben.  l)ie  Scheidung 
geschieht,  wenn 

tg*«  = -§,  tg «=±V~  F’ 

in  welchem  Falle  p = oo  ist.  Ist  R>RX  und  haben  beide  Grös- 
sen gleiches  Zeichen,  so  erreicht  p seinen  grössten  Werth  für 

7t 

«=0,  seinen  kleinsten  0^«=^-,  wie  man  diess  am  bequemsten 
aus  der  Formel 


RRX  RRX 

e_ Ä,  +(ß— Ä,)sinl« _ — (Ä-tfOcos2« 

ersieht  Also  ist  dann  wirklich  R ein  Maximum , Rx  ein  Minimum. 

Sind  R und  Rx  von  verschiedenem  Zeichen,  so  sei 

c 

a)  R=z  — R',  Rx  positiv;  alsdann  ist 

— R'RX —R' 

Q — /£'sin2a-f-/?iC0saa  —R‘  . 


t> — sin2«  -f-  cos2« 
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uer  Nenner  erreicht  seinen  grössten  Werth  für  a — Q,  wo  er  1 ist, 
also  ist  jetzt  /r  = — Ä'  ein  Minimum;  ferner  Ut  auch 


Q = 


1 »-  4 1 


% 


sin2« — -Ti,  cos2« 


so  (lass  fär  «=£  wir^*,c*1  e,n  Minimum  ist; 
ß)  II  positiv,  Äjsr—  Ki;  alsdann  ist 


« * 


-RRX* 


(>  = 

R 


‘ Äsin2« — Ät' cos2«  , Ä . „ • . . Ä/*  s 

. • . 1 • cos2a-rr-iT"/8in2«  sin2a =4-  Cos2 


Ri 


R 


woraus  folgt,  dass,  für  a = 0,  R ein  Minimum,  und,  für  «= 

Ä = — Rk'  ebenfalls  ein  Minimum  ist. 

• f 1 • 4 

, •»««!«  t #•*  „ 

Es  ist  nun  leicht,  den  Krümmungshalbmesser  irgend  eines 
durch  A gelegten  ebenen  Schnittes  zu  bestimmen.  Die  Formel 
(10)  giebt  nämlich: 

. ü+^(| \ 

1 + A»  r j+A*  ■ GO.. 

- a*  \i  +>+W  • r<!\u\  , 

• . • • Va*V„+  AfoV.  • 

1 / J+;la  Ni  • //Ä, 

— coAAl+iHÄV  ' Ui  + tga«. « ’ 

*>  • 

wenn  a der  Winkel  ist,  den  die  Durchschnittslinie  der  fraglichen 
Ebene  und  der  Tangentialebene  mit  der  Linie  macht,  in  welcher  die 
dem  Krümmungshalbmesser  R entsprechende  Ebene  dieselbe  Tan- 
gentialebene durchschneidet  Ist  w der  Winkel , den  unsere  Ebene 

mit  der  Normale  macht,  so  ist  bekanntlich 

* • • » 

l + 'C  • 


COS2U)  = 


1 +^2+Ä2\ 

, ♦ « . ' 

und  also,  da  ca  immer  zwischen  0 und  90°: 

« 

RRX  cosüi  * 

^ ~~  Äsin2«  -f  Ät  cos2a  ’ 


(13) 
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wodurch  also  auch  der  Krümmungshalbmesser  dieses  Schnitts 
gegeben  ist.  Was  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
anbelangt,  so  ergiebt  sich  leicht  aus  (9) : . 

(1 + /!*)/?  ./?/?,  (l  + ^*)iS  RRt 

“ - rr#+  B*  It+.r-lli 1 p-  A (l+Ai+W)  ‘ Ä-M2Ä,  ’ 

. i (1 1-.42)2  ItRi 
y - ~ (t+^+  ß2) ' K+ <i*Rt  *' 

ft 

• . y 

► « * • . 

i » * 

sso  dass  der  Werth  von 

u . ■ . . 

/?/?lCos% 

y pcosco  /?gin‘ia-f~//|  cos2«’  • . , 

also  die  Richtung  dieses  Krümmungshalbmessers  in  Bezug 
auf  die  Normale  dieselbe  ist,  wie  die  des  Normalschnitts, 
dessen  Ebene  die  Tangentialebene  in  derselben  Linie  schneidet, 
wie  die  Ebene  der  betrachteten  Kurve. 

# * 7 * * « , Ai 


§•  3. 

-•  ‘ ' .....  idnuo  .£  ul 

9 &,  | ♦ J f Vf  t 

Man  denke  sich  6ine  Reihe  Normalschriitfe  durch  den  Punkt 
A gelegt,  alle  denselben  Winkel  9 mit  einander  bildend,  so  dass 
719 nr  15(50° *,  sei  a,  der  Winkel,  welchen  der  erste  dieser  Schnitte 
mit  der  Ebene  des  Krümmungshalbmessers  R macht,  so  dass 

ä-fg?  der  Winkel  des  zweiten,  ...,  cf|4-w<p  der  des  letzten , wel- 

er  mit  dem  ersten  zusammen  fallt , ist;  seien  pj , p2, p«  die 

Krümmungshalbmesser  des  Isten,  2ten , ....«ten  Schnitts,  mit  den 
ihnen  gebührenden  Zeichen  genommen,  so  dass  gleich  gerichtete 
auch  gleiches  Vorzeichen  haben.  Alsdann  ist  oach  (12): 


i+i+...+i 

Qi  ; & q « 


= [sin2«!  + sib2(«|  +9)  4 ,v-f  sin*  («t T »—I9)  ] 


\ 


+ ^[c0S2«l+C0S2(«l-f9)  + ,..  + C0S2(«!  +«- iffi.) J,  : t 


d.  h.  wenn  man  beachtet,  dass 


also: 


«1 


i* 
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sin2«!  -f  sina(a!  -f -<p)  -f ...  4-  8in2(«!  + n — 1 9) 

71  1 

= 2 — 9 [co{52«i+cos(2a1+29))+..-fco8(2«1-f2n— lg>)] 

n cos(2«!  -|-7i — *l<p)sin7i«p n 

Ä5"  sing?.  2 , 

COS2«!  + COS2(«!  4*  9>)  4"  ...  4*  COS2(«!  n — lg)) 

fi  i 

= 2 + 2 f cos2ofi  + cos  (2cfi  + 2<?)  + 

i 

....  -f  cos(2«! 4* 2 n-— 1 g>)]  = £>  wenn  n>l2, 


endlich 


•••+^r=£[s+  Ü 

(Siehe  auch  Archiv,  ThI.  XI.  S.  328.). 


(14) 


§•  4. 

In  §.  2.  wurde  nachgewiesen,  dass  zwei  Hauptschnitte  beste- 
hen. Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  wie  dieselben  allgemein  be- 
stimmt werden  können.  Aus  6.  2.  weiss  man , dass  für  jeden 
Normalschnitt  der  Krümmungshalbmesser  in  der  Normale  liegt. 
Sind  nun  «,  0,  y die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunkts 
für  einen  Normalschnitt,  so  muss  («,£,  y)  in  der  durch  den  Punkt 
(.r,  y,  2)  gehenden  Normale  liegen,  d.  h.  man  muss  nach  (6) 
haben : 

« — x _ ß — y y — z 

du  du  du 

dx  du  dz 

_ (15) 

_ ,4  [ («— *)2  4- (ft --ff)2  4- (y— i)2 q 

± f /8m\2  . /8m\2  , /8« V — 4*  * 

KfJ  + K%)  + w 

wobei  wir  das  Doppelzeichen  an  q weggelassen  haben,  so  das? 

y — ’Z 

q positiv  genommen  wird,  wenn  — ^ es  ist,  negativ,  wenn 

dz 

v - jj  8m 

ß - negativ  ausftdlt.  Da  eine  Konstante  ist,  60  werden 

5« 

also  zwei  Krümmungshalbmesser  verschiedenes  Zeichen  haben. 
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wenn  sie  nach  verschiedenen  Seiten  der  Normale  gerichtet  sind. 
SeUt  man  nun: 


8®«  ' dhi  (dy  \*  dht  f dz  dhi  dy  * 

dx2  ' dy2  \dxj  ^ 9:2  \ßx/  ■ dxdy  dx 


, a JPu  ^ . r>  dy  ös 
fixdz  dx**  dydz  fix  dx 

="HI9%  (£)'!■ 

M 

so  folgt  ans  (8): 


(16) 


£a+s&— 't'+ffij'+CKn-, 


Ferner  ergiebt  sich  aus  (15),  wenn  man  die  (9)  vorangehenden 
Gleichungen  beachtet:  * 


9 

k 


du  cßz  du  c^tf 
dz  dx 2 ■ dy  dx 2 


.i 


. ■«. 


-Mff*  ( 

W1 

\ , 

m 

T" 

so  dass  immer 


k 

Q — />» 


(17) 


worin  k (immer  positiv)  die  schon  in  §.  1.  angegebene  Bedeu- 
tung hat,  und  also  q positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  P es 
ist  Der  Werth  von  k ist,  für  den  betrachteten  Punkt,  konstant, 

dv  dz 

P aber,  da  diese  Grösse  die  Quotienten  ^ ......  enthält,  ist 

veränderlich  mit  der  Richtung  des  Normalschnitts.  • *i 

Sind  o,  ß,  7 die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
an  den  Normalschnitt,  dem  q entspricht,  mit  den  Koordinaten- 
axeo  macht,  so  ist  bekanntlich 


a = 


• : i 

V H®)’+  (£)’’ 


\ 

J 


J 
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ß= 


dx 


dz 

dx 


i •* 


)W  ' *«(&N£r 


so  dass,  wie  man  leicht  sieht:  _ , 

\ 

B2u  Q d2u  dhi  „ 0 d2u  a , Q d2?*  c2u 

p=&a  +8p<s  +82*y  + 2 aß + - SS? 0)1+2  ipr  fr  • 


Nach  (17)  wird  p ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  P ein 
Minimum  oder  Maximum  ist.  Die  Hauptschnitte  werden  sich  also 
ergehen , wenn  man  die  Maxima  oder  Minima  von  P aufsucht 
P'  hängt  nun  ab  von  den  drei  (allein)  Veränderlichen  a,  ß,  y> 
zwischen  denen  noch  die  Gleichungen 

•W, •=!,  .£tfg+r|=« 

bestehen,  da  die  Normale  senkrecht  steht  auf  der  Tangente.  Nach 
der  gewöhnlichen  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten  hat  man 
also  zur  Bestimmung  von  a,  ß , y,  ausser  diesen  zwei  Gleichun- 
gen, noch:  v 

a*M  d2u  • cP/i  j du 

SP  “ +£%  0:+  Siez  r + äJ + ^“=°> 

dßu  ß2«,.,  ß*«  , 0M  , . * A 

0*0y  “+  0yi<J+  SySi1' + ijS^  + 

C^ll  eftu  B2u  du  A 

SPi  “+ 0P  ^ ^ ^ ^ 0 - 

wenn  Jl| , zwei  noch  zu  bestimmende  Faktoren  sind.  Multipli- 
zirt  man  diese  drei  Gleichungen  bezüglich  mit  a,  ß,  y nnd  addirt, 
so  ergiebt  sich 

, • > T . . • * > » • 

P+AjrzO,  i2  = — P;  i 

•*••••  * 

und  also:  . • 

9 

/d2u  . öl  B2u  , , du_n 

vär2”*  Pja+  y+  0» 


Sz^f  p'dxdz  dx 

dhl  n\  RA.  11  ft 

£% “+  KW ~l ) H W‘r+  ' & 0 ’ 

( J ■ V: ;•  v . 


••I. 
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Aus  diesen  drei  Gleichungen  ziehe  man  die  Werthe  von  a,  ß,  y, 

die  alle  drei  den  gemeinschaftlichen  Faktor  A*  haben,  den  man 
aus  der  Gleichung 

i . ..  ! 

bestimmt,  und  setze  Id'rese  Werthe  in  die  Gleichung 


B2u 

dxcz 


<Puat  fö2u  \L  Bu  • 

“+8 ( &*  ~P)  y+A‘  8x~ °- 


SO 


Bu  0 Bu  ' Bu 

*ü+ßsj+n i 

...  • . ✓ 

erhält  man  endlich: 


+ 


.^Bn  du  r (Pu  c2u  ..  (Pu  /(Pu  _A~1 
^ Bx  Bz  l_cj/$z  BxBy  yBxBz  \B*)%y  /ü 

8k  8» jrPu  Pu_  v 8 *k  /8V„\  I 

‘ cx  8 y l_8x8z  Sym  t!xSy\iz*  )j 

« **  ■»  • 


aus  welcher  Gleichung  zweite^  Grades  die  zwei,  den  Haupt- 
kruniniungshalbmessern  entsprechenden  Werthe  von  P folgen. 
Die  Werthe  von  a,  Ä,  y,  welche  die  Richtungen  der  Tangenten 
der  Hauptschnitte,  also  dieser  selbst,  bestimmen,  ergeben  sich 
aus  den  Gleichungen:  » • *' 


I 
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wo  Ü gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate 
der  drei  Zähler  ist. 

Hat  die  Gleichung  der  Fläche  die  Form  z = /*(#,  y)t  so  ist 


u=zf(x9'y)  ~.z, 


also 


du Bu Bz  Bu Bz  B2u  d*z  , d2u 

a.  — * » öl  — öl* » öl  — öl  > 


B*z 


Bz  * * cx  Bx 9 By  By'  Bx2  fix*'  - fixBy  Bxfiy' 

B2u  _ d*z  82u  B2u  d*u  _ o9u  _ d2z 

Jjy*  §3**  .B3ET“”  dydz  dz*  * dardy  d#d^  ’ 

a 

also  wird  jetzt  die  (18)  zu:  _ 

ay kdt-'#-)] 

+ (^~p)(^~p)~  + 2 & i 


d.  h. 


(20) 


\ 


* d2z  dz  dz  d*z  "T  d*z  B2z  f d*z  \9 

* By2  Bx  By  BxBy  _J  ■ fix9  V^r/  0 

0M 

Dahier — 1,  so  haben  pund  y — zimmer  entgegengesetztes 

Zeichen,  was  auf  das  in  §.  2.  Gesagte  zurückweist.  Aus  (20)  folgt, 
dass  die  krumme  Fläche  doppelt  erhaben  ist,  wenn, 


0*z 

Bx 2 By 1 


z . / B*z  \* 
ydard^/ 

hohl -erhaben,  wenn  , 

• • 

d*z  d*z  ( B2z  \2 
. Bx2  By1  ^ \8x8yJ  , 


. j;  5. 


Lassen  wir,  der  einfachem  Rechnung  wegen,  die  Gleichung 
der  krummen  Oberfläche  wieder  z~f(x,y)  sein,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Normale  im  Punkte  A(x,  y,z): 

22* 
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Z—z— gr  (X—x),  Y—y  =—  |^(Z— i). 

dx 


Man  gehe  nun  von  dem  Punkte  (x,yfz)  zu  dem  Punkte  (x+dx, 
y\  Ay>  x-f  zfi)  über,  so  ist  die  Bedingung,  dass  beide  Normalen 
sich  schneiden,  bekanntlich: 

dJz  - • * .,  ddz 

dx  dy 

T , 8z  8^x  8T7T^ 

. ^ + -3FI+^0i  + ^ 8J  + 

• * , I • 

Gs  muss  mithin  zwischen  x und  y eine  Beziehung  stattfinden, 
demnach  y eine  Funktion  von  x sein,;  sodann  ist,  auf  Glieder 
der  ersten  Ordnung  genau  s * ■ , . . I 

• . . V ^ ✓ 

' s dz  ' \ dz 

4x*sSeJx+s^4r-  ■ ■■  • j, 

Geht  man  also  zur  Gra’nze  über,  so  ist  obige  Gleichung: 

/ cPz  d2z  dy\/dy  (fix  d2zdy  dz  dz  dz  dz 

dxdy  dx)  V&P  * Z<)xdy'  2dy2dx  ‘ dx  dy  * dy  dy  dx) 

/ d2z  i d2z  dy\  /-  v d2z  cfiz  By  ) lc:\4  Bz  fc%\ 

""  ^ 5?  5Ür  ' \dx)  ^ dx  dy  dx)  ’ 

« # j * I 

d.  h.  wenn  man  entwickelt:  * , • 


. (81)  ' * 
WTSi+ffiVSr  '■  • 

\dx/  L dxdy\  \dy/  / oy2ca:c^_| 

-issOO’KISi"«- ' 

• d. 

Wählt  man  wieder  dasselbe  Koordinatensystem  wie  in  §.  2., 
so  ist 

dz dz  __  dh 

dx  dy  dxdy  * 


also  wird  (21)  geben: 


lr=°  und  0i=  a; 


■I  ’ 
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folglich  entsprechen  die  beiden  Werthe  von  welche  (21)  giebt, 

den  beiden  Hauptschnitten.  Von  einem  Punkt  einer  krummen 
Oberfläche  aus  giebt  es  also  nur  zwei  (auf  einander  senkrechte) 
Richtungen,  so  dass  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Nor- 
malen sich  schneiden.  Verfolgt  man  diese  Richtungen  weiter,  so 
erhält  man  die  Krüra  mungsiinieu,  deren  Theorie  wir  aber 
hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen.  . . ' 


$ 6. 


9 4 * •»,«.*•  * i 

Angenommen  eine  ebene  Kurve,;  deren  Gleichung  y—flx)y 
drehe  sich  um  die  Axe  der  x , so  entsteht  eine  Fläche,  deren 
Gleichung  * 


ist.  Hier  ist  also 


mithin 


.y® + **=(/(*))* 


u=y2+*2—  (A*))a> 


£=-2 Mft*): 


»:• 


i*  ■ 


|=2y,  gj  =2:,  gjas-9 + 

I • *■ 

’ dhi  _ (Pu  ___  c)  dht  __  cßit c2n___« . 

dy2  dz 2 * dxdy  dydz  dxdz  * 


demnach  ist  die  Gleichung  (18): 

(A*)W(*))*(2  - P)2  - 

-f  WC* -P)  + ^(2  ~F)][-  *<f  (*))a  - WW 


.» 


d.  h. 


I»  u- 

I • •. 


P— 2 oder  Pr- 


-2 /WA*) 


1 + </*<*))*  ■ . 

* * » 

Ferner  ist 

« 

* = 2 V dt  2fl*) 

• . - 

wo  das  Doppelzeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  k positiv  ausfällt. 
Also  sind  die  zwei  Hauptkrümmungshalbmesser:  * V . 
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db/WV"! +</*(*))*•  T 


in-  (r(*))">¥ 

tght  * 


* Letzteres  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  erzeugenden 
Kurve  in-  dem  Punkte  (x,  y),  ersteres  ist  die  Normale  der  Er- 
zeugungslinie  in  demselben  Punkte.  • Bei  einer  Rotationsfläche 
ist  also  in  jedem  Puokte  die  erzeugende  Kurve  (Meridian)  ein 
Hauptschnitt 


§.  7. 

Seien  C,  B die  Mittelpunkte  der  zwei  Hauptkrümmungskreise 
in  einem  Punkte  A der  krummen  Fläche,  gleichmütig,  ob  beide 
auf  derselben  Seite  der  Normale,  oder  auf  verscniedenen  Seiten 
liegen.  Man  denke  sich  durch  den  Punkt  C in  der  Ebene  des 
Kreises , dessen  Mittelpunkt  B ist,  eine  Senkrechte  auf  die  Nor- 
male in  A gezogen,  und  lasse  nun  den  letzten  Kreis  um  diese 
Senkrechte  rotiren,  so  beschreibt  er  eine  Rotationsfläche,  die 
durch  den  Punkt  A geht.  Der  eine  Hauptschnitt  dieser  Rotations- 
fläche ist  also  nach  §.  6.  der  Kreis,  dessen  Halbmesser  AB  ist; 
der  andere  Hauptschnitt  ist  darauf  senkrecht  und  also  ein  Kreis 
vom  Halbmesser  AC,  da  diess  der  Rotationshalbmesser  ist.  • AB 
und^C  sind  aber  die  zwei  Hauptkrümmungshalbmesser,  so  dassaho 
die  gegebene  und  die  erzeugte  Fläche  dieselben  Hauptschnitte,  und 
folglich  (§.  2.)  sämmtliche  Schnitte  beider  Flächen  gleiche  Krüm- 
mung im  Punkte  A haben.  Nun  lolgt  aus  §.  *2.  leicht,  dass  zwei 
Flächen,  welche  dieselben  Hauptscnnitte  (und  Hauptkrümmungs- 
halbmesser) haben , auf  zwei  Lineareleniente  hin  zusammenfallen ; 
demnach  kann  die  gegebene  Fläche  in  unmittelbarer  Nähe  um  den 
Punkt  A herum  zusammenfaüend  gedacht  werden  mit  obiger  Ro- 
tationsfläche. 


6.  8. 

f i 

• - 

' . 1 • 

» . 

Wir  wollen  annehmen,  eine  krumme  Fläche  werde  gebogen, 
so  dass  sie  bei  dieser  Biegung  weder  zerreisst,  noch  Falten  wirft, 
und  wollen  nun  untersuchen,  was  bei  dieser  Biegung  vorgeht  — 
Wenn  eine  Fläche  sich  in  der  angegebenen  Weise  biegt,  so  heisst 
diess,  dass  in  der  gegebenen  und  der  durch  Biegung  daraus  ent- 
stehenden Fläche  je  zwei  Punkte  sich  entsprechen  müssen,  dass 
die  Liuearelemente  der  beiden  Flächen  um  diese  Punkte  herum 
gleich  gross  sein  müssen,  und  dass  endlich  entsprechende  Liuear- 
elemente beider  Flächen  denselben  Winkel  macnen. 

c 

Sind  r,  y,  i die  Koordinaten  eines  Punktes  der  gegebenen, 
x\  y\  z1  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der  durch 
Biegung  daraus  entstandenen  Fläche;  ds  ein  Linearelement  der 
einen,  öi'  der  andern  Fläche,  so  muss  also  0j  = ös'  d.  h.. 
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• dx%  -f-  dy*  -f  dy^-p  \ 

* , , - i i * t • ■ « 

« _ f 

sein,  wenn  man  gleich  die  Bezeichnung  der  unendlich  kleinen 
Grüssen  nach  der  gewöhnlichen  Weise  einführt.  Vermöge  der 
Gleichungen  der  zwei  Flächen  hat  man  offenbar  (du  inan  bekannt- 
lich nur  Glieder  der  ersten  Ordnung  zu  beachten  braucht): 


ä:==%6x+  &'=lr3*'+f^v 


so  dass 


: » 


**•£%***  [■<)*>' 


Da  der  Punkt 
chen  soll,  so  müssen 
dass  man  haben  wird: 


(x1,  y',  i')  dem  Punkte  (x,  y».z)  entspre- 
sen  ar,  y\  zf  Funktionen  von  x und  y sein,  so 


'»  . * N 

i \ 
\ 


«-%»*%«■  "rfrffr 


wo  freilich 


l*r 


i ’ v 1 f 

dz'  __  dz!_  dx1  dz^  <V_  dx'  * dz1  dy^ 

dx  ~~ dx1  dx  ”*  dy*  dx  * dy  fix7  <Sj^*5y'<§f  *.  . ; ■ 


% **J  i • 


> i » 


Daraus  folgt,  indem  identisch  ds2=ds‘2  (d.  h.  unabhängig  von 
jeder  Beziehung  zwischen  dx  und  dy):  . 


Die  Gleichungen  (2*2)  entspringen  aus  der  Bedingung,  dass 
zwei  entsprechende  Linearelemente  gleich  gross  seien.  Nimmt 
man  nun  zwei  Linearelemente  der  einen  Fiäche  ds  und  dS  und 
die  zwei  entsprechenden  ds dS'  der  zweiten,  so  müssen  diese 
noch  gleiche  Winkel  machen.  Das  Linearelement  ds  gehe  von 
dem  Punkt  (x,  y,  z)  zu  dem  (ar-f&r,  y+dy,  z-fdz),  dS  von  (x,  y,  z) 
zu  (x  -f  dX,  y-\-  dY,  z-\-dZ),  so  ist 


* 
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0,1 = C1+ (£)*  ] + 2 % + L1 + (|)2  ]v  * . 

il  » • • • * *’  1 , • ?• 

l'<m  «•♦*£  I «8r+  [■  ♦ ®)’ J”. 

=-[©’+ «)r+ ©>  . 

+ 1 [sT % + fe  äj  + £ Sji a* * 

rr(.+te)-+(|)-+ - 

EBx*  dx1  3«'  ßi//  3z7  . 

% - » ’ * * i»  » % *».  * 

«*  * , •%  m * * -%  <•  %•  t + \ * -v  | ' • 

J j I *1  k ^ # ^ ^ ^ I ^ t — » 

Die  Kosmas  der  Winkel , welche  8s  mit  den  Koordinatenaxen 
macht,  sind 


.» 


8x  dy  dz 
ds’  di  ’ Ft*. 


\ • i’ 

*.  > * 


i. 


für  dS  sind  sie 


: • 


dx  sr  8z;  \ «;■• 

8 S’-  3S‘  85’"  ' 1 ‘ 


also  ist  der  Kosinus  des  Winkels  beider  Elemente: 

j S t < t l . - l -t  , J * 

3x3X+3y3Y+  (|to  +|8y)^-f|8F) 


V v '• 


~ 3,3S 


Ganz  ähnlich  findet  sich  für  den  Kosinus  des  Wiokcls  der 
Elemente  ds',  dS': 


•i 
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r*  ti< 


■ > 


* **  ^ 

& 

CD 


05' 05 


<05  03 


«1? 


CD 


N 

3? 

2. 

ü> 

CD 


0» 


P 


/ 

, / 


— 05 


CD 

Ö3 

o 

C- 


o? 

>5 


05. 

N 1*5. 


.05 1 05 
♦♦ 


• • * 1 * • 
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Aus  (21')  folgt  aber: 

Bx'  Sr*  dx'  Bz4 fBy‘  Bx'  By4  Bx'\Bz' 

Bx  dy  Sy  dx  \By  Bx  Bx  By  ) By*  * 

By * Bz ' Bi/4  Bz' /Bx?  By * Bx By^\  B/_  . 

Bx  dy  By  Bx  V^y  cte  ~~  &*?.  8y/  Bxf  * 

9 

also  ist: 

=(¥  (f.)’i 

\dx  By  Bx  By  J L \Bx'  / \oy  / J 

Aus  (21')  folgt: 

8V  8V  /Bx1  \«  a 8V  Bx'  By*  \ 
Bx 2 8a:'2  \ 8*r  / * Bx'By'  Bx  Bx 

8V  /oy'\2  (V  a2#'  Bz1  By 

■ 8y'a  \&p  / ■ <8?  BxA  * äy7  8a:2  * 

. * . 

8V 8V  8o^  8x;  8V 8x^  8y' 

8i<5y  Sx 72  Bx  By-*^  Bx'By*  Bx  By 

4.  Jü2'  ty'dx*  W 8y' 8/ 
Bx'By1  dx  By  7 By'2  Bx  By 

..  Bzf_  B2x‘  8^  a^y' 

..  Sa^y  * fjjj7  * 

8V  8V /Bx*\2  a 8V  Bx'By * 
dy*.  Bx42  V dy/.  ^ dx*dy*  By  ^ 

av  /yy  B2x/.  b/_  By 

+ 3y»WJ.  + dx*  dy2  ^8y'  By2  * 


(23) 


(24) 


» * - « 

Die  Gleichungen  (2‘2).geben,  je  partiell  nach  x und  y differenzirt: 
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8z  82z &r'  (Pas'  dy*  <Py*  8z!_  82z'  \ 

dx  8x2  8x  8x2  ’ dx  dx9 , 8x  8x2  ’ \ 

dz  , <¥  ßy.  &'  av_ 

ßx  ßarßy  8x  dxdy  ' 8x  dxdy  *■  8x  dxdy  *. 

8z  cPz 8x'  8Px'  8g1 8Py'  8z ' 82z‘ 

dydx2  ßy^  ix9  . 8y  ~8y 2 ^ ßx  ßy2  * 

öz  c*z  _ö£; j*v  ay  , &'  jv 

ßy  örßy  ßy  ß;rßy  ßy  ß#ßy  * ßy  ßorßy  * 

ßz  ß^z 8xl  d2x'  ßy'ßy  8z'  82z'  # 

ßyßy2  ßy  ßy2  * ßy  ßy2  ~^ßy  ßy2’ 


(25) 


) 


wie  man  leicht  findet,  wenn»  man  die  dorch  Differentiation  ent- 
standenen Gleichungen  auf  die  einfachste  Weise  verbindet. 

* ; 1 . * * “ . 

Aus  den  Gleichungen  (24)  ergiebt  sich  leicht: 

•1/ 

[ßV  8z1  82x'  8z'  8Py'  -1  rßV  dz'  d2x'  dz'  8Py'~\ 

8x 2 8x‘  8x2  8y'  L_ßy2  hx'  8y 2 8y'  8y2  J 


r 82z/ 
\jdx8y 


8z*  8Px'  <&_  82y ' -|2 

dx'  dxdy  8y'  8x8y  J 


-r^l5V  / ßV  Y~l  fdx'8y'  8y'  8x^\2 

\Jdx,28y'2  yß.r'ßy' ) _l  \8x  5y~  8x  8y  ) ' ' 


Nun  folgt,  wie  bereits  angegeben,  aus  (21): 

* 

8z' 8y'  8y'8z ' 8x'8z'  dx'dzf 

8z'  _ Sxdy  8x  8y  ß*^ 8x  8y  8y  dx  . 

. 8x'  dx'  8y'  ßy7  dx'*  8y'  dx'dy^  8y ' dx' * 

dx  ßy  8x  8y  8x  8y  dx  ßy 

\ ’ , . ' * V ' ‘ 

* 1 . » 

setzt  man  diess  in  (26),  so  ist?  . ; 


* / * 
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(26') 


K&r'  dy'  dy'  dx'\  d2z'  /dy'  di'  dz'  dy'\  02r' 

cx  dy  dx  dy  ) dx2  * \Bx.dyT  dx  dy  ) dx2 

• ’ « ' • 

/dx*  dz*  dx'  0z'\  d2y'~l  f /dx'  dy ‘ dy'  0.rA\  02z' 

^ \dy  dx  dx  dy)dx2  Jl  ^Lvoa:  cy  *"*iöar  dy  ) dy*. 

« ^ 

/ dy'dz ' dz'dy‘\d^x'  /dx'dz'  * dx1  0:'\  cfiy 

^ \0.r  cy'  dx  dy  ) dy 2 ^ \dy  dx  dx  dy)jdx2  J 

i t 

|~  /dx'  dy' dy'  03r'\  0V  /dy'di'  dz/  dy'\  d2x' 

L\dx  dy  dx  dy  ) dxdy  ' dy  dx  dy  ) dxdy 

i , « 

/dx'  dz/  ch/  dz'\  d2y'  ~1 2 

> I Z W fa  ~'öx  süJ  SxSjr  J.  •.  ■ , : ■ 

[’  ’•  SV_SV  /'SV  y~l  /S£%'_V  Sx'Y 

dx'2  dy'2  ydx'dy'J  J \&r  dy  dx  dy  ) 

: *.  5 , ••»  . . 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

' V'-  . * 

- ‘m%  ~ . dx^dy^  ' 

dx  dy  dx  dy  üy 


‘/ 

* V 


» » 


dx  dy  dx  dy  9 

* . • v ' 

dx'  dz'  • dß/  dz' 

dy  dx^dx  dy~~  Cf 


so  ergiebt  sich  aus  (26')  nach  leichten  Reduktionen  für  die  erste 
Seite : 


:(26") 


< » 


■'•••■  ra2+62+c2ir— — — ■ 

. I»  +6  + c J L&r* Sy®  + ty*  &ra  ' 

sy  sy  / sy  y / sy  y_  / sy y-i 

^ Sx2  Sy*  \cxdy ) \cxcij)  . \BxdgJ  J • •• 


+ 

+ 


/ d2x' 

SV  y 

/ 02.r/ 

\ 0X0^ 

dxdy) 

VV  ” 

(h*aL 

\dxdy 

d2x'\2 
C dxdy)  ’ 

C‘3f- 

( #V 

SV  y 

/ sy 

\dxdy 

0;r0^/ 

iv 

Nun  ergiebt  sich  aber  aus  (25): 
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/Sy' St.  3H/  , Ifrtt . -.Bhf 

\Sy  Sx\,  Sx  cy)dxdyTaäi(dy  / * 

sy  . 5*^ \ 

- \cjy  fix  axdy)  Bxdy  \ Bxfiy~~  c Bxfiy  j 

» /Bx'  Bz  da?  dz\  vH  9V  '•/  3*; 

Bx  Bx  By)  BJtBy,  ?3o: 


/3y  32_  3^'  dz  \ dh d2x'  B2z' 

* 1 ' \By  fa~Bx  ty)  ffi~~ady*  ~~bdfi* 

/ By ' Bz  By'  Bz  \ B2z B2x'  d2z‘ 

\3y  Bx  Bx  By)  Bx*  °Bx*  dx9* 

» * * * 

/3s'  Bz  Bz ' 3*  \ 3*2 32#'  89x*  ° 

VSj/  3o:*"~  3a:  3^/  3y*  3y*”" c By9'*'- 

/Bz'  Bz  Bz * Bz  \ c2z 32ti//  32a*'  '* 

;\3<y  Si  , Bx  By)  Bx2  Bx9  c Bx9  9 


i.  • ,i 


:) 


/Bx^Bz  1 Bj?Bz\B^z B2z/  » 

Vfy  Bx  Bx  By) dy2~C By1  a By\ \„.  ^ 

* * 3ar#32\^2  _ 8V  ’ 8y»;  J * 

V%  3a:  3a:  By)dx9  c3a:2  aBx2  9 

. * j*  * 1 ; 1 1 * »*i ■* 


demnach : 


;•  / 


\ 

« ) 


/ 89x'  . 3V  \2  / B2x'  3V\  / 32o:'  3V\ 

\Bxdy  SJwA  ~ v By9  "T  ity2/  \*3a2  . 3a:2/ 

* ; * v / k 

/By' Bz  By 'ö:\2r / B2z  \2  32s  32s“| 

\o^  Bx  Bx  By)  L vScJ ) Bx2By9\y 


. » n. 


i 


\.'  * v 
* . #>*►  f»n ii 


. (bgf-  egtYV  (j&\-  c ga  Cl>Pi^c%) 

V oa:3y  BxdyJ  ] \ By9  ) * c^2  / \ 3a*  3a2  / 

_ /3s;  3s  &'ö*yr/  022  V 022  £!n  • :r>  *.«•  : : • 

\3w  3x  Bxdy)  L\^a3w/  3a2  3^2  J * 

• * • I ^ j 7 IM; 

/ ohj'  V3V  V ' / 3y  ’ 3V\  / 3VJ/  3Vi 

\ 3ä^~ c3a%f/  ~lVTcVAV  7C%Y 

_ (teBz  Bx'Bz's*  1/  ^*2  Y 32s  3^-1  V / , : 

“ \3^  3a:  Bx  By)  L \9a%A  ca:2  3^2_  l 

I I <••**•* 

\ ,•  * \ / 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  beachtet  (22),  so  ist  die 


Summe: 


i i • » *j  i*'.»*  •« 
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[(O’xy-^)'  j 

^('*Cö')(D’][(4)*-&|] 

f78i\*  /3:  Y"1  r/  ff*  V ft2*  ft2!-! 

~~  LvSy  ^ vfty/  J Lve^/  ft^a  J # 

Man  differenzire  nun  die  vierte  der  Gleichungen  (25)  partiell 
nach  o:,  die  zweite  partiell  nach  y: 

0*2  0*z  0z  08z  0*4*'  0*4;'  ^ 8y 

*^047  By2Bx  0472  0y*  047*  0y* 

0V0V  0£'  0V  0y'  0y  t Bz'  Bhf 

■ 047*  0y2  ■ 047  By2CX  ’ 047  0^*04?  * 047  0y*0 47* 

* 

/ 0*2  y 0Z  08Z  / 0*4?'  \*  / 0*f/'  \* 

\BxBy)  ^ 04?  0y*047  “ \ 0470y/  ' \04?0y/ 

, /0*z'  v , ftf;  ftv  AY.ft*'  &v  . 

"*  \3zäy/  * 047  dylCX  * 047  0y204*  * 047  Sy*047  ’ 

- . » 

I 

die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt: 


0*z  dh  ( 0*z\* 
£r*0ty*  \0^0y  / 


0*47/0*4t'  0y0V  ft1*'  ftV  /0*4?'  y / j5*y'  \* 

04; * 0^*  * 047*  Sy2  ■ 047 *0y*  \04?0y ) \BxBy  ) 

« 

» 

und  da,  wie  schon  gezeigt, 

<H<^!-+öart<ap.  ■ 


0V\® 


so  ist  die  Grösse  (26*): 


__  0jf^  0*2  / 0*z  \* 

~~  0472  By2~~\BxBy) 


/ 


Folglich  ist  in  (260: 
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• 9*3!  9*1  / 9*z  \*  . 

\Mv/  • •• 

i * * » • , 

— r*»'  d**'  __ ( <p*'  y “i  rö£#  «y  _cy  9.r/~i4 

dx'dy' ) _J  L.9.Z  9y  öa:  % _i 


L9.r'2  9y**  V 
Aus  (23)  folgt  aber: 


Setz(  man  diesen  Werth  in  obige  Gleichung,  so  ergiebt 
endlich: 

» * < « ni  « • 


(27) 


9*z  9*z  * / 9*z  y 
dx2  dy2  \rxdyj 

1 

8V  3V 
SF*S^- 

( *T  1 

\dx'dy') 

r 

Ch(S’*  cet 

]*  1 

Kfe)’ 

♦ <$H 

sich 


Nun  folgt  aus  (20),  dass 


0*J  / 

Bx%  By1  \ 

9*z  \ 

ixby  ) 

2 

[<)% 

(l)\T 

i« 


* I 


| . * u 

gleich  ist  dem  Produkte  * w enn  R und  Rx  die  beiden 

Hauptkrümmungshalbmesser  der  ersten  Fläche  im  Punkte  (x,  y,  z); 
eben  so  ist 


wenn  i?,'und  Rx*  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  im  Punkte 
(x*t  y‘,  zQ  der  zweiten  Fläche.  Daraus  fliesst  also  folgender 
wichtige  Satz:  . . 

Bei  jeder  Biegung  einer  krummen  Oberfläche  wird 
das  Produkt  der  beiden  Hauptkrünimungshalbmesser 
nicht  geändert.  (Natürlich  die  Krümm ung  haibmesser 
mit  d,en  gehörigen  Zeichen  geuommen.) 

* » * . • * 

Daraus  folgt , dass  alle  Biegungen  einer  doppelt  erhabenen 
Fläche  ebenfalls  doppelt  erhaben,  einer  hohl -erhabenen  ebenfalls 
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hohl- erhaben  sind;  dass  ferner  eine  krumme  Fläche  nur  dann  in 
eine  Ebene  gebogen  werden  kann,  wenn  einer  ihrer  Hauptkrüm* 
niungshalbmesser  unendlich  gross  ist,  d.  h.  wenn  man  hat: 


c2z  c*z  / V n 

~{dx%)  =0’ 


da:2  cy 

und  zwar  in  jedem  Punkte  der  Fläche. 


(28) 


\ 


\ 


§•9.  v . v:. 

' . \ , / ’ \ \ M.  i ^ / 

Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  zuerst  an  die  Eigenschaft 
kürzester  Linien  auf  einer  krummen  Oberfläche  erinnern,  auf 
den  Gränzlinien  senkrecht  zu  stehen,  so  dass  also,  wenn  man 
von  irgend  einem  Punkte  einer  krummen  Oberfläche  aus  aut;die* 
ser  krummen  Oberfläche  gegen  eine  Kurve  auf  ihr  eine  kürzeste 
Linie  zieht,  diese  senkrecht  steht  auf  jener  Kurve. 


r 

Denken  wir  un£  nun  auf  der  krummen  Fläche  u — 0 eine  ganz 
beliebige  Kurve  gezogen,  und  errichten  in  allen  Punkten  derselben 
auf  sie  senkrechte  kürzeste  Linien,  alle  nach  derselben 
Seite  hin,  und  geben  allen  dieseti  kürzesten  Linken  dieselbe 
Länge  a.  Die  /Endpuukte  aller  dieser  Kürzesten  v^rbihden  wir 
durcli  eine  Kurve. 


X 


Zuvorderst  ist  klar,  dass,  wenn  man  in  irgend  einer  dieser 
kürzesten  Linien  einen  [*!inkt  annimmt,  die  kürzeste  Entfernung 
dieses  Punkts  von  der  gegebenen  Kurve  durch  das  Stück  der 
Kürzesten,  das  zwischen  ihm  und  der  Kurve  liegt,  gemessen 
wird  — ein  Satz,  von  dem  man/  sich  leicht  überzeugen  wird, 
wenn  man  nur  die  Bestimnnmgs\Veise  einer  kürzesten  Linie  in 
der  Variationsrechnung  sich  vergegenwärtigt.  Allgemein:  Hat  man 
irgend  eine  kürzeste  Linie  auf  einer  krummen  Oberfläche  gezogen 
zwischen  zwei  Punkten,  und  man  wählt  irgend  einen  Punkt  in 
dieser  Kürzesten,  so  ist  die  kürzeste  Entfernung  dieses  Punkts 
von  irgend  einem  andern  Punkte  in  derselben  Kurve  gemessen 
durch  das  Stück  eben  dieser  Kurve,  das  zwischen  ihnen  liegt/) 


*)  Bekanntlich  wird  die  kürzeste  Linie  bestimmt  durch 


(*>) 


\ 


« • 


•»  J -V* 

J3 u c. 

Sx 


1 s ■ 

I ® ,A."i 

LV' + ©■+©■- 

i 's'V.+(lKi)J 

f. 


Integrirt  man  diese  Gleichung, |und|br*timmt[die  eintrctendeÜ  willktihrlichen 
Konstanten  so,  dass  die  Kurve  (29)  durch  zwei  bestimmte 'Punkte  geht, 
so  werden  natürlich  die  Koordinaten  eines  jeden  Punkts  der  erhaltenen 
Kurve  der  Gleichung  der  Kurve  genügen.  Folglich  werden' die  Konstan» 
ten  dieselben  VVerthe  erlangen , wenn  man  zu  ihrer  Bestimmung  zwei 
andere  Punkte  der  Kurve  gewählt  hätte  — was  eben  obige  Behauptung 
rechtfertigt.  < t‘,  *•  51  *j  * j»  , ! ' 
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Nennen  wir  nun  «lie  erste  gezogene  Kurve  A , die  zweite, 
durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gezogene,  ß,  so  haben  also 
alle  Punkte  von  B denselben  kürzesten  Abstand  a von  der  Kurve 
A.  Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  M der  Kurve  A 
und  sei  M'  der  entsprechende  Punkt  in  B , d.  h.  der  Endpunkt 
der  in  M auf  A senkrecht  stehenden  Kürzesten.  Ich  behaupte  nun: 

♦ 

a)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punkts  M von  B ist  nicht 
grosser  als  «. 

Denn  wäre  sie  grösser  und  sei  N'  der  Fusspunkt  der  von  M 
auf  B gezogenen  senkrechten  Kürzesten , so  dass  MN*  > MM', 
«so  wäre  also  M't  der  auch  in  B liegt,  näher  an  M als  der  Punkt 
IS',  d.  h.  N'  wäre  nicht  der  nächste  an  M von  allen  Punkten  der 
Kurve  B , und  also  kann  auch  nicht  MN'  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  M von  B sein. 

ß)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  M von  B ist  nicht 
kleiner  als  a. 

Sei  wieder  N'  der  Fusspunkt  der,  in  dieser  Voraussetzung 
gezogenen,  Kürzesten  von  M auf  B , so  dass  MN(  < MM'. 
Dem  Punkte  N‘  entspricht  in  A ein  Punkt  N , so  dass  NN1 
^zMM'zzza.  Ist  also  MN' K.  MM1,  so  ist  auch  MN'  < NN',  d.  h. 
der  Weg  von  N'  nach  M ist  kürzer  als  der  von  N'  nach  N. 
Nun  soll  aber  NN'  die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  N von 
A sein,  also  muss  umgekehrt  N'M^>  N'N  sein,  woraus  unsere 
Behauptung  sich  abermals  ergiebt. 

. Wir  schliessen  daraus,  das»  auch  alle  Punkte  der  Kurve  A 
von  der  Kurve  B die  kürzeste  Entfernung  a haben. 


Geht  man  also  von  einem  Punkte  M der  Kurve  A aus  auf 
dem  kürzesten  Weg  zur  Kurve  ß,  so  muss  man  nothw  endig  auf 
den  Punkt  M1  kommen.  Daraus  folgt  offenbar,  dass  die  Kurve 
B auf  allen  Kürzesten,  durch  deren  Endpunkte  sie 
gezogen  ist,  senkrecht  steht. 

• 

Denken  wir  uns  weiter,  von  einem  Punkte  A einer  krummen 
Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen  Seiten  derselben  kürzeste 
Linien  und  gebe  diesen  letztem  dieselbe  Länge  n , von  A aus. 
Die  sämmtlichen  Endpunkte  verbinde  man  durch  eine  Kurve  B. 
Daraus  folgt  ganz  unmittelbar,  dass  eben  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  A von  der  Kurve  B gleich  a sein  muss,  d.  h.  dass 
man  genau  eine  der  gezogenen  Linien  verfolgen  muss,  um  auf 
dem  kürzesten  Wege  zur  Kurve  B zu  gelangen.  Daraus  folgt 
aber  weiter,  dass  die  Kurve  B auf  allen  Kürzesten  senk- 
recht stehen  muss. 


Theil  XIX. 
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« 


10. 

4 

4 

» « 

♦ 

Wir  hahen  im  Obigen  fortwährend  x und  y als  die  beiden 
unabhängigen  Veränderlichen  in  der  Gleichung  der  krummen  Ober- 
fläche angesehen.  Allgemeiner  aber  werden  wir  x und  y selbst 
als  Funktionen  zweier  unabhängig  Veränderlichen,  die  etwa  p und 
q heissen  mögen,  betrachten,  so  dass 

X~(p{p,q),  y = ty(p,  q)  also  z=:F(p , q).  (30) 

Es  unterliegt  sodann  keiner  Schwierigkeit,  obige  Grössen  so  um- 
zuformen, dass  man  p und  q als  unabhängig  Veränderliche  ein- 
fuhrt. Man  bat: 


woraus 


dz  , 3z  dx  dz  dy  dz dz  dx  dz  dy 

dp  dx  dp  dy  dp  * dq~~  dx  dq  ^ dy  dq 9 ' 

c2z  _ 3*z  /dx\*  9 d2z~  dx  dy  B*z  (dy\2  j 

dp * dx2\dp)  dxdy  dp  dp  ^ dy2  \dp)  l 

dz  d2x  dz  d2y  | 

' dx  dy  dp 2 ’f 

c2z  d2z  dx  dx  d*z  dxdy  d*z  dydxy 

dpdq  dx 2 dp  dq  ' dxdy  dp  dq  dxdy  dp  dq!^ 

d2!  dy  dy  dz  d2x  dz  ■o2y  1 

dy2  dp  dq  ' fix  dpdq  dy  fipfiq  | 

d2?  (dx  \2  0 fi*t  dx  dy  d2z  (dt/Y  \ 

dq2  dx2\dq)  ~dxoy  dq  dq  ' dy1  \dq)  j 

dz  d2x  dz  d2y , ' 
+ dxfiqi  + dydq2'9/ 

» 

ds\  dz  jfr  d2z  d2z 

cx  9 dy*  dx 2 * dxdy  1 dy2 


bestimmt  werden.  Man  erhält  z.  B.: 


dz  dy  dz  dy 

dz_ dq  dp  dp  dq 

dx  dyfix  fiyfix  * 

dp  dq  fiqdp 


dz  dx  dz  dx 

dz dp  dq  dq  dp 

dy  dy  dx  dy  dx 1 

dp  dq  dq  dp 


ii.  s.  w r. 
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Es  ist  nieht  schwer,  den  allgemeinen  Ausdruck  (3*2)  bedeu- 
tend zu  vereinfachen.  Wir  wollen  nämlich  zur  Bestimmung  der 
Lage  der  Punkte  unserer  krummen  Oberfläche  eine  Art  Polarko- 
ordinaten einführen  in  folgender  Weise.  Von  einem  bestimmten 
Punkte  A der  krummen  Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen 
Richtungen  auf  derselben  kürzeste  Linien;  eine  davon  sei  die 
erste.  Sei  nun  r die  Entfernung  des  beliebigen  Punktes  M von 
A,  gemessen  auf  der  durch  Al  gehenden  Kürzesten,  ifj  der  Win- 
kel , den  eben  diese  Kürzeste  mit  der  ersten  macht,  wo  y (in 
Bogen  zum  Halbmesser  1)  von  0 bis  2?r  gezählt  werde.  Geht 
man  auf  einer  der  von  A ausgehenden  Kürzesten  fort,  so  ist  für 
alle  Punkte,  die  man  durchläuft,  konstant;  geht  man  dagegen 
auf  einer  Linie  fort,  welche  alle  Kürzesten  senkrecht  durch- 
schneidet,  so  bleibt  für  alle  durchlaufenen  Punkte  r konstant*). 


n . 

Setzt  man  nun  in  (32)  r für  p,  t//  für  q,  so  ist  z.  B.  ^ der 

Differentialquotient  von  xy  wenn  bloss  r als  veränderlich  ange- 
sehen wird;  also,  da  Br  das  Element  der  kürzesten  Linie  im 

fix 

Punkte  für  welche  ja  i/>  konstant  ist,  ist  der  Kosinus  des 
Winkels,  den  jenes  Element  mit  der  Axe  der  x macht;  eben  so  sind 

So  Bz  y,  , 

die  Kosinus  der  Winkel  mit  den  Axen  der  y und 

so  dass 


(KW + (!)*=*■  * 


Die  Grossen 


Bx  By  Bz 

By  * Bif>’  Bifj 


sind  ebenfalls  partielle  Differentialquotienten,  allein  sie  drucken 
nicht  unmittelbar  Kosinus  aus,  da  Bty  nicht  das  durch  Ai  gehende 
Element  der  zweiten  Linie  (die  durch  Ai  gehend  auf  den  Kürze- 
sten senkrecht  steht)  ist.  Diese  Kosinus  sind  im  Gegentheil- 

1 Bx  1 By  ] öz 
r Bty  * v Bty  9 r B\[>  ’ 

wo 


•)  Wie  nämlich  leicht  cinzusehen,  lassen  sich  die  in  9.  erwiesenen 
Sätze  auch  unikehren.  Für  den  ersten  z.  B.  muss  jede  Linie,  die  m 
allen  Kürzesten,  die  von  der  Kurve  A ausgehen,  senkrecht  steht,  von 
Kurvedaus  durchweg  denselben  Abstand  haben.  Denn  denkt  mansich  eine 
Linie  von  B von  gleichem  Abstand,  die  nur  in  einem  Punkte  uiit  ersten* 
zusammentrifft,  *so  fallen  die  Elemente  beider  Kurven  hier  zusammen, 
als  senkrecht  stehend  auf  derselben  Kürzesten,  und  folglich  auch  all« 
folgenden  Elemente. 


Digitized  by  Google 


341 


Denkt  man  sich  also,  wie  bereits  gesagt,  durch  den  Punkt 
Jf,  dem  r und  ip  zugehören,  zwei  Kurven,  von  denen  die  eine 
die  Kürzeste  von  A aus  ist,  auf  der  r gezählt  wird  und  für 
welche  tj;  konstant  ist,  und  die  zweite  auf  dieser  (und  allen  Kür- 
zesten) Senkrechte,  für  welche  r konstant  ist,  so  muss,  weil 
diese  zwei  Kurven  auf  einander  senkrecht  stehen : 

Bx  Bx  . ByBy  Bz  Bz ^ 

Br  B$~*  Br  Bif/  ~*'Brdii;~~ 
sein,  so  dass  also  jetzt 

a»»=0r*+r*9t»,  „*  = (j^)*+  (Ij,’)  + (^,)’  (34) 

Hier  ist  also  klar,  dass  vdty  das  Element  der  zweiten  Kurve  in» 
Punkte  M ist,  da  Bs  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist,  dessen  eine  Kathete  Br,  die  andere  folglich  rc'tp  ist. 


§.  1L 


\ 

Wir  haben  in  §.  8.  gesehen,  welche  Bedeutung  die  Grösse 
RRl  hatte.  Es  mag  von  Interesse  sein,  den  Ausdruck  derselben 
durch  p und  q (§.  10.)  zu  suchen. 


Vergleicht  man  die  Gleichungen  (210  und  (24)  mit  (31),  so 
sieht  man,  dass  sie  dieselben  sind,  wenn  man  in  erstem  statt  x , 
y , xf,  y',  i*  respective  setzt:  p , q , x,  y,  z. 

Daraus  folgt,  unter  Beachtung  von  (200,  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung setzt: 


By  Bz  Bz  By . Bz_Bx Bx_Bz_ cbrSjg  .8yäar_~, 

VpBq  BpBq  9 BpBq  BpBq  * Bp  Bq  BpBq  * 


C^Z  + A3*-* 

1 dp*  T A ty* 


+"öp*~  ’ 


B2x 


W + + =D"‘ 


B*Z 

BpBq 


1)0  — l)"2 

c* 


BhBh 
Bx2  By 2 


■ *&+  (!)  = 


Y • 

\BxBy) 

dHßHC*. 

C* 
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so  dass 


1 DD'-D "* 

RHi 

• Man  setze  nun 


(33) 


(1-T+  (?)*+  (r)*=£-  5T  + ^4r?,:=f, 

\0/V  \ejp/  \d/>/  dpcq  dp  dq  dp  dq 

so  ist 

Schon  in  §.  8.  wurde  gezeigt,  dass 


/>/)'_/}"»— «2 4.^-2  1"—  — 4-  — **4 
ÜO  D —{A  +B  +C,>|_j(pig9i  + 8p«5^»  + ^p»5}« 

/ 8*J  V ( o^  V / 8*1  VI 
V8/»3'//  \ cpcr/J  \SpBgJ  J 


0 


+ C: 


d/>dy  dpcq) 


dq'1  dq2 


i)( 


r^—A82^ 


• ( t'P'J  »®2xV  / ,(■’//  - ,oiii  n&x\ 

+ V^8/»3?  — V ~£  89 V V~  Ä0/» */ 


(■ 


+ (C 


9$  _Äü.Y_ 


d/>dy  CjydqJ 
Man  setze  zur  Abkürzung 


( 


)(■ 


■e?_sfe'l 


dy2  M'dq2)\^dp2  ^ dp2)' 


dx  d2x  dy  cßy  dz  c2z 

d/>  d/?2  * d/>  dp2  * d/>  c^2  * 

dar  d2#  0//  d2//  dz_  d2z  , 

dy?  d/?dy  • d/>  ö/?dy  * dp  dpdq  m * 

dx  c2x  dy  cßy  d:  d2z  m 

dp  dq 2 dp  dq 2 ' dp  dq 2 m * 


äz  d2.z  dy  d2;/  dz  d2z 
dy  c^J2  dq  dp 2*  dq  dp2~n* 


1 
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Bx  B*x  By  B*j/  Bz  olz  

Bq  BpBq  ^ Bq  Bpoq^  Bq  BpBq  * J • “ 

Bx  B2x  By  B2y  tt 

Bq  Bq'1  ' Bq  Bq 2 ^ Bq  Bq2~  ?<  ’ 

so  ist  offenbar: 

1 BE  , l BE  BF  1 BG 

m~2  Bp 9 m — 2 Bq 9 m ~ Bq  2 Bp  ; 

BF  1 BE  t BG  ' 1 BG 

n = -Bp-%Tq'  M ^ 2 Bp  9 ”=2  Tq> 

sotlaun 

* 8n  Bn ' 

Bq  Bp 

_ o2j*  c*2*r  d2//  c2r  c2z  / o‘2or  \2  / B2y  \2  / ü2:  V2 

~ cp1  Bq 2 ^ Bp2  Bq 2 Bp2  Bq2  \BpBqJ  \Bpdq)  \BpBqJ 

8 2F  1 B*E  1 B2G 

~~  cpdq  2 Bq2  2 op2  * 


Ferner,  wie  in  §.  8.: 


By  . By  ,f  B2x  B2z 

Bq m Bp U ' BpBq  1 BpBq 


rT  |«t 

c*v 


52  / - h±  n'—A  ^ — B ^ 

Bp  apcq  cpdq 

B2! 


cq 


Bx  , Bx  r BPy 

111  “ Bp  71  6 BpBq  ~ B BpBq ' 


*ym»  Hn»-c  — -A  — • 
a7m  ~V  d öv2’ 

% _ / .^r  < 0^2 
Bqm~8pn~~  cp2  1 a/>2> 

8:  „ 5:  402y 

a\i m # ~ ay> 71 ' — ^ ab*  ß Bq2  ’ 


av 
a 

rv 


8:  4 f(2y 

W — 7?  — *1  ?r  * — /> 


<7' 


r/>i 


o2r 

V ’ 
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I 


?f_»  ??„ — K?*i_ 

o-  m — „ _ « —B  fyt  t-  J9* . 


dg 

dx 


dp 

dx 


a*z 


dqm~  dpn~B  IjÄ~C  dp?' 

woraus  leicht  für  die  letzten  Zeilen  in  dem  Ausdruck  von 
DD/—D"*i 

dp  a?)  + m”" - 2mV) 


/8a:  dx  ci/  du  ‘ dz  d. 

+ (s„ir9  + ld  + 


dp  dq 


♦Ker+co’+or  >*—•> 

_ *’  rlYa?Y  _ I 8F  0G  . 1 SG"! 

I -l\dp/  2 dp  dg  ‘ -i  c'y  87.  I 

araF  . i 8Fac  i ae  bf 

dp  dg  2 3/>  ty>  2 dg  dg 

\dEdG  1 dE  dG 


1 0F0Gn 


*4  09  0/4  4 dp  dq  2 89  8/4  J 

rl  /8£\2  1_ 0F 0F  1 dE  d_G~ 1 

^ l_4  \ 09/  dpdq  ' A dp  dp  _l 


Daraus  folgt  nun  endlich  nach  (35) : 


4 (EG- 


•F2)2 _rrtfG\*  oaF0_6r  _,_  cEdG~\  ■ 
i -h  W dp)  dp  09  + 09  89  J 


Rll 

1 0F8F  dFdG  9EBF  OSBG  9EBG 

^ L ^>89  dp  dp  dq  dq  dp  dq  dq  dp 


] 


4-  5^1 

"**  ^ L V 89  / ^ dp  dq  ' 0/4  0/4  J 

-*(M-f^p£^SEx£S  1 


^ 0/409  + 0/42  J * 


(36) 


Liouvilie  hat  in  den  Comptes  rendus  (von  185)) 
diesem  Ausdruck  eine  etwas  gedrungenere  Gestalt  gegeben.  Setzt 

man  nämlich  yfEG — F*  = /),  so  ist: 


2D  8p*  fl<*  . F8G'  o0FM 
* RR^T“  8/4i_J>\8/>  G 09  ~sdq  JA 

0_r  1/dE  EdGy  1 
■ 09LD\09  G dp  ) I* 


(36') 
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8-  1*2. 

Vergleicht  man  die  Formel  (32)  mit  den  so  eben  erhaltenen 
Resultaten,  so  sieht  man,  dass  E,  F,  G nichts  anderes  sind,  als 
die  Koeffizienten  von  dp2>  2dpdqt  dcf  in  dem  Ausdruck  des  Li- 
nearelements  Os.  Fuhrt  man  nun  die  §.  10.  zu  Ende  bemerkten 
Koordinaten  ein,  (wo  /?=r,  ? = ip),  so  ist  £ = !,  F= 0,  G=v2, 
also  />-- r,  und  mithin  giebt  (36'): 

2v  0 p 1 0.p2-|  n 52r 

~ HKl  “ MSv  “fr  J “ 2 fr*  9 

also 

8r»  + Jtliy  ~°  ’ @1) 


so  dass  v durch  die  Grösse  jfijr  gegeben  ist.  Ist  nun  ^ in 
allen  Punkten  der  Fläche  konstant,  gleich  6,  so  folgt  aus  (3^): 


v=-^r~8\n(rVb). 


(38) 


Allgemein  ist  nämlich  c = 0,  wenn  r=0,  da  dann  das  Element 
rdty  ebenfalls  verschwindet;  ferner  ist  für  unendlich  kleine  r offen- 
bar die  durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gehende  (senkrechte) 
Linie  als  Kreis  zu  betrachten  vom  (unendlich  kleinen)  Halbmesser 
r,  so  dass  das  Element  dieser  Linie  gleich  rdip,  d.  h.  also  für 

Op  - 

unendlich  kleine  r ist  ^ = 1,  und  also  für  r = 0 muss  auch 

^=1  sein,  was  die  Formel  (38)  rechtfertigt.  • 

] • 

Für  konstante  Werthc  von  = 0 kann  man  leicht  die 

Länge  der  Linie  bestimmen,  welche  durch  die  Endpunkte  aller 
gleich  langen  Kürzesten  (r)  geht;  dieselbe  ist: 


l /»**  2tI  r— 

sin  (rVö)dtlJ  sin  (r  VT)  • 


(30) 


In  dem  speziellen  Falle,  wenn  6=0,  ist  v=r,  also  die  Länge 
=2rjr,  in  welchem  Falle  z.  B.  die  sogenannten  abwickelbaren 
Flächen  sind  (Zylinder,  Kegel  u.  s w.);  iin  allgemeinen  Falle 

ist  die  Kugel , deren  Halbmesser  — ist,  enthalten,  wo  man  den 

Satz  (39)  sehr  leicht  direkt  nachweiscn  kann. 


t 
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Für  den  Fall,  dass  die  Grosse  RRX  in  allen  Punkten  der 
Flüche  konstant  ist,  lasst  sich  leicht  nachweiseu,  dass  zwei  Flä- 
chen, denen  diese  Eigenschaft  zukommt,  und.  für  welche  der 
konstante  \Verth  von  RRX  derselbe  ist,  die  Eigenschaft  haben, 
sich  aufeinander  abwickeln  zu  lassen,  d.  h.  dass  die  eine  eine 
Biegung  der  andern  ist. 

Denn  wenn  man  die  Koordinaten  von  §.  10.  einfuhrt,  so  ist 
das  Element  der  einen: 


V 01«  + JLsin *(r  V A).a<f>2, 


der  andern : 


^ r ehr**  -f  777  sin2(r'  V7J). dip'2 ; 


1 

Vo 


diese  Elemente  werden  zusammenfallen,  wenn  man  r'—r , 

+ const.  annimmt,  und  wo  nun  zwischen  r und  tf/  keine  Bezie- 
hung festgestellt  ist,  wie  diess  nach  §.  8.  erforderlich  ist.  Man 
sieht,  dass  die  Gleichungen  r'=r,  ^'sr^+const.  die  entsprechen- 
den (d.  h.  auf  einander  fallenden)  Punkte  beider  Fläenen  be- 
stimmen. 


Wir  wollen  nun  auch  den  allgemeinem  Fall  untersuchen,  da 

1 

nicht  konstant  ist,  und  wollen  zur  Abkürzung  setzen: 

RRl  = «. 


Wir  nehmen  an,  dass  die  Lage  der  verschiedenen  Punkte 
auf  der  einen  Fläche  durch  die  Koordinaten  p und  q (§.  10.)  auf 
der  andern  durch  q‘  festgestellt  werde.  Sollen  die  beiden 

Flächen  sich  auf  einander  abwickeln  lassen,  so  muss,  wenn  p, 
q und  />',  (/  zweien  einander  entsprechenden  Punkten  zugehören, 
identisch,  J.  h.  ohne  eine  Beziehung  zwischen  p und«/  einzufübreo, 
sein  (§.  10.  11.): 


• Edp*+‘2FBpBq  + Gdq*=E'dp'*+2F'Bp'dq'  + G'ty*,  (40) 

worin  E\  F\  (*  in  Bezug  auf  p\  i f dieselbe  Bedeutung  haben, 
wie  E , F , G in  Bezug  auf«  und  */,  so  dass  also  p‘.  q'  von 
q abhängen.  Ist  <jp(/j,  r/)  das  Produkt  der  beiden  Hauntkrüiumungs- 
halbmesser  im  Punkte  (p,  q),  <p'(pr  q*)  dasselbe  im  Punkte 
so  ist  also 


f = (P  (/>,  q)  — y'(p‘,  q')  , (41 ) 

nach  dem  was  in  §.  8.  gezeigt  wurde.  Die  Gleichung  (41)  muss 
möglich  sein,  wenn  überhaupt  eine  Abwickelung  möglich  seiu  soll: 
darin  aber  müssen  py  q,  p\  q'  veränderlich  sein,  und  es  darf 
durch  diese  Gleichung  keine  Beziehung  zwischen  p,  q oder  />'.  ff 
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eingefiihrt  werden,  was  z.  B.  geschehen  würde,  wenn  die  eine 
Seite  konstant,  die  andere  veränderlich  wäre.  Die  (41)  drückt 
sodann  eine  erste  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  p , q,  //, 
q4  aus,  von  welcher  Beziehung  wir  in  unserer  Betrachtung  aus* 
stehen.  Die  Gleichung  (40)  muss  identisch  erfüllt  sein,  und  es  . 
bandelt  sich  darum  zu  zeigen,  in  wie  fern  diess  unter  Annahme 
tles  Bestehens  von  (41)  geschehen  kann.  Da  p4  q'  Funktionen 
von  p,  q sind,  so  ist 


3i>‘=lpdp 


+tr0’’ 


0»'=a’/0',  + 50’; 


also  muss  in  (40): 


cp  dq  \dp  oq  dq  dp  J 

+G’($)'=G 


dp  cq 


= F, 


sein,  woraus  folgt: 

EG-F*=(E‘G'-P*)  $g)%. 

Setzt  man  in  (41)  zur  Abkürzung: 


dq>  dtb  dtp' 

g"=nt,  ^=n,  ^ = ni 


dq 


dp' 


d(p' 
9 ^ 


. * 

so  folgt  aus  (41),  indem 


woraus 


' ds  de  dp'  de  dq'  de 0£  d*/  de^  dp4  w 

dp  dp'  Jjjjr  ■ dq'  dp  * dq  dq ' dq  dp'  dq 

dp'  . dq'  .dp'  dq'  \ 

m=mV+"Sp’  n=mw+nw' 

« 

, (df  dp; 

\ci/  Sp  dp  dq  ) dp  dq  ’ 

/dp'  dq'  dp'dq'\  dq1  dq'  \ 

m\dqty-&dq-)^n~dp-mdq  * / 


(43), 


Multiplizirt  man  obige  Werthe  von  Jtj , F,  0 bezüglich  mit  n 2, 
— -2mn,  ml  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (43) 
und  (44) : 
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En* -2Fwn+  G m*  E'h1* — 2 F'm'n' + G*  m** 


EG-F* 


E*  G-F'* 


.(45) 


Die  Gleichung  (45)  muss  also  jedenfalls  erfüllt  sein,  wenn  die 
Flächen  sollen  sich  auf  einander  ahwickeln  lassen.  Nun  ist  aus  (40): 

de  — mdp  -f  ndq  = m'  dp*  + n 'dg'.  (46) 

Man  multiplizire  nun  die  erste  Seite  von  (40)  mit  der  ersten 
von  (45),  eben  so  die  zweiten  Seiten,  und  suhtrahire  von  den  Pro 
dukteri  bezüglich  (mdp\ndq)*,  (m*dp*+ n*dq*)*t  so  ergiebt  sich,  wenn 
man  die  Quadratwurzel  auszieht: 

(En  — Fm)dp  -f  ( Fn  — Gm)dq 

^VeW^W~ 


- F'm‘)dp'  + (F'n'  - G'm*)dq' 


(47) 


VE'G'-f« 

Angenommen  nun  erstens,  die  Gleichung  (45)  bestehe  iden- 
tisch, entweder  unmittelbar  oder  in  Folge  der  Gleichung  (41). 
Alsdann  drückt  (47)  die  zweite  Beziehung  zwischen  p,  q,  p\  q‘ 
aus.  Die  (47)  kann  nie  identisch  bestehen,  da  sonst,  indem  diese 
Identität  eine  Folge  von  (46)  wäre,  offenbar  sein  müsste: 

En  — Fm  . _ Fn — Gm  __  E'n* — F'm * FV—-GW 

VWG7  ~-E*~  «V EG'—F* 


m 


mV EG—F*  nVEG  — F* 
also 

(En  — F m)n  — (Fn~-  Gm)m , 


d.  h. 


En* — 2 Fmn  -f  Gm*  = 0 = E'ii* — 2 F'm'n'  -f  G'm'*, 


m 

welche  Gleichung,  da  in,  n nicht  zugleich  Null  sind,  indemsonstr 
konstant  wäre,  und  von  den  Grossen  E , F , G nicht  zwei  zugleich 
Null  sind,  unmöglich  ist. 

Die  Gleichung  (47)  muss,  unter  Zuziehung  von  (41),  integralnsl 
sein.  Aus  (41)  folgt,  dass  eigentlich  nur  drei  Veränderliche  in 
(47)  Vorkommen,  als  welche  e,  q,  q‘  gewählt  werden  mögen.  Aus 
(46)  ist  nun : * 


d Sj-nSq 
r m 


1 m 


und  wenn  man  diess  in  (47)  setzt: 

En  — Fm  E'n ' — Fm*  \ „ En*  — 2 Fmn  + Gm* 


(, 


— t m*  \ 


o 

oq 


onVEG^F*  m'  VE‘  G' —F'*J  mV  EG^F* 

E'n^-VF'm'n*  +G'm'*  ^ Ä 

* mV  EG—F**  q~  * 

Diese  Gleichung,  indem  man  die  noch  vorkommenden  p und  p 
vermöge  der  Gleichungen 

*=<*>(?>»  7)  > *=9>'(F#»70 

durch  p , q , e ausdrückt,  muss  intcgrabel  sein,  wozu  bekanntlich 
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eine  Bedingung -erforderlich  ist,  welche,  wenn  man  die  drei  Ko- 
effizienten zur  Abkürzung  mit  A , — B,  C bezeichnet»  ist: 

Nyn  enthält  B kein  q',  C kein  q , also  ist 

% 

SB  SC  n 

V=07=O; 

und  mithin  ist  diese  Bedingung: 


worin  die  partiellen  Differentialquotienten  unter  der  Voraussetzung 
gebildet  sind,  dass  vorher  p durch  e und  q,  p"  durch  e und  q4 
aasgedrückt  werde.  Da  diess  im  Allgemeinen  Schwierigkeiten 
unterliegen  kann,  so  müssen  wir  suchen,  diese  Differentialquoti- 
enten durch  die  früheren  auszudrücken.  Bezeichnen  wir  die  unter 
der  so  eben  angegebenen’  Bedingung  genommenen  partiellen  Dif- 
ferential quotienten  durch  Klammern,  so  ist  also  obige  Bedingung: 


Hei  weiter  A = y(p,  q,  p',  q')  und  aus  (41)  folge  p~X(e,  q),  p* 
=!'(*,  q')>  so  ist: 

q),  q,  V(£,  '/),  q'] 
also 

/dA  \ __  Bty  SA  &A  8A  « ^4. 

\dq  ) “ dX  dq^  dq  dp  dq  dq 


Aber  cus  p = X(e,q)  folgt,  da  p von  q unabhängig  ist: 

dX  de  dX  dX  cU  dp  de n 

^ de  dq  dq  * dq  ~~  de  dq  de  dq  m ’ 

Man  wird  das  Letztere  um  so  leichter  einsehen,  wenn  man 
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bedenkt , dass  die  Gleichung  «=qp[A(f,  q),  9]  eine  identische  ist, 
also,  wenn  man  nach  * differenzirt: 

. dtp  dl, Be  dp 

ÖA  de  dp  de  * 

also 

dp  1 

f>T~  — 

oe  de 

dp 

ist. 

Man  hat  also  , 


und  eben  so 

dA  dA 

djLZllj*£. . 

m' 

Beachtet  man « dass  A die  Differenz  Zweier  Theile  ist,  von 
denen  der  erste  kein  q\  der  zweite  keiÄ  p,  g enthaft,  so  wird  * 
obige  Bedingungsgleicnung  zu: 

E'n'2 — 2F'm'ri  -f-  G'm'2  j c-f  En2  — 2 Fmn  -f  Gm 2 } 

mm'V E'G'—F?^  MA  ^VeG-F*  / 

V . . 

d / En  — Fm  _\  d-/  En  — Fm  \"| 

* + m dq\insr^zrfi)  ~n 

4 En 2 — 2Fwm  -f  Gm2^'  d f E'n'  —F'm'  ^ 

+ mm'V L m 09'Vm'V£'G7-/^/ 

, 8 ( E’n'—Pm'  \ 8 /E'n'*— VF'm'n'  + G'm^Yl 

+"  Sp'Vm'V E‘Ü‘  - T*)  Sp\  m'V E G —P1  )s~ 

Aus  (45)  lässt  sich  nun  leicht  der  Werth  des  Quotienten 


En1 — 2 F mn  -f-  Gm2 
E'n*2  — 2 F'm'ji'  -f  G'm42 


entnehmen ; zugleich  ist  das  in  der  ersten  Klammer  Eingeschlos- 

, dm  dn 
senc , <l:i  g—  =gp  : 


gleich 


d ( Gm  — F«  ^ ^ 6 f En  — Fm  ^ 
Zp\  V EG  — FV  + mV  EG—F2) 
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und  ähnlich  da«  in  der  zweiten  Klammer.  Mithin  wird  obige 
Bedingungsgleichung  zu: 


f d ( Gm  — Fn  \ a f En— Fm  V I 1 

{ } La/A v* eg- f*)  * fyv V fg—fvWeg—f* 

[8  ( G'm'—F'n'  ^ ^ 8 ( E'n'  — F‘m'  1 

3/AV“  E'G'  — F^J  + är/A  SrEÖ-f^JA  yfE'li'—F* 


Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist , lässt  sich  (47)  unter  Zu- 
ziehung von  (41)  integriren  und  giebt  die  zweite  Gleichung  zwischen 
p,  q,  p\  </'•  Ist  aber  (48)  wirklich  identisch  erfüllt,  entweder  un- 
mittelbar, oder  in  Folge  von  (41),  so  lassen  sich  die  Flächen  auf 
einander  abtvickeln.  Denn  man  quadrire  (47)  und  (46)  und  addire, 
so  ergiebt  sich,  unter  Beachtung  von  (45): 


Edp2  + 2/'^8y  d Goq*=El8p'*  + y*ep*Bq'  + G'dq*, 


d i.  die  Gleichheit  der  Linearelemente.  Wenn  also  (45)  identisch 
erfüllt  ist,  so  muss  (48)  ebenfalls  identisch  erfüllt  sein,  damit  die 
Abwickelung  möglich  sei. 

Ist  aber  zweitens  die  (45)  nicht  identisch  erfüllt,  so  be- 
steht (47)  immerhin  noch,  und  ihr  muss  durch  (41)  und  (45)  ge- 
nügt werden,  wenn  eine  Abwickelung  möglich  sein  soll.  Geht 
diess  an,  so  sieht  man  wie  so  eben,  dass  die  Abwickelung  möglich  ist. 

Da  im  ersten  Falle  bei  der  Integration  eine  willkflhrüche 
Konstante  eintritt,  so  ist  die  Abwickelung  (d.  h.  das  Setzen  ent- 
sprechender Punkte)  nicht  bloss  in  einer  einzigen  Weise  möglich; 
im  zweiten  Falle  aber  wohl  nur  in  einer,  oder  doch  einer  sehr 
beschränkten  Anzahl  von  Arten. 


§•  13. 


* 

Sind  wieder  R , Rx  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  in 
irgend  einem  Punkte  (x,  y,  z)'  der  krummen  Oberfläche,  so  kann 
das  bestimmte  Integral,  ausgedehnt  auf  ein  Stück  oder  die  ganze 
Oberfläche: 


leicht  in  ein  anderes  umgeformt  werden.  Dasselbe  drückt  übri- 
gens nichts  Anderes  aus,  als  die  Summe  der  Flächenelemento 
der  krummen  Oberfläche,  jedes  dieser  Elemente  dividirt  durch 
das  Produkt  der  beiden  in  ihm  stattfindenden  Hauptkrümmungs- 
balbmesser.  Wir  wollen  anuchmen,  die  Ausdehnung*  des  Inte- 
grals (49)  gehe  nicht  weiter,  als  dass  innerhalb  der  Gränzen  der 
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Integration  keiner  der  Halbmesser  R oder  Rt  Null  werde.  Bei 
einer  doppelt  erhabenen  Fläche  (§.2.)  ist  RRX  immer  positiv,  bei 
einer  honl- erhabenen  immer  negativ. 

t 

Das  Produkt  RRX  ist  (§.  8.)  gleich 

'02\a-I2 


[<)'+ (in' 

0*2  0*2  / c2z  \* 

dx2  By2  \cxBy  ) 


und  also  ist  das  Integral  (49): 

0*2  0*2  __  / 0*2  \* 

M )_dxS„' 

[1+(s)’+  (|)']‘ 

so  weit  ausgedehnt,  dass  innerhalb  der  Integrationsgränzen 


ffi 


m 


8h  / an  y 

Bx2  By2  / 


nicht  unendlich  wird. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


Bz 

fc^P’ 


Bf 

0T95 


so  ist  (49'): 


Bp  Bq  Bp  Bq 
Bx  By  By  Bx  Q 

ä+^^ra*%- 


Denken  wir  uns,  man  hätte  das  Integral 

rr  fr0y 

und  wollte  dasselbe  umformen,  indem  man  p und  q als  Funktio- 
nen von  x und  y betrachtete,  so  wäre  dasselbe  bekanntlich 
gleich 


Bq  Bp  Bq 
J i Bx  By  By  Bx 

bJJ  [i+/>Ä+Wr 


BxBy. 


Daraus  folgt,  dass,  wenn  p=|^>  qzz^,  man  setzen  kann: 
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/»/•  ^ z*2  ,L  * v , 

^ ±rr  tpd<, 

/Jü^SFi in  ^’+’-p 

Imdas  letzte  Integral  nochmals  umzuformen  setze  man 


M 

” «?’  to* 


"o  u,  r,  tr  die  Kosinus  der  drei  Winke!  sind,  welche  die  Nor 
male  im  Punkte  (.r,  y,  z)  mit  den  Koordinatenaxen  macht  (§.  1),  so 

dass  trssiV  1 — u2— v2  und  also 


u 


p +Vl— «»-**’ 

Alsdann  ist  statt  dpdq  zu  setzen: 

±(*E%^£h)dttdv.. 

\cu  ov  oo  ou y 

so  dass  das  verlangte  Integral  ist: 


'/  = * 


v 


V~  1 — u2~v2 


• Bude  

■^(l — u2—  V2)2* 


pp  duvv 


(50) 

1 


o + 


CP  ' dudv 

~±JJvt-u2--v2' 


Das  Integral  (50)  drückt  aber  bekanntlich  das  Stück  einer 
Kugelfläche  vom  Halbmesser  i aus,  wenn  u,  r,  w die  Koordinaten 
fines  Punkts  derselben  sind.  Der  Punkt  dieser  Kugelfläche, 
welcher  dem  Punkte  (#,?/,  z ) der  gegebenen  Fläche  entspricht, 
Ut  leicht  zu  linden.  Zieht  man  nämlich  durch  den  Mittelpunkt 
«lei  Kugel  eine  Linie  parallel  der  Normale  im  Punkte  (x,  y, :),  und 
tankt  sich  z.  B.  die  Kugel  um  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
beschrieben,  die  Koordinatenaxen  zugleich  auch  Koordinatenaxen 
der  Kugel,  so  sind  die  Koordinaten  des  Endpunkts  des  Halbmes- 
ser« nichts  Anderes  als  die  Grössen  n,  v,  w.  Daraus  folgt  nun, 
das»,  wenn  das  Integral  (49)  über  die  ganze  Fläche  ausgedehnt 
«erden  kann  und  diese  eine  geschlossene  ist,  dasselbe  = db 4zr 
sei,  das  obere  Zeichen  geltend,  wenn  RRX  immer  positiv,  das 
untere,  wenn  RRX  beständig  negativ  ist. 

Man  kann  hieraus  auch  den  Satz  ziehen,  von  dem  Gauss 
hei  seinen  Bestimmungen  ausgegangen  ist.  Denkt  man  sich  näm- 
lich, wie  vorhin,  die  Kugel  vom  Halbmesser  1,  und  ein  unendlich 
kleines  Element  a der  krummen  Fläche,  zieht  in  allen  Gränz- 
punkten  desselben  Normalen  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
Halbmesser  parallel  mit  diesen  (nach  derselben  Seite  gerichteten) 
Normalen,  so  erhält  man  auf  der  Kugel  ein  unendlich  kleines 
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Element  o* , und  da  man  in  der  Ausdehnung  von  ff  die  Grosse 
RRt  als  constant  ansehen  kann,  so  ist  (49)  = d.  h.  man  bat 


ff 

RRX 


=±o'. 


(51) 


und  daher  röhrt  es,  dass  Gauss  die  Grösse  das  Krüm- 

mungsmaass  der  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte  nennt  In 
(51)  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  RRl  positiv,  das  untere,  wenn 
RRX  negativ.  Das  Integral  (49)  heisst  bei  Gauss  die  Kurvatur 
der  Fläche  (oder  eines  Stückes  derselben). 


§.  14. 


Wir  wollen  uns  nun  auf  einer  krummen  Fläche  von  einem 
Punkte  A aus  eine  unendliche  Menge  kürzester  Linien  gezogen 
denken  (§.  10.) ; eine  derselben  sei  als  die  erste  angenommen, 
“ von  der  aus  die  Winkel  ip  (6.  10.)  gezählt  werden , eine  zweite 
dieser  Kürzesten  mache  mit  der  ersten  einen  bestimmten  Winkel. 
Auf  der  ersten  nehmen  wir  einen  Punkt  B,  auf  der  zweiten  einen 
Punkt  C an,  und  verbinden  B und  C durch  eine  kürzeste  Linie 
auf  der  Oberfläche.  Wir  erhalten  so  ein  von  kürzesten  Linien 
auf  der  krummen  Oberfläche  eingeschlossenes  Dreieck  ABC,  von 
dem  wir  voraussetzen  wollen,  dass  für  alle  Punkte  desselben 
RRX  sein  Zeichen  nicht  wechsle  (§.  13.).  Die  drei  Winkel  dessel- 
ben seien  A,  B,  C.  Im  Punkte  B ist  (§.  10)  ty-O,  im  Punkte 
C:  y*=A.  Rechnen  wir  den  Winkel,  den  die  kürzeste  Linie  BC 
mit  den  von  A ausgehenden  Kürzesten  macht,  je  nach  der  Seite 
hin,  nach  der  die  positiven  Br  und  8t ff  gehen,  so  ist  klar,  dass 
dieser  Winkel  im  Punkte  B gleich  % — B , im  Punkte  C gleich 
C ist  (A,  B,  C in  Bögen  zum  Halbmesser  1 gerechnet).  Wir 
haben  nun  noch  einen  Ausdruck  fiir  diesen  Winkel  im  Allgemei- 
nen zu  suchen. 


Das  Element  irgend  einer  Kurve  auf  der  Oberfläche  wird 
nach  §.  10.  in  Bezug  auf  diese  Koordinaten  ausgedrückt  durch 


-|-  e2.<ty; 


soll  diese  Kurve  eine  Kürzeste  sein,  so  muss  bekanntlich, 


Br 


= r'  gesetzt  wird: 


wenn 


ft  t ^r* + **]  - 4 [J;  VVar+"*D =0, 

d.  h. 
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do 

V 


» 8 r r'  1-» 

V r'2  + t>®  L V* J 


(52) 


sein.  Ist  allgemein  cp  der  Winkel,  den  das  Element  V 
mit  der  Linie,  auf  der  r gezählt  wird,  macht  und  zwar  nach  der 
Seite  hin,  nach  der  die  positiven  dr  und  dtp  gerechnet  werden, 
so  ist  offenbar: 


Br 


CO*  cp 


HUUp  — 


a^Vr'He*  Vr^  + t*’ 

tdjf v 

ity  W®  -f  r®  ~ V" r'®  -f  e®  * 


also  wird  (52): 


. Bo  B 
sui<Pfr—  ^(eos^O; 


’d*  är  * 


(53) 


Wenden  wir  das  Gesagte  nun  auf  die  Sätze  in  §.  13.  au.  Ein 
Element  der  Fläche  des  Dreiecks  ABC  ist  offenbar  vdipdr  (§.  10), 

also  giebt  das  Integral  f tvdtydr,  ausgedehnt  auf  alle  Punkte  des 

Dreiecks,  die  Fläche  dies  Dreiecks  an. 

9 y 

Aus  §.  13.  erhellet  auch,  dass 


der  Fläche  einer 


Figur  auf  der  Kugel  vom  Halbmesser  1 ist , 


welche  man  erhält,  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  Halb- 
messer zieht,  die  parallel  sind  den  Normalen  der  krummen  Fläche 
in  allen  Gränzpunkten  des  Dreiecks  ABC . 


Aus  §.  12.  wissen  wir,  dass 

• v a®e 

• * 

demnach  ist 


wenn  r von  0 bis  r,  von  0 bis  A gerechnet  ist.  Da  ^ = 1 
ffir  r= 0 (§.12),  so  ist  also 


i 
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v 

•und  also  ist  das  eigentlich  gesuchte  bestimmte  Integral: 

, • f 0 +Üö • 

*■  » .0 

Für  ifj—O  ist  (p—n — B , für  i \>—A  ist  cp  — C;  also  ist 

C-(*-B)=A  + C+B-n. 

Demnach  ist : 

♦ * 

wenn  das  Integral  auf  alle  Punkte  des  Dreiecks  ABC  ausgedehnt 
wird.  .Ist  die  Flache  doppelt  erhaben,  so  ist  also  A\  C — ic 

die  Fläche  der  dem  Dreieck  ABC  entsprechenden  Figur  auf  der 
-Kugel:  ist  die  Fläche  hohl-erhaben,  so  ist  umgekehrt  7r— (A+B+C) 

' , diese  Fläche.  Man  kann  also  sagen:  Die  Summe  der  drei  Win- 
kel eines  von  kürzesten  Linien  auf  einer  krummen  Oberfläche 
eingeschlossenen  Dreiecks  ist  grösser  als  2 Rechte,  wenn  die 
Fläche  doppelt  erhaben,  kleiner  als  2 Rechte,  wenn  sie  hohl -er-1 
Jiaben  ist.  Der  Ueberschuss  verhält  sich  zu  720°,  wie  die  Flache 
v der  >160»  Dreick  entsprechenden  Figur  auf  der  Kugel  zur  Fläche 
der  ganzen  Kugel  sicn  verhält. 

\ 

Hätte  man  ein  Vieleck  von  n kürzesten  Linien,  die  sich  aber 
nicht  durchkreuzen,  so  kann  man  es  durch  kürzeste  Linien  in 
rr  — 2 solcher  Dreiecke  abtheilen  und  man  findet,  dass  der  Unter- 
schied der  Summe  aller  Winkel  von  (n—  2). 180°  sich  verhält  zu 
720°,  wie  die  Fläche  der  dem  Vieleck  entsprechenden  Figur  auf 
der  Kugel  zur  Fläche  der  ganzen  Kugel.  Der  Unterschied  A\B 
+ — (n  — 2).  180°  ist  positiv  bei  doppelt  erhabenen, 

negativ  bei  hohl -erhabenen  Flächen. 

* 


$•  15. 


Im  Seitherigen  wurde  eine  Art  Polarkoordinaten  beibehalten; 
es  ist  aber  nicht  schwer,  eine  weitere  Art  rechtwinkliger  Koordi- 
naten einzuführen.  Durch  'den  Anfangspunkt  A obiger  Polarko- 
ordinaten wollen  wir  uns  wieder  die  erste  kürzeste  Linie  gezogen 
denken  und  auf  derselben  in  all  ihren  Punkten  senkrechte  kürzeste 
Linien  errichten.  Ein  jeder  Punkt  M der  Oberfläche  wird  nun  be- 
stimmt werden  können  durch  die  Entfernung  r/  desselben  von  der 
ersten  kürzesten  Linie  — der  Abszissenaxe,  und  durch  die  Ent- 
fernung p des  Fusspunktes  der  Senkrechten  vom  Anfangspunkt, 
gemessen  auf  der  Abszissenaxe.  Wir  wollen  die  positiven  p nach 
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der  Seite  rechnen»  nach  der  (§.  10.)  i/>  = 0 ist  ».die  positiven  q 
nach  der  Seite,  nach  der  die  positiven  gerechnet  werden.  Es 
handelt  sich  nun  darum,  zwischen  r,  t \>,  p*  q Gleichungen  aufzu- 
stellen. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Formel  (32)  ein  jedes  durch 
M gehende  Linearelement  darstellt.  Da  jetzt  dq  das  unmittelbar 
durch  M gehende  Element  der  Ordinate  ist,  so  ist  (wie  in  § 10): 

\BqJ  \dqj  \dqj  * 8/>  dq  * dp  dq  ^ dp  dq 


also  das  Element: 


ds=  STic1  dp 2 -f  dq2. 


Denkt  man  sich  durch  den  Punkt  M eine  Linie  gezogen,  deren 
Punkte  von  der  Abszissenaxe  alle  dieselbe  Entfernung  q haben, 
so  steht  sie  senkrecht  auf  allen  Ordinaten  (§.9.)  und  das  Element 
derselben  im  Punkte  M ist  also  wdp.  Tst  X der  Winkel,  den  das 
Clement  mit  dieser  Linie  macht,  der  Winkel  nach  der  Seite 
hin  gerechnet,  nach  der  die  positiven  dp  und  dq  gehen,  so  ist 


cos  jt=- 


* wdp 


z==.  , sin  A=r 





(34) 


V w2dp  + dq2  V" w2dp 2 + dq2 

. ’ ’ • > 

In  Bezug  auf  die  Koordinater  r,  i \>  ist  dasselbe  Element: 

Vör2  + v2dty2  (§.  10.) ; 

demnach  ist 

ds2=tc2dp2  + dq2=dr2  + v2dip2  (55) 

Das  Element  der  von  A ausgehenden  Kürzesten,  auf  der  r 
gezählt  ist,  im  Punkte  M fTaf.llX.  Fig.  1)  ist  dr;  rdty  ist  das  Ele- 
ment einer  darauf  Senkrechten,  die  durch  die  Endpunkte  aller 
Kürzesten  von  der  Länge  r geht  (§.  9. 10.)  ‘ 

Ist  qp  der  Wiukel,  den  ds  mit  dr  macht  (§.  14.),  so  ist 

dr  . vdifs 
cos  <P=d->  situp=~8j--  . 

Zugleich  ist  <p  — X der  Winkel,  den  die  Elemente  wdp.  und  dr 
mit  einander  machen,  den  wir  a nennen  wollen,  wobei  dieser 
Winkel  a von  dem  Element  dr  an  in  der  Richtung  gegen  txty  ge- 
zählt wird.  Alsdann  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 
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, . . . , wdp.dr  . Bq.rhp 

COSa=COSqp  COS  A-f-  Sin  <p  8111  A = ~0|4_  • p^~"  * 


a#* 


8in  a 


, , . , tcdp.vdtp  Bq. Br  m 

= sin  tp  cosa  — cos  cp  sin  a ss  — iüT* 


V 


also 


drcos a sin  a=icdp,  vdtpcosa — arsina  = Bq , 
wenn  man  (55)  beachtet.  Daraus  folgt  auch: 

a r = M?ap  cos  a — a^sin  a , vBtp  — tcdp  sin  a -f-  Bq  cos  c ; 
d.  h.  man  bat: 


(56) 


Br 


Br 


dtp 


dtp 


dp 
woraus : 


s— =10 cos«,  o~  = — sin a,  o-n“=«rsina,  r =cosa; 


8« 


0P 


0? 


10 


(l)‘+  <*)*—• 


010 


»*?*!*  ^=0;, 


a?  ('v  ~ 2jp  a/> 


oder: 


10- 


/Br\*  /ar\2  « «Br  dtp  Br  dtp  n 

\0«/  + \8pJ  — “ ’ ” 0<?  0?  + 0/i  0/>  ~° 5 (57) 


welche  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen  p,  q , r,  tp  aus- 
drücken,  und  w’o  zugleich  noch  « und  a gefunden  werden,  wenn 
nur  io  gegeben  ist. 


Was  w anbelangt,  so  ist  für  q— 0 das  Element  tcdp  geradezu 
gleich  dp,  d.  h.  für  q — 0 ist  «0—1.  Aus  den  zwei  ersten  Glei- 


chungen (56)  folgt,  wenn  man  die  erste  nach  q,  die  zweite  nach 
p diuerenzirt  und  die  Resultate  gleich  setzt: 


Bw  . aa  da 

cos  a — «0  sin  a 5-  =■ — cos  a — 
Bq 


Bq 


8p- 


Für  ^ = 0 fällt  aber  tcdp  zusammen  mit  Br,  also  ist  a=0; 
zugleich,  was  auch  p sei,  bleibt  für  q=0  immer  a=0,  d.  h.  für 


3a 

q — 0 ist  a konstant,  und  mithin  vr-=0,  so  dass  für  q=z 0 auch 

Bw  • ** 

n— =0  sein  muss. 

dq 


Ganz  wie  die  Gleichung  (37)  findet  man  auch  hier: 


**  +-^r=0.  • (58) 


Bq*  T RR{ 


Digitized  by  Google 


359 


Wir  wollen  nun  annehmen,  w lasse  sich  in  eine  nach  ganzen 

positiven  Potenzen  von  p und  q fortlaufende  Reihe  entwickeln, 

* 

und  sei  diese  Reihe  (da  fiir  <7=0:  to=l,  ^-  = 0): 

% * 

S ' 

«0  — 1 '{•Aq2-\rBq3-\- , <*o  + » 

B = + btp  + b2p2  + ....  *, 

also 


tc  = 1 -f  a0q2  -f  axpq2  + avp2q2  + ...*  j 

+ V/3  + hpq*  + b2p2q 3 + ....  ( (50) 

+ «o94  + ctpq*  *f  c2p2q*  + ) 

worin  also  a0,  ^0>  ...  als  bekannt  angenommen  wer- 

den müssen. 

Die  erste  der  Gleichungen  (57)  ist: 


(io3+ K%y=4tt,ir2  ^ 

• * > 

Da  ftlr  unendlich  kleine  p und  q offenbar  r2=p2-f  q2t  so  kann 
raan  also  setzen: 

r2~p2  + Ap3  + ßp*  + ....  + A'p2q+  B'p3q  + ... 

4V+2ty8+*V+.:.  +^Vp+»V/^+ » 

+ Axp2q2\B^p2q3  +... 

+ Xi‘t*P*+2>i</*p4+ 


Da  für  7 = 0 allgemein  p — r ist,  so  fallen,  ausser  p2,  alle  Glieder 
weg,  die  bloss  p enthalten;  da  für  p=0  auch  r=q,  so  fallen, 
ausser  q2,  alle  Glieder  weg,  die  bloss  q enthalten.  Weiter  ist 
also  für  /j=0: 


r2  = q2 


O.r2 

und  -jr-  enthält  für  p=0  bloss  di-»  Glieder,  die  p in  ddr  ersten 
Potenz  enthielten.  Aus  (57#)  folgt  aber  für  p=0 : 

* 1 /B.r2\2  • , « . „ d.v2  — 

+V=V,  0^=0; 

d.  h.  alle  jene  Glieder  müssen  ebenfalls  wegfallen.  Für  7=0  ist 


1 
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=>•  (f )'=*•. 


tu 


(S  r*\ 

’jfij'J  enthält  (für  <7=0)  bloss  die  Glieder,  welche  q in  der 
ersten  Potenz  enthielten,  also  ist  für  ^ = 0(r  = p)  in  (57'): 

v+aff-r- x-*< 

\ 

so  dass  also  auch  jene  Glieder  verschwinden.  Man  wird  also 
endlich  setzen:- 

r2zxip2  + q*  -f  Ap2q2- f ßp*q2  -f  Cp*q 2 -f  •••• 

• • 

. + BiP2q*  + piP*q*.  + ...  -f  CtfPq*  1- (60) 
wenn  man  nicht  über  die  sechste  Ordnung  hinausgeht 


d.r2  d.r2 

Zieht  man  hieraus  die  Werthe  von  vj-- > Jdq’  un<*  se*z*  s‘e’ 
nebst  dem  Werthe  von  ic,  in  die  Gleichung  (57'),  so  erhält  man  : 


ip2+4A2p*q4  + 8 Ap2q2  + 12ß;?V+  \f>Cp*q2  + %Bxp2q* 

+ 12Ci/,»373-f-8C27>294  + ÜBp2q2  -f-  8 Cp4q2  + 

-f  4</2-f  4^2/>4^2-f  \2Bip2q3  -f  12C,/?303  -f- \6Ö2p2q4^Ap2q2 
-f  4a02q6  + 8öo?4  + SaiP V4  + 8ö2P294  + 8609ö  + 86, pq 6 i 

+ 8c0<76  + 16  Aa0p2q*  + 

• «»  • 

•* 

= 4 [p2  + a02p2q 4 -f  2 a0p2q2  + 2 axp3q2  -f  (la<ip*q2-\-  *260/>293-f  26jft373 
+ 2 c0p2q*  f q2  + a02q 6 + 2 a0q4  + 2 axpq*  + 2a^p2q^ 

+ 2 b0q6  H 2 bvpqb  + 2c0<76 + Ap2q2  + 2 Aa0p2q* 

+ Bp*q2  + Cp*q 2 + Bxp2q 3 + C,p  V + Cjp2q*  + . — ] . . 

■ • . 

Daraus  folgt,  durch  Vergleichung  derselben  Potenzen: 


16^1  = 8o0  + 4^4 , A = g ao  > 

1 

207?1=86o+4#1,  Bl^\b0; 

* 

20Ä=8a, + 4Ä,  i B=*o,; 

2 7 

4^»+24rl+l6.<a0=4a0!'+8c0+8/4a0+4Ci,  q,=~  c0  — ^«o4< 
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, 244=861  + 4Ci,  4 = ^! , 


16C  4A? — 8öj  -f-  4 Ct  C—  g »<  * 

t * t 

so  dass  also: 

i 

r*=P*+ 9*  + g«oPV  + f °.P  V+ (§°»—  ^“o!)?V 

+ -2  *upV  + gA/'V  + (g-Co  ~ J}“o')pV+*~*  (W) 

> • * 

welche  Gleichung  die  Aufgabe  löst,  aus  zwei'  Seiten  eines  recht- 
winkiichen,  von  kürzesten  Linien  gebildeten  Dreiecks  die  dritte 
(Hypotenuse)  zu  finden. 

i 

Die  erste  Gleichung  (56)  giebt: 


iar* 

2 dp 


= r cos  a.w , 


also 


r cos«= 


1 9-r2  1 -1  « * J .8 

=p~3  ~ 4°>PV-  (g«*+45«o>V. 


1 2 3 8 

jV'/5  — g^lP1?5— (ge»— 4g«o2)/>94  + 


(61) 


Aus  der  zweiten  Gleichung  (56)  folgt: 

. 1 d.r 2 ‘2  „ 1 , . .2  4 

— rsioo=2  0-  = 9 + 3<jop*9  + 2°lP  ? + (5a*— 45°»^  9 


+ J W + g*iP*9*+  (geo — 3g«o  W • 

Was  tp  anbelangt,  so  ist,  wie  bereits  gezeigt: 

dw  . da  Sa 

r^  cosa— tc  sinav^  -f  c08ajfy  s=^"m 


Da  aus  (56)  folgt: 


Si//  . dty 
cos  a ^ — tc  sin  a 


=0, 


(62) 


so  ist  also 


dw  , d(a  -f-  ijs)  , 
cos  a — «7  sin  « — ^ r 


cosa 


8(a  + 1 p) 
dp 
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d.  h.  auch 


Bw  • . 
r cosa*  — r/osin 
Bq 


+ rcos  tv-^* 


Für  unendlich  kleine  p und  7 ist,  wenn  man  den  Winkel  a von  0 
bis  180°  rechnet,  aber  positiv  und  negativ,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  if/-f-a=0  (Taf.  IX.  Fig.  2.),  also  kann  man  setzen: 

Ify  -F  c z=.Ap\  Bq  -f  Cpq  + Dp2q  + Ep\-\-  Fp\q.- f Gpq*+  Hp*q* 

+ Jp3q 2 + Kpq 3 + Lpq 4 + Mp*q2  + 

» • 

und  wenn  man  nun  in  obige  Gleichung  die  Werthe  von 

• * 

. Bw  B(a  + V)  B(cc  -F  1/;) 

rcoso,  rs.na,  tc,  3-,  “0—»  ~ ~ 

einsetzt,  so  erhält  man  A,  B, ....  M,  und  findet  so: 

2 1 1 

a d -ig = — a^pq  — 3 O0p2q  + (^o0*  - zyßjp'q 

11  2 <3  5 3 

+ -5«3)A-V^-4W+(F20A“5^V 

I 19  1 

-F  (3O02  ~ c0)pq*  + + 4 bo)P<lA 

, ,109  4 io  . 1. , . , , . 

"b  ( 1^0«!  3()ffo®o  rJJo)]t  9 + (®3) 


§.  16. 

Sei  (Taf.  IX*  Fig.  3.)  der  Punkt  C auf  einer  krummen  Fläche 
■ , bestimmt  durch  die  (rechtwinklichen)  Koordinaten  (§.  15.)  AB—py 
BC—q ; man  verlangt  die  Fläche  S des  Dreiecks  kürzester  Linien 
ABC  als  Funktion  von  p und  q. 

Lässt  man  p um  die  unendlich  kleine  Grosse  cp  sich  ändern, 
während  q konstant  bleibt,  so  geht  man  dadurch  zu  dem  Punkte 
C\  über,  und  es  ist  CO  senkrecht  auf  BC  und  B'O  (§.  9.).  Die 
• Aenderung  von  S ist 

jjj| dp  = AB‘C-ABC . 

Das  Stück  CD  ist  eine  unendlich  kleine  Aenderung  Bq‘  von  q , 
die  in  bestimmtem  Verhältniss  zu  Bp  stehen  muss.  Dieses  Ver- 
hältniss  lässt  sich  so  finden:  Man  mache  AE—AC  und  ziehe 
CE , so  steht  (§.  9.)  CE  senkrecht  auf  AC  und  AE.  Nun  ist 
CC-=.v)Bp  (§.  15.),  Br  erhält  man,  wenn  man  AC  verlängert,  also 
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ist  (§„  15.)  der  Winkel  zwischen  CO  und  dr  gleich  — a , und 
folglich 


CCE=%°  + a, 


mithin 


DCE— — <*,  CE  ==  CD.  sin  (90°-f-a)  — C D. cos  a=zdq'  cos  a, 
CE  = CO.  cos  (90° -f-  a) = — tcdp  sin  a ; 
folglich  *•  ’ 

dq*  cos  a ==  — w si  n « dp , c )q' = — w tg  a dp . 

Daraus  folgt»  dass 


irn  SS  , dS. 

AtD~d^df!  = — wt8afy°p> 


and  da  offenbar 


BB’CO  = J*  wdpdq , D CO  = \ w dp cg'  = — J«>2tga(c 5p)*, 


so  ist 


ÖS  I /^g  05  1 f 

£pdp—ty J tccq+^-.w  tgcdp  — ^«>2tga(0p)2 

o 

oder,  wenn  man  durch  dp  dividirt  und  zur  Gränze  übergeht: 

. * 

SS  .SS  P9 

cos  c — w sin  a V.  = cos  a J wog , 

* o 

also  auch 

&S  . 05  /*?  . - 

rcosa^  — rwsina  K-=rcosoy  «?o^  • 

o 

,1 

Da,  für  unendlich  kleine  p und  q,  S—^pq,  so  kann  man  mithin 
setzen : 

1 

5=  5 pq\  Apq 2 + Bpqz  -f  Cpq 4 -f  Dpq 5 -f  £/?2?  + Fp2q3  + Gp2q* 
-f  JIp*q  -f-  Jp3q 2 + Kp3q3 -f  Lp4q  + Mp4q 2 + Np5q.. 

und  wenn  man  in  obige  Formel  diesen  Werth  einsetzt,  zugleich 
(59),  (61),  (62)  beachtet,  so  ergiebt  sich  in  der  gewöhnlichen,  an 
einem  Beispiele  oben  gezeigten  Weise: 


25* 


I 
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-J»  j j ^ J 

^=2  P7~"  12  a^93-lo  bapq*  + ^3Öö°2  jqco)p  v6 

- i^«iP4?s-fö6‘PV-iV»P,«'_lj6opS'/l 

I *7^ 

— (jgco  + 45  n2  + 6Ö0l)®)^,3^,  — 2Öfli  P*9  P49* 

+ (^)«o4— (W)  . 

Das  so  eben  berechnete  Dreieck  ist  ein  rechtwinkliches ; es 
ist  aber  nicht  schwer,  von  einem  rechtwinkligen  aus  auf  jedes 
andere  zu  schliessen.  Man  wähle  (Taf.«  IX  Fi g.  4.)  in  der  ^eite 
JSCdes  rechtwiuklichen  Dreiecks^  ZfCden  beliebigen  Punkte  und  sei 

AB-p,  BC—q,  BD=q'. 

Man  hat  nun  zwei  rechtwinkliche  Dreiecke  ABC  und  ABDt  und 
wenn  F die  Fläche  des  Dreiecks  ACDf  so  ist 

F—ABC-ABD , 

d.  h.  (64): 

F=\p(<)— ?')—  ßOo/>[9s— 9,+;,*9'— PV] 

# 

— ^ l>0p[4q*  — 4q'\+  3 jpV  -3/>V*]--  7q’  HöpV-^PV]“* 

wenn  man  nur  bis  zu  Gliedern  fünfter  Ordnung  geht.  Nun  ist: 

q*-q‘*+p2q  — p V = (q  — q')(p 2 + q2  + + 9*)  > 

iq*  _ \q*  + 3/>  V-  3pV  *=  (?-?')(?  + ?')(3p2  + 4?*  + 4^ , 

7q*—7q'*  + 6/>2</ — 6p  Y=  (?  “ V'KGP2+  7< f +70?'+  77/2) ; 
also  auch 

F~\p{q— 7,)[1*“|"o(P2  + ^2  + <79/  + 9'2)  . 

*1  1 

— 5j,'o('/+9/)(-V2+V+49'2)— öo"i/1(6P'i+7V2+7l7'5+799')] 

Heissen  (Taf.lX.  Fig.5.)  A,  B,  Cdie  drei  Winkel  eines  Dreiecks  kür- 
zester Linien,  a,  b,  c'die  ihnen  entgegenstehenden  Seiten,  so  ist  q — q‘ 
=:«;  die  Seiten  c und  b sind  nichts  Anderes,  als  Werthe  von  r 
in  §.15.;  was  den  Winkel  a anbelangt  (§.25.),  so  ist  im  Punkte  B: 

• 180°  — /? — c = 90°,  « = 90°  — B; 

im  Punkte  C : 
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C+90°—a- 180°,  a=C—  90°; 


somit  nach  (61): 

l 

| 6 sin  C=/>[1—  gflo?9— fhpq*—  ^M8— —]• 

* 

Dividirt  man  obigen  Ausdruck  von  F durch  diesen  für  6 sinC,  so 
findet  sich  leicht»  wenn  man  nur  bis  zur  fünften  Ordnung  geht: 

Fz=  |a6  sin  C[1  — go0(p*  — q*  + q*  + qq') 

— + 3/>V  “ 6?s  4 *tV  + *W/a+ 40 

i “ ^aiP(6/^~fy*+7?9/+79,/*)]* 

i 

Die  drei  hier  vorkommenden  Konstanten  a0,  al , b0  lassen 
sich  in  anderer  Weise  ausdrücken.  Es  wurde  in  §.15.  gezeigt» 
dass 

1 1 Shv 

RRt  w dq*' 

Entwickelt  man»  diesen  Ausdruck  nach  (59)»  so  ergiebt  sich: 


= — 2a0 — 2 atp — 6 b0q —6  bxpq — 2 a^p2—  (12c0— 2«o2)72. 


Angenommen  nun,  die  Wertbe  der  Grösse  -^^-(desKrümmungs- 

maasses  nach  §.13. in  den  Punkten  A,  B,  C seien  bezüglich  a,  ß , 
y,  so  »st,  da  in  A:  p=zq  = 0,  in  B:  p=p,  in  C:  p=p, 

9=9' : 

a——  2«0,  ß=—  2o0— 2a, p— 6Ä0y,  y= — 2a0— 2a, p—  6b0q', 

wenn  man  bloss  mit  zu  Gliedern  erster  Ordnung  geht,  ln  so 
weit  genau  ist  also 

1 1 , ßq'—yq  L ß—y 

»o— 2“>  aiP  — 2°  + 2(?-./)  ’ b°  6 (?—?')' 

Da  diese  Grössen,  im  obigen  Ausdruck  für  jP  mit  Glossen  4ter 
Ordnung  multiplizirt  sind,  so  sind  sie  genau  genug  bestimmt. 


Setzt  man  nun  diese  Werthe,  so  ergiebt  sich: 

F=  ^ab  sin  C[  1 + —2  q*  + 3 qq'  + 3 q'2) 

+ l^j(3/>*  — 6?2  + i2ö(3P2*”2r/a  + 77,+V*)]. 


Nun  folgt  aus  (61)  bis  auf  Grössen  dritter  Dimension  ausschliesslich: 
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1 

I 


6 sin  C=p ; 

aus  (62)  (r=6,  a = C—  90°,  a = q — q'): 

bcosC — a = q'y  bcosC=:q. 

Man  sieht  leicht  ein , dass  eine  Annäherung  bis  mit  auf 
Grossen  zweiter  Ordnung  für  p , q , q1  in  obiger  Formel  vollkom- 
men genügend  ist,  da  die  Annäherung  überhaupt  nur  auf  die 
fünfte  Ordnung  einschliesslich  geht.  Setzt  man  diese  Werthe, 
so  ergiebt  sich  endlich: 

1 « (63) 

F =2°^  8,0  + jj^(3«2  + 462 — 9a6cosC) 

+ j^()t4«a  + 3 6a — 9 ab  cos  C)  + ( 3«2  + 3 62  — 12  ab  cos  C)] » 

angenähert  bis  mit  zu  Grossen  fünfter  Ordnung , wenn  die  Seiten 
die  erste  Ordnung  sind. 

• 

Dass  man  in  der  Formel  (65)  vertauschen  kann  a,  b,  c,  C 
bezüglich  mit  c,  b , a,  A oder  a , c,  6,  B unterliegt  keinem  Anstand; 
nur  tauscht  man  dann  natürlich  «,  ß , y mit  y,  ß,  « oder  «,  y>  ß 
so  dass  auch: 


(66) 

JF= J bc  sin  A [1  + j^j(36a -f 3c*  — 126c  cos  A) 

+ (362  -f  4c2 — 96c  cos  A)  -f  (46a  -f  3ca  — 96c  cos  A)] 

. 

1 o 

F==  ^ac  sin  Z2[l-f  j^j(3aa-|-4ca — 9/zccosZ?) 

+ I^(3aa-|-3c2— Tiaccosß)  + j|g(4aa-t-3c2 — 9accos/0]  *1 


§.  17. 

* 

Ehe  wir  weiter  gehen,  soll  eine  kurze  Anwendung  obig# 
Formeln  auf  die  Erdoberfläche  gemacht  werden.  Ist  in  die  halbe 
grosse,  n die  halbe  kleine  Axe  der  Erde,  und  setzt  man  m2— tr 
= m2e 2;  ist  ferner  q>  die  Breite  eines  Punkts  auf  der  Erdober- 
fläche, so  ist  bekanntlich 

1 (1  — c2  sin  2<p)2 

RR[  ~~  m2(l  — e2)  * 


k 
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Angenommen  nun,  man  kenne  die  Breiten  <px , <p2,  der  drei 
Eckpunkte  eine»  geodätischen  Dreiecks,  dessen  Seiten  a,  b,  c 
sind,  so  hat  mau  für  die  Fläche  F desselben  nach  (05): 

« 

#■=  sinC  |l  + [3«1  + 44’ — 9o6  cos  C] 

(1— e*sin *<Pt)*r*  «,  , o,o  n , /n 

120m*(l e1)  ^ ^ 9a6  cos  O] 

+ [3“2 + 364 ~ 12oicos  (J]\  * m 

worin  <p, , <p2,  cp3  bezüglich  die  Breite  des  Punktes  A,  B,  C ist. 

Sind  die  drei  Punkte  so  gelegen,  dass  die  Grossen 

%• 

(1 — e2sin2g>,)2  (1 — e2sin2<)p2)2  (1  — e2sin2qp3)2 

T20«2(l— e1)  9 l*20m2(l — e*)' 9 lSOm^l^e2) 


bis  auf  einen  genügenden  Grad  von  Annäherung  hin  gleich  gross 
angenommen  werden  können,  so  dass,  wenn  cp  eine  mittlere  Breite 
zwischen  den  dreien  ist,  jede  ohne  merklichen  Fehler  gleich 

(1 — e*sin2g>)2 
1 20/n*(l — «*) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  (06): 

1 /]— p2|jjn2my2 

F===|n6sinC[l  + ^3^-_^-(a*  + ^-3«6cosC)J.  (67) 

Läge  das  betrachtete  Dreieck  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 
/?,  so  wäre  u= ß^zy—-^,  also 


F=  J«6sinC[l  + J$Tjf£2(a2'F^a — 3a6  cos  C)] , 


Daraus  ergiebt  sich,  dass  man,  immer  unter  obiger  Voraus- 
setzung hinsichtlich  der  Breiten,  die  Fläche  eines  geodätischen 
Dreiecks  auf  der  Erde  berechnen  kann,  als  läge  dieses  Dreieck 
auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 


mV“  1 — 

1 — e2sin2<p 


Ganz  Aehnlicbes  gilt  auch  von  der  Berechnung  des  Dreiecks  selbst. 
Da  auf  der  Kugel  die  Grösse  ^ immer  konstant,  gleich  ^ ist, 
so  folgt  aus  §.  16.,  dass,  was  auch  p und  q seien,  immer: 


- 2 = — 2«o  — 2n , p — 6b0q  — 6Äj  pq-  2a2p'2—  ( 1 2c0~2a02)q 
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Demnach  ist: 


ao——2tfi’  «i=0,  b0— 0,  6i=0,  «2=0,  12c0— 2flro*=0,  co='^4ß4’“' 

Geht  man  nur  bis  zu  Grossen  fünfter  Ordnung  einschliesslich, 
so  ist  (60') : 

**2==P2  + ?*  + ^«o + \aiP*<?  + \ b0p*q*, 
also  auf  der  Kugel: 


*•*=/>* + ?®-jpP*9 


3 


Sind  er,  ß , y die  Werth e von  in  den  drei  Eckpunkten 

des  rechtwinklichen  Dreicks  AßC,  so  ist,  wie  in  §.  16.: 

a— — 2«o,  ß— — 2/70  — 20^,  y = — -2a0 — 2a,/>  — 660y, 

✓ 

so  dass,  wenn  er,  ß,  y als  gleich  angesehen  werden  können,  flj 
und  b0  Null  sein  müssen,  uud  mithin,  unter  dieser  Voraussetzung, 

rz  =p2  -f  q2  — ^ ap2rf  • 


Daraus  folgt,  dass,  wenn  das  geodätische  Dreieck  auf  der 
Erde  so  beschaffen  ist,  dass  die  obigen  Grössen  er,  ß,y  als  gleich 
angesehen  werden  können,  die  Berechnung  der  Stücke  desselben 
wie  die  eines  Kugeldreiecks  geschehen  kann,  wenn  der  Halbmes- 
ser der  Kugel 


?„vrze2 

1 — e2sin2qp 

ist,  wie  oben.  Wenn  gleich  ein  techtwinkliches  Dreieck  unsere 
Betrachtungen  zu  Grunde  liegt,  so  gilt  der  Satz  doch  offenbar 
für  jedes. 

Man  kann  also  bei  geodätischen  Rechnungen,  wenn  die  Sei- 
ten der  Dreiecke  klein  sind,  die  Erde  als  eine  Kugel  vom 
Halbmesser 


m V 1 — e2 
1 — e2sin  2<jp 


arischen.  Was  e2  anbelangt,  so  ist  log. e*-= 0*81 087 10—  3.  Setzen 
wir  eine  Breite  von  45°  voraus,  so  wollen  wir  untersuchen,  njj 
wie  viel  (1  — e2sin2/?)2  sich  ändert,  wenn  man  von  45°  zu  46° jj 
übergeht,  was  mindestens  einer  Länge  von  2*5  Meilen  entspricht. 
Nun  ergiebt  sich,  da  logm= 6*5 1482&5:  1 
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1 — casin845° 


= 0 00000030462, 


l — eV»n»450l(y 
mVT—e2 


0 00000030462, 


so  dass  diese  Werthe  erst  in  der  zehnten  Dezimale  abweichen, 
woraus  hervorgeht,  dass  auf  Entfernungen  von  3 bis  4 Meilen 
die  sphärische  Rechnung  ohne  irgend  einen  Nachtheil  Platz 
greifen  kann. 


Es  fällt  diess  auch  zusammen  mit  dem  in  §.12.  Gezeigten,  da, 

wenn  jfjjr  in  naher  Ausdehnung  um  den  betrachteten  Punkt 

herum  sich  nicht  ändert,  man  dieses  Stuck  Fläche  abwickeln  kann 
auf  eine  Kugel  vom  Halbmesser  V RRX. 


§•  18. 


Angenommen,  eine  krumme  Fläche  sei  so  beschaffen,  dass 
in  allen  Punkten  derselben  die  Grosse  jgjj~  denselben  konstanten 
Werth  k habe  (§.  12.).  Die  Kugel  ist  offenbar  in  diesem  Falle, 

t ] 

und  wenn  R ihr  Halbmesser,  so  ist  Betrachtet  man  nun  ein 

rechtwinkliches  Dreieck  kürzester  Linien  auf  der  so  beschaffenen 
Oberfläche,  so  müssen  sich  aus  den  Formeln  des  §.15.,  wenn  diese 
Oberfläche  eine  Kugel  ist,  wo  also  die  kürzesten  Linien  Bögen 
grösster  Kreise  sind,  die  bekannten  Formeln  für  rechtwinkiiche 

»härische  Dreiecke  ableiten  lassen,  d.  h.  man  wird  haben,  wenn 
der  rechte  Winkel  ist: 


sin  (a \/k) = sin  (bVk)  .si  n A , 

sin  (cVk)  = sin  (6  VA)  .sin  C, 

cos/4  = cos(av'A).sin  C, 

* 

cos  C=  cos  (cVA).sin  A , 
cos  (6  Vk)  = cos  («  Vk). cos  (c\/A) 

t 

Da  man  aber  offenbar  dieselbe  Rechnung  hat,  ob  die  Fläche 
eine  Kugel  ist,  oder  ob  eben  k konstant  ist,  so  werden  die  For- 
meln (68)  für  jedes  rechtwinkiiche  Dreieck  kürzester  Linien  auf 

einer  krummen  Oberfläche,  für  welche  konstant  ist,  gelten. 

Für  einen  positiven  Werth  von  k folgt  diess  auch  schon  daraus, 
dass  eine  solche  Fläche  sich  auf  eine  Kugel  vom  Halbmesser 

—~r  abwickeln  lässt.  Doch  gilt  unsere  Behauptung  auch  für  nc- 
X k 

gative  Werthe  von  k. 
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Man  schliesst daraus  nun  leicht  (siehe  z.  B.  Archiv,  Theil 
XVI. S.  106.  ff),  dass  allgemein  für  jedes  Dreieck  kürzester  Linien 
auf  einer  krummen  Oberlläche  von  der  angegebenen  Beschaffen- 
heit die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  Auwendung  linden, 
d.  h.  dass 

(69) 

sin  ( a Vk) . sin  B = sin  ( byk ) . sin  A , \ 

cos  (ayk)  = cos  (byk) . cos  (cVÄ)  -fsin  {byk) . sin  (cyk) . 
cos  A -f-  cos  B cos  C = sin  B sin  Ccos  {ayk)  j 


u.  s.  w. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  eine  weitere  Bestätigung  des  in  §.  17. 
Berührten. 


§.  10. 


In  §.  12  wurden  bereits  die  Bedingungen  aufgestellt,  unter 
denen  eine  Fläche  auf  einer  andern  sich  abwickeln  lässt.  Eben 
weil  Bedingungen  bestehen,  lässt  sich  also  nicht  jede  Fläche  aul 
jeder  in  der  angegebenen  Weise  ausbreiten.  Es*  soll  desswegen 
die  Aufgabe  jetzt  anders  gefasst  werden  und  sei  verlangt,  eine 
krumme  Fläche  auf  einer  andern  krummen  Fläche  so 
ab  zu  bilden,  dass  das  Abbild  dem  Urbild  in  je  ent- 
sprechenden Elementen  ähnlich  sei.  Es  heisst  diess  aber 
nichts  Anderes,  als  verlangen,  dass  die  Linearelemente  um  zwei 
entsprechende  Punkte  herum  gleich  oft  in  einander  enthalten 
seien  und  dass  entsprechende  Linearelemente  denselben  Winkel 
machen.  Natürlich  darf  der  in  einem  Punkte  für  alle  Linearele- 
mente konstante  Quotient  sich  ändern  von  Punkt  zu  Punkt. 

Seien  also  x,  y,  z die  (wie  immer  rechtwinklichen)  Koordi- 
naten eines  Punkts  der  ersten  Fläche  (Urbild),  X,  K,  Z die  Ko- 
ordinaten des  entsprechenden  Punkts  der  zweiten  Fläche  (Abbild), 
so  werden  X , r,  Z durch  xy  y,  z bestimmt  werden  können. 
Drückt  man  die  Koordinaten  der  ersten  Fläche  durch  die  zwei 
unabhängig  Veränderlichen  p , q aus  (§.  10.),  so  werden  also  auch 
Xf  Y , Z Funktionen  von  p und  q sein.  Das  Element  8s  der 
ersten  Fläche  kann  durch 

V Edp1  + 2 Fdpdq  -f  Gdq* 

ausgedrückt  werden  (§.  lö.u.  12.);  eben  so  wird  das  Element  da 
der  zweiten  Fläche  ausgedrückt  durch 


V E'BjP+iFBpÖq+G'Bq* 
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und  wenn  =zM,  so  muss  identisch , d.  h.  ohne  Festsetzung 
einer  Beziehung  zwischen  p und  q: 

E'Bp2  + l2PBpBq  -f-  G'Bq2 — M2[Edp2  -f  2 Fdpdq  -f  GBq2], 


d h. 


V = M2E,  F’=M2F,  G =M2G  (70) 

sein.  Dieselben  Gleichungen  (70)  geben  zugleich  auch  an,  dass  die 
Winkel  je  zweier  estsprechender  Linearelemente  gleich  sind.  Zwei 
durch  die  Punkte  (p,^),  nämlich  die  entsprechenden  Punkte  beider 
Flächen,  gehende  Linearelemente,  das  eine  zu  dem  Punkte  (p 
+ dp,  9 + d'/),  das  andere  zu  (p  -J- dp’,  q -f-  Bq’)  hin,  sind 

Bs  = V Edp't+-2FBpd(l+  Gdq*.  Bs'  = V Mp^lf-2i'dp‘Sqr+  GBq* 
und 

BS=  V EBp 2 + 2 Fdpdq  + G'df,  0S'=V E'bp'+<bPBptBq,+G,Bq*\ 

die  Kosinus  der  Winkel,  welche  Bs  mit  den  drei  Koordinaten 
macht,  sind: 


Bx Bx  Bq  By By  Bq  Bz Bz  Bq  m 

Bs  ~ Bq  Bs’  Bs~  Bq  Bs  ’ Bs  Bq  Bs  * 

u.  s.  w.  ähnlich  für  cV,  BS , BS1.  Der  Kosinus  des  Winkels  der 
Elemente  Bs  und  ös'  ist  also: 
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I 


Ganz  eben  so  ergiebt  sich  für  den  Kosinus  des  Winkels  der 
Elemente  S,  8S' : 

E'dpdp'  + F(8pdq'  *j-  8p'8q)  + G'dqdq' 

~äsd&  ’ 

and  nach  den  Formeln  (70)  sind  beide  Ausdrücke  gleich,  was 
unserti  Satz  beweist. 

Die  Bedingung,  welche  den  Formeln  (70)  zu  Grunde  liegt,' 
kann,  ohne  dass  ein  Zusammenhang  zwishen  p und  q festgestellt 
wird,  in  anderer  Weise  dargestellt  werden,  so  dass  also  immerhin 

alles  Gesagte  noch  Geltung  hat.  Es  ist  nämlich,  wenn 

x 

8s2 = E8p2  -f  2 F8p8q  G8q2 

= i[ESp+Fdq+i3q v £C-f»]  [£0/>+  Fdq—iBqVEG^F*], 

MU 

da  EG — F2  immer  positiv  ist  (§.  11.).  Denken  wir  uns,  r sei 
ein  Faktor,  der  die  Differentialgleichung 

E8p  + F8q  + i8q\TEG-F2=0. 
integrabel  mache,  so  ist  also  identisch: 

E8p-\-F8q+  idqVTZG  -~‘F2=:-[8(p  -f  uty] , 
wenn  qp  -f  ty  = Const.  dann  das  Integral  ist.  Ganz  eben  so  ist: 

i 

Edp  + Fdq  — idq  yf  EG — F2  — ^[0qp — i0t/;] , 

* 

und  also 

wenn  Ä=  ”££p  eine  bestimmte  endliche  Funktion  von  p und  q ist. 
.Ganz  eben  so  ist: 

8Si=n[8Q  + ia^j[0a>—t0^]= H[8o>2 + a^j. 

Also  hat  man  auch,  da  8S1—M28$ 2: 

m 

* ^nh—  + «8gQ(8<t>-ffl»P) 

H (89p  i ühi>)(Bg>  — i8i|>)  ’ 

in  welcher  Gleichung  ~jp  eine  endliche  Funktion  von  p,  q ist, 
und  in  der  keine  Beziehung  zwischen  p und  q festgesetzt  werden 


I 
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darf.  Man  wird  der  Bedingung,  dass  wie  die  erste,  so  auch  die 
zweite  Seite  eine  endliche  Funktion  von  p und  q sei,  genügen, 
wenn  man  setzt: 


0+t7P=tf<p  + ty), 

wo  f das  Zeichen  einer  willkührlichen  Funktion  ist.  Alsdann  ist 

* 

BO  -f  iBW=f'((p  + iip).(B(p  -f-  idf) , 


also 


und  eben  so 


also 


BO  + iBV_  ■ 


; 


aa>— av  , . , 


^Jf-=f’(rP  + 1»-/’(9>  — 1» , 


r\ft  \ 

wo  //(z)=— Man  wird  bemerken,  dass  durch  obige  Annahme 

keine  Beziehung  zwischen  p und  q festgestellt  ist,  vielmehr  bloss 
dadurch  die  einander  entsprechenden  Punkte  beider  Flächen  ge- 
funden werden,  ln  der  Gleichung 


O + iW—ficp  + ity), 


(71) 


sind  nämlich  O sowohl  als  Funktionen  der  Koordinaten  der 
zweiten  Fläche;  (p , der  der  ersten  (p  und  q);  und  diese  Glei- 

chung lehrt  somit,  wenn  man  die  reellen  und  imaginären  Theile 
einander  gleich  setzt,  den  Punkt  der  zweiten  Fläche  finden,  wel- 
cher einem  bestimmten  der  ersten  entspricht.  Die  oben  ausge- 
sprochenen Folgerungen,  die  auf  (70)  beruhen,  gelten  immer  noch. 

Was  den  Werth  von  M — das  Vergrösserungs Verhältnis« 

— anbelangt,  so  ist  . ♦ 

4/— yA  + ty)f  (cp  — I» . (72) 


Allerdings  hätte  man  auch  setzen  können  <D-f  i*P=f{q> — ty)>  u.™j 
man  hätte  allen  Bedingungen  ebenfalls  genügt;  allein  cs  genügt 
uns,  bloss  die  Annahme  (71)  zu  betrachten. 


i 
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§.  20. 


Von  den  so  eben  uachgewiesenen  Sätzen  soll  nun  zunächst 
eine  Anwendung  auf  die  Abbildung  einer  Kugel  in  einer  Ebene 
gemacht  werden,  eine  für  Kartenzeichnung  bekanntlich  sehr  wich- 
tige Aufgabe.  Sei  x2+y2-\rz2 — ■«*= 0 die  Gleichung  der  Kugel, 
und  man  wähle  Polarkoordinaten  p , q so,  dass 

x=:a  cospsin  q , y = asin/>siny , z = acosq; 

so  ist,  wenn  die  Ebene  der  xy  die  des  Aequators,  die  Axe  der 
x in  dem  ersten  Meridian  liegt,  die  (positive)  Axe  der  y von 
ihr  aus  um  90°  absteht  in  der  Richtung  wie  die  Länge  (von  0 
bis  360°)  gezählt  wird,  und  die  (positive)  Axe  der  z gegen  Norden 
gerichtet  ist,  p die  Länge  des  betreffenden  Punkts  auf  der  Erde 

7t 

und  g —Q  d*e  Breite.  Man  findet  nun:  ^ 


Bx  ... 

#^-  = — asin/jsinfl. 

By 

^==  a cos  p sin  q , 

— -o- 

dp-0’ 

Bx 

rj-  = a cos  p cos  q , 

By 

7^=asin/>cosg, 

8» 

Sq~  a8,nv; 

also 


E=za2s\n2q,  F=0,  Gz=a2; 
mithin  hat  man  zu  integriren: 

d 2 sin  2q  dp  + m2  sin  q Bq  = 0 ; 


es  ist  folglich 


v — ~ 


a2  sin*9  ’ 


. h — ■jrj!=n®  sin4?» 


® ~a*sinV  

<p=p,  ij;  = lug(cotg0i 


wo  die  Logarithmen  natürliche  sind. 

Nimmt  man  in  der  Ebene  ein  rechtwinkliches  Koordinaten- 
system der  X,  Y,  so  ist  ein  Linearelement 

^8A'*  + 8r*,. 


also  ist  zu  integriren 


eA  + !ÖK=0, 
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wo  nun  r = c'=l,  //=!,  da  SS^SJP  + aF*  mithin  D-X 
*F=  Y,  und  also  giebt  die  Gleichung 


an,  in  welcher  Weise  die  Koordinaten  X , Y durch  p und  9 ge- 
funden werden.  Was  M anbelangt,  so  ist 


Spezialisirt  man  die  Funktion  f und  setzt  zunächst  f[z)z=.kz,  wo 
k konstant,  so  erhält  man  aus  (73)  und  (74) : 


so  dass  man  zu  jedem  Punkt  (p , 9)  der  Kugel  den  entsprechen- 
den der  Ebene  (Karte)  leicht  bestimmen  kann.  Von  dem  Wertbe 
von  h hängt  natürlich  M ganz  unmittelbar  ab. 

# 

Fragen  wir,  wie  bei  dieser  Abbildung  (Kartirung)  die  Meri- 
diane erscheinen,  so  hat  man  nur  diejenigen  Punkte  der  Karte  zu 
suchen,  die  demselben  Werthe  von  » angehören;  für  alle  diesel- 
ben ist  X also  auch  konstant,  und  die  Meridiane  erscheinen  folg- 
lich als  Gerade,  die  sämmtlich  parallel  sind  mit  der  Axe  der  F. 
Was  die  Breitenkreise  anbelangt,  so  ist  lur  8109,  also  Fkonstant, 
und  sie  erscheinen  also  als  Gerade,  die  parallel  .gehen  mit  der 
Axe  der  x.  Was  die  Verzeichnung  der  Längengrade  anbelangt, 
so  werden  dieselben,  gleichviel  in  welcher  Breite  sie  sich  befan- 
den, alle  gleich  lang  sein;  sind  9Ö°— 9,  90°— 9;  die  Breiten  zweier 
Punkte  der  Karte  auf  demselben  Meridian,  so  ist  die  Entfernung 
beider 


Bekanntlich  ist  diess  die  Mercatorsche  Seekarten  - Zeichnung. 
Setzt  man  zweitens 


Jt+iF=/'(p  + ilogcotg|)  (73) 


X—kp,  Vz=  k log cotg | , (75) 


wenn 


f(x)  = keimx> 


so  ergiebt  sich,  wie  oben: 


1 
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u 

Xz=zk  tgm  ft-  • cos  mp , 

(76) 


woraus  für  m= 1: 

v fi  9 v fx  9 . M A(1  — cos  q) 

A=Atg<jCos p,  K^tg^sinj),  M--  aBmiq  • 

Da  hieraus 

«■ 

A*+  F*=A*tg*|-,  y=a:tgp 

• • 

folgt,  so  schliesst  man,  dass  sämmtliche  Meridiane  als  gerade 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Linien  erscheinen;  während  die 

Breitenkreise  als  Kreise  vom  Halbmesser  ktg^q  erscheinen,  deren 

Mittelpunkt  ebenfalls  der  Anfangspunkt  ist.  Der  Anfangspunkt 
entspricht  dem  Pole.  Diese  Zeicnnungsvveise  giebt  bekanntlich 
die  stereo graphische  Kartenprojektion. 

% 

\ ' ( 

Wählt  man  m so,  dass  M für  die  Werthe  q0  und  qx  gleich 
gross  wird,  so  ist 


V=k  tgm-jj- . sin  mp , 


M= 


mk  . Q 

: 

asm q ° 2 


logsin  <?0-i°g9i 

m 1 1 » 
togtg29o“logtg291 

» 

welche  Projektion  Harding  bei  seinen  Himmelskarten  ange- 
wendet hat. 


Hätte  man  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Gleichung  . 


**+s* 

3 


ist,  so  setze  man 

x — acospcosq , y — asinpcosq,  z=zbs\i)q; 

wo  p die  Länge  und  q die  (sogenannte)  reduzirte  Breite  des 
Puuktes  x,  y , z ist.  Alsdann  findet  man 
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Bs2=  a 2 cos  2qdp2  + ( ä 1 sin29  + b2  cos2q)dq2 
„ o o . «2«in*9  + 6^cos*9Q 

= «*  C08*9[3^  + o»co8«,  Wl- 


Also  hat  man  A=a2cos29, 


_ , a[~ «2sin2o -f  Ä*cos29  ^ _ 

dp  4-  i\  L . -J-dq  = 0. 

rl  alcos2q  1 

£ 

Setzt  man  nun  tg9  = - tg©,  so  ist,©  die  Breite  des  betrachte- 
ten Punktes,  und  man  hat: 


0p±*?nr 


i— 


(1  — e2  sin2©)  cos© 
wenn  a2  — b2zzza2e2.  Also  ist 


ö©=0. 


<P=p,  * = log[tg(45<>  + 1 <*>)•([  + "/] 


und  mithin 


* + <K=  / [P+.i»gttg(480 + 1 «0 (r+—)*] > <"> 

hei  welcher  Formel  wir  uns  jedoch  nicht  weiter  aufhalten  wollen. 


t 

§.  21.  ' 


Wir  wenden  uns  zu  einer  zweiten  Anwendung  der  in  §.  19. 
anfgesteltten  Sätze,  die  fiir  »die  höhere  Grodäsie  von  grosser 
Wichtigkeit  ist  — die  Abbildung  eines  Umdrehungsellipsoids  auf 
einer  Kugel. 


Sei  wieder,  wie  in  §.  ‘20.,  die  Gleichung  des 
ellipsoids: 


Rotations- 


7t 

XdieGänge»  g-*““  ßre‘fe  eines  Punkts  auf  demselben;  0* 

h.  der  Winkel,  den  der  durch  den  fraglichen  Punkt  gehende  Me- 
ridian mit  dem  ersten  macht,  und  der  Winkel,  den  die  Normale 
im  fraglichen  Punkte  mit  der  Aequatorebene  macht;  so  I«, 
wie  in  §.  20. 
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O2  C2.fla 

a cos  q 1 + tg  2 q a2  -f-  b2  cotg2ca 


o4sin2ca 


a2sin2ca 


ö*  sin2  ca  + b2  cos2o)  1 — e^os^oa9 

e 

. , r CO/1  — •CCOSO)\2"| 

* - *•  * = lo"Lcot"  fvr+Tcoss;  J * 

worin  also  (auf  die  Erde  bezogen)  ca  der  Winkel  ist,  den  die 
Normale  in  dem  betrachteten  Punkt  mit  der  Erdaxe  macht.  (Die 
Axe  der  x liegt  im  ersten  Meridian  u.  s.  w.  wie  in  §.  20.) 

Was  die  Kugel  anbelangt,  so  sei  A ihr  Halbmesser,  At  Sl 

7V 

ihre  Polarkoordinaten,  wo  A die  Länge,  ^ dio  Breite;  so 

ist , wie  in  §.  20. : 

//=  A2  sin2ß,  O — A,  *P=  log(cotg  7^) » 
also  hat  man: 

e 

ca/1 — ecos  ca\2 


A + » log(cotg^) =/ [ i+ i log  {cotg“(J  + *'“*“)*}  ]| 

i/~?=  A sin 
1 h (i  sin  ca 


(78) 


e 2 cos  2co» 


wodurch  die  einander  entsprechenden  Punkte  beider  Flächen  ge- 
geben sind. 

Zur  Spezialisirung  setzen  wir 

f[x)~ax — i log/* , /v(ar)  = o; 

so  ist  aus  (78): 

ne 

fl — e cos  GaYä 


Sl  , r , ca  /l  — ecosca\a  1 , 

A=<tl,  log(cotg-j)=log[cotg“  2U+^wsü) 


d.  h. 


ae 

. , r,.  ca  /I +e  cos  ca \T~| 

A=al,  log  (tg  2 )=  l«gL*  ‘8"  T (l-  e cos  J \ ’ 


a.4sin  Sl 


Di  = — — ; V 1 — e2cos2ca ; 

cz  sin  ca 


mithin  endlich: 


26* 
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i 

i 

i 


an 


. 1 ^ o>  /l  + eco8  0)\a"l 

A—aX,  ecosw)  jr 

*ccA  sin  Sl 


M= 


■ V*1  — e2cos2co- 


(79) 


asm  ca 

Was  die  hier  vorkommenden  Konstanten  «,  k,  A anbelangt, 

7t 

so  sollen  sie  so  bestimmt  werden , dass  lur  Breiten  ^ — w,  die 

nicht  bedeutend  von  einer  gewissen  Breite  ß,  die  wir  die  Nor- 
malbreite heissen  wollen,  ahweichen,  M nahezu  gleich  1 werde. 

Ist  also  co  der  Werth  =4j — ß , von  dem  man  ausgeht,  und  gebt 

man  zu  einem  Werthe  co -f-  Jen  über,  so  wird  M zu 


/ dM 

JU+foJ,a+^  — +äTä-«-  + 


(PM Aco2  _ Aco1 
8co3  ö 


n /t 
«=i r— P- 


2 T B(ü 3 6 r * 2 

Sei  nun  B die  Breite  auf  der  Kugel,  welche  der  Breite  ß 

7t  7t 

entspricht,  so  ist  Sl  — fr—B,  wenn  — ß;  also  erhalt  man 

L L 

aus  der  zweiten  Gleichung  (79): 


. n 1 

r ^"2^  (\ — esin/?YÄ<f 

1 ZT  \I  + csin^/ 


(80) 


tg(4  + 2Ä> 

Zugleich  wollen  wir  A und  a so  bestimmen,  dass  für 


(0 


n , n n 

ßf  also  Si — *2* JtS  1 


"~1,  KT“0-  ä»*-° 


sei.  Nun  ist 


SM  aAVl  — e*  cos20)  ~S)Sl  r2  cos  o)  sin  co . aA  sin  Sl 

cos  Sl  rr-  -f- 


dco 


a sin  co 


8cü 


asin  (oV^l  — el cos2 co 

% 

a/IsinßV"  I — e2  cos2co  cos  o> 


asin2co 


Die  zweite  Gleichung  (79)  giebt,  wenn  man  zuerst  die  Logarith- 
men nimmt  und  dann  differenzirt: 

3Ä  1 <*(1  — e2) 


cio  sinß  (1  — e2cos2w)sin  o>’ 


f 
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also 


BM — e2)(acos  Sl — cos  co) 

Bo  «in  w(l— o2  cos2«) 

Entwickelt  man  eben  so  ^ und  bemerkt,  dass,  wegen  |^r=0, 

, er  cos  cos  co  für  Slz=z~  — /?,  o=z^  -ß't 
so  erhalt  man  daraus  noch 

i 

(1 — e2cos2a))sin2ö)=:a2(l— e*)sin2ß.  . 

Somit  ist:  * 

, Aa  cos  B , „ 

1 = ~ac-08ß-V  1 — e2  sin  2ß  t asinB  — sinß  = 0, 

(1 — e2sin2ß)  cos2ß — a2(l — e2)  cos2ZS?=0. 

i 

Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt 

on  * «ina/3 

COS2Z?=  1 ■sr-  * 

aL 

setzt  man  diess  in  die  dritte , so  erhält  man : 

a2(l — e2)  — 1 -f  e2  — e2  cos4ß  =0. 

« 

Man  zieht  nun  endlich  daraus: 

$ 

„ , , e2cos4ß  .„l.o  j a cos  ß 

a2=  I + i sinZ?=r-sinp,  Az=z r.  ^.._s=sa> 

l_-ea  a K acos/?V^  1 — e2sin2|3 

r 

(4  + 2 ® /{  — e sin  ß \iae 

tg(|  + IÄ)^^W/  5 

wodurch  er,  B , A,  k bestimmt  sind. 

Um  die  gegenseitige  Berechnung  bequemer  zu  machen,  mögen 
folgende  Hülfswinke!  eingeführt  werden: 

sin<3P  = e,  tg£=tg9>cos2/?,  sin  0 = esin/3,  tg^  = sin^tg/5 ; 

« , 

alsdann  ist: 

1 . „ „ . o a ncosß 

a=7^i’  "*****»t«mß,  ^=ttC08ßC0S§’ 


(81) 
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k= 


«•(M) 

ts(j+Wfr(j+f0) 


Ferner  hat  man: 

/ 

1 


cos2»;  =s 


1 


COS2/5 


also 


1 -f  tgfh}  1 -f  sin2£  tg20  cos2/5-fsin2£sin20 

cos2/5  cos20  cos2/5_ 

1 — cos2£sin2/5  1 — sin2/?  cos2/?  * 


cos  tj  cos/?=  cos  ß. 


Dann 


sin£sin/? 


sin  f\  cos  B sss  sin  £sin  ß = — — =s  tg  £sin  B ; 


also 


sinif:=:tg£tgÄ 

Weiter  hat  man 

% 

1 — cos?; cos/? — cos  £ l-f-cos£  sin  ß-\s\T\Bt 

sin»;  tg£sin2?  * sin£  sin  £ sin  ß ’ 

also 

1 cos/? — cos/5  , 1 sin /5 -f- sin  Z? 

‘8  %V=  -tgfäiirÄ'- ’ c<rt8‘7C-  sine  sin  (3  ’ 

demnach 


11-,  cos/?  — cos  ß sin  £sin  ß cos B — cosß  1 . m 

tg^1?  &2^~"sinÄ  + sin/5  ’ tg^sinÄ  sin/?-h  sin  ß ^2^ 

Weiter  ist 


tgfetg  g>. 


cos2£~sin2/? 
cos  2£ 


also 

» 

sin  £ cos  t cos  9 =sin  cp  cos2£  — sin  cp  sin2/? , 
sin  cp  sin2Z?=  sin  cp  cos2£ — sin  £ cos  £ cos  q>, 
sin  <p  (1 — 2 sin2/?)  = sin  cp  (1 —2  cos2£)  + 2 sin  £ cos  £ cos  cp} 
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sin  < p cos  2 B ä e cos  2 Z?  = — sin  9 cos2£  -f  sin2£  cos  qp =sin  (2f  — 9?). 
Man  hat  mithin: 

sin  9 = e , tg£=tg<peos2/3,  sinö  = esinß,  tgi?  = sin£tg/3, 

1 . „ y ' a * «cos/3 

a = , sin/j rrzcos^ sinp,  yl  = 

cos£ 


aco  sB  cosö’ 


A== 


*•£+{» 


»g(f +c]ß)*g(f + 2 ö) 


cos  ?/ cos  Z?  =.  cos  ß,  sin^  = tg£tgZ?, 

‘g  \(ß—B) = *g  .yi'S  . « cos  2 B=  sin(2f-«p). 


(82) 


Ist  nun  ß gegeben,  so  erhält  man  £ aus  der  zweiten  dieser 
Gleichungen,  rj  aus  der  vierten,  B aus  der  6ten  oder  Uten;  ist  aber 
H gegeben,  so  lindet  man  nach  der  letzten  £,  dann  nach  der  lOten 
ij,  nach  der  Ilten  oder  9ten  ß. 


§.  22. 


Sind  die  Konstanten  «,  A,  k nun  bestimmt,  so  ist  es  einfach, 
Länge  und  Breite  auf  der  Kugel  aus  der  auf  dem  Ellipsoid  i. u 
berechnen.  Man  kann  sich  dazu  unmittelbar  der  Formeln  (79) 
bedienen.  Für  praktische  Zwecke  ist  die  Entwickelung  in  Reihen 
vortheil  ha  fter,  besonders  wenn  man  die  umgekehrte  Aufgabe  löst, 
ans  der  Breite  auf  der  Kugel  die  auf  dem  Ellipsoid  zu  berechnen. 
Mittelst  dieser  Reihen  lassen  sich  dann  leicht  Tafeln  berechnen, 
die,  von’ der  (Normal  )Breite  B auf  der  Kugel  ausgehend,  die  ent- 
gehende Breite  auf  dem  Ellipsoid  geben,  Gauss  hat  (Untersu- 
chungen (i  b e r G e g e n st  h n d e d e r h ö h e r e n G e o d ä s i e,  E r s t e 
Abhandlung)  solche  berechnet,  dievonUO0 — gehen  bis 
90°--&=  58ü40'  und  für  welche  ß—5'2r4(Y  also  ß=r52°42'2'' *53251 
ist.  Es  ergiebt  sich,  da  M—l  ist  für  90°— ^52^0',  ^»/=i  0000024 
für  90° — Sl  = 40°40',  d.  h.  die  Vergrösserung  beträgt  bei  einem 

Abstand  von  6°  nur  ungefähr  Jq^qq’  bei  90° — ü=50°,  also  2°40/ 

Abstand  vom  ISormalbreitenkreis,  ist  ^/=T(XX)00021,  also  die  Ver* 


r K/UWWUlü 


ten  Eebertragungs weise  diese  so  geschieht,  dass  die  Dimensionen 
a°f  dein  Ellipsoid  und  der  Kugel,  in  nicht  bedeutender  Entfernung 
vpn  der  Normalbreite,  gleich  sind.  Man  schliesst  daraus,  dass 
eine  geodätische  ( kürzeste ) Linie  auf  dem  Ellipsoid  durch  eine 
kürzeste  Linie  (grössten  Kreis)  auf  der  Kugel  wird  dargestellt 
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werden  und  zwar  in  derselben  absoluten  Länge.  Die  Abweichung 
beider,  die  natürlich  sehr  klein  ist,  kann  iu  folgender  Weise  be- 
rechnet werden. 

Sei  L die  geodätische  Linie  auf  dem  EHipsoid,  K ihre  Abbil- 
dung auf  der  Kugelfläche,  F und  G die  Endpunkte  eines  bekann- 
ten Stücks  von  n;  F\  G 1 die  entsprechenclen  Punkte  auf  dem 
EHipsoid,  N ein  durch  F und  G gelegter  grösster  Kreis  der 
Kugel.  Die  Punkte  der  Linie  K wollen  wir  dadurch  bestimmen, 
dass  wir  den  kürzesten  Abstand  jedes  derselben  von  JV,  gleich 
y,  und  die  Entfernung  des  Fusspunkts  dieser  Senkrechten  von  F, 
auf  der  Linie  N gemessen,  gleich  x setzen,  wobei  die  positiven 
x von  F gegen  G , die  positiven  y von  Süd  nach  Nord  (von  N 
aus  gezählt)  gehen.  Dabei  seien  x und  y Bögen  zum  Halbmesser 
1,  also  Ax,  Ay  deren  absolute  Länge. 

Nach  dem,  was  wir  in  §.  15.  gesehen,  ist  ein  Element  von 
M gleich 

• A yTcos^ydx2  -f  dy * , / 

da  dort 

jijF  ~~~  '^2  * dp~Adx,  dg  = Ady 

und 

w&j*r=~#’  w=c°s(^> 

ist,  indem  för  ^=0: 


sein  muss,  und 


to=) 


also 

w — cos  y 

v ist. 

Ist'ip  der  Winkel,  den  das  Element  von  K im  Punkte  (x,y) 
mit  einer  durch  jenen  Punkt  gezogenen  Parallelen  von  2V  macht, 
so  ist  (§.  15.): 

' * 

dx  dy  1 

cotg«,  = c» ; 

und  also  das  Element  von  K in  diesem  Punkte : 


i 
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Adxtf  coB*i/+Qty=Adxcos!/\r\  + tg  > = 
Demnach  das  entsprechende  Element  von  L: 

i^Bx, 

M cosi// 

wo  ilf  die  frühere  Bedeutung  hat.  Setzt  man  nun 


so  ist 


du x dy  1 

0a:  0icosy’ 


7T  1 

« = log(tg(j+^)) 


wenn  man  n = 0 für  y= 0 annimmt;  ist  ferner 

cosy 


M 


so  ist  das  Element  von  L : 

Ands\[l  + Qiy  > 

und  da  L eine  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipsoid  ist,  so  hat  man: 

du 

&\l  , + (&)  = Tx  [yr1^gi]| 


(83) 


d.  h. 


on  1 d . 

k = s—(hs mf  ; 

Cu  cos  ip  ox  T/ 


welche  Formel  allgemein  gilt.  Da  aber  die  Linie  K von  iVkaum  ab- 
weicht, so  werden  u und  t \>  immer  sehr  kleine  *Werthe  erlangen, 
so  dass  man 

sini/;  = tgi//,  cos  1^  = 1 
wird  setzen  dürfen,  und  also  aus  (83)  zieht :: 


v »tg  y=zJ'^Bx  + C , 


(84) 


worin  man  für  n und  u die  Werthe  anwenden  darf,  die  in  dem 
entsprechenden  Punkt  der  Linie  K statt  haben,  wo  y= 0,  also 
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i a»  i a,wa«  i bm  , sv 
n~  iu  ’ a«--  ;w*  Sg  Si  ~~  m*  ög  ’ <ln  ä«— cosy-1 


gewetzt  wird. 


3fn.  L die  Werthe  von 


Sei  allgemein  ^7^==/,  ferner  ip0,  i»0, 

M,  l im  Punkte  F,  wo  #=0;  i/>| , Mx , /t  die  Werthe  dieser 
Grössen  im  Punkte  G,  wo  x=h  (h  immer  positiv).  Alsdann 
giebt  (8-4): 


(84') 


Angenommen,  /,  M können  nach  fortschreitenden  Potenzen  von 
x entwickelt  werden  und  sei: 


. /=^-f  ^37  + A**2 + = 1 + plar  + fi2a2+ 

so  folgt  aus  (840: 

tg  = (1  -f  fiiae  + + .«)  tg  % — l0x 


und  also,  da 


und  « = 0 für  y — 0,  d.  h.  für  x—Q  und  x~h: 


m=  (•?  + ^.T*+^gaX8+..)4g^o—  tJvP*— 

— (jö*2+  2V1  f*1”“  ^f**)*4— . 


und  zugleich  für  x—h,  m=0,  woraus: 

tpttyo—  2^*  J^ofH)^2  +( 24  

und  wenn  man  diesen  Werth  im  Obigen  für  tgip  setzt  und  jr=Ä, 
also  — macht: 

4g  ti  = 1 ~ J< W - (j*i  + J^oPi )&- (|^  + H — j|Vi * 


Digilized 


387 


Da 


K — 4)  + AfA  + + ...»  iVj  = M0(\  -f  fij/i  -#-  +...) ; 


so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  bis  mit  auf  Glieder 
der  Ordnung  ti1: 


welche  Formeln  zur  Berechnung  scharf ausreichend  sind.  Die  Grossen 


wird  man  sogar  immer  gleich  1 setzen  dürfen. 

Was  die  Länge  von  L zwischen  F und  G*  anbelangt,  so 
ist  sie 


Was  die  Bestimmung  der  in  (85)  vorkommenden  Grössen  /e 
und  /t  anbelangt,  so  ist  sie  die  folgende: 

Sei  a das  Azimuth  der  Linie  2V  in  irgend  einem  Punkte,  d. 
h.  der  Winkel,  den  diese  im  Sinne  wachsender  x genommene 
Linie  mit  dem  Meridian  in  dem  fraglichen  Punkte  macht,  wenn 
man  diesen  Winkel  von  der  Südseite  des  Meridians  durch  West 
bis  360°  zählt.  Sei  ferner  A die  Länge,  90°  — Sl  die  Breite  des 
fnu»licben  Punkts,  so  hängt  M von  Ä nicht  ab  (§.21.),  also  ist 

y ist  Funktion  von  A und  Sl,  mithin  auch  A und  Sl 
Funktionen  von  y und  also: 


Ist  nun  (Taf.  IX.  Fig.  6.)  zuerst  G östlich  von  F , P der 
betreffende  Punkt  von  iV,  PQ  = Adx , QU  = Ady , VW  der  Meri- 
dian durch  P,  W der  Nordpol,  so  ist 


Zieht  man  RS  senkrecht  auf  WP,  so  stellt  PS  die  Grösse  — AcfSl 


6 


6 


(85) 


= Wjk~  <F>A'2+(^i'2~  . (86) 


9 

genau  bis  mit  zu  Gliedern  der  Ordnung  A2. 


dy  dSldy  dAdy  %Sldy 


WP—ASl,  jF’/>IF= 360°  — a. 
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dar,  da 


WR-A{Sl  + bSl), 

offenbar  gleich  der  Projektion  von  PR  auf  WP , so  dass 

— ^&ß=/f0.rcos(36Oo — a)-{-.dcfycos(or — 270°)=i4Sa:coscc — Adyswu, 

dSl= — Sorcosa-ffly.sincf. 

Liegt  G westlich  von  F,  so  ist 

GP  IF=180°  — a, 


und  jetzt 

— ^8Ä=^3o:cos(1800— a)-J-^4%cos(90° — a)— — Acxcoxa-j-Adysina, 

dSl—dxcostx — c)ysin«. 


Demnach  ist 

BSl  . 
ö-=±sin«, 

wo  das  obere  Zeichen  gilt , wenn  G östlich  von  Ft  das  untere  im 
umgekehrten  Falle. 

Also  ist 


1 BM  , sin«  BM 
M dy  ~±  M dSl ’ 


Der  Werth  von 
Werth  von 


1 BM 

M da 


findet  sich  aus  (79). 


Sei  also  der 


180.602  ^ 

'in  M dSl 


im  Punkte  F gleich  k0,  im  Punkte  G gleich  kx>  ferner  er  im 
Punkte  F gleich  A0,  im  Punkte  G gleich  180°  + Ax , wo  also  A0 
das  Azimutn  von  FG  in  Fy  Ax  das  vbn  GF  iu  G , so  ist 
in  F: 


n G: 


±BM_ 

M dy  “ 


db  sin/^o.2^0* 


n 

180.6Ö*  * 


1 BM  • j ot  n 
M dy  ""+s,n^1***Ä,*l80]6ar 


i 


Geht  man  von  den  Bögen  zu  Winkeln  über,  und  setzt  tgip=^>  50 
erhält  man  aus  (85),  in  Sekunden  ausgedruckt: 
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i/'o  = 1 «/i(2Ä0  sin^o  — sin/1,) , 

, m 

y1=±  sin  At  — k0  sin  A0) ; 


die  obern  Zeichen, 
gesetzten  Falle,  h 


wenn  G Östlich  von  F,  die  untern  im  entee- 

FG 

ist  immer  positiv,  und  gleich  — j-. 


Aus  der  ersten*  Formel  (79)  folgt,  dass  bei  Uebertragung  der 
Ellipsoidfläche  auf  die  Kugelfläche  ein  Meridian  der  ersten  (A  kon- 
staut)  immer  mit  einem  Meridian  der  zweiten  zusammenfallt  (& 
konstant).  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Winkel,  den  die  Linie 
L in  irgend  einem  Punkte  mit  dem  Meridian  jenes  Punktes  auf 
dem  Ellipsoid  macht,  gleich  ist  dem  Winkel,  den  K im  entspre- 
chenden Punkte  mit  dem  Meridian  der  Kugel  macht. 

Nun  sind  A0,  A,  die  Azimuthe  der  Linien  FG  und  GF  in  F 
und  G;  die  Linie  K macht  dort  die  Winkel  ti>0 , il/,  mit  dieser 
Linie. 

Gesetzt  nun  (Taf.  IX.  Fig.  7.),  G liege  östlich  von  F,  so 
siebt  man  leicht,  dass  das  Azimuth  von  /£  ist: 

in  F gleich  A0  — tf>0,  in  G gleich  Ag—iftg; 

da  der  Werth  von  nach  (87)  hier  negativ,  if/g  positiv  ist,  also 
die  Linie  K eigentlich  unter  N liegt. 

Liegt  G westlich  von  F,  so  sieht  man  eben  so  (da  jetzt  if/0 
negativ,  positiv),  dass  das  Azimuth  von  K ist: 

in  F gleich  A0- in  G gleich  Ag -j-  ipg. 

• « 

Daraus  folgt,  dass,  wie  auch  F und  G gegen  einander  Hegen, 
und  GF=zAh  ist,  man  als  Azimuth  der  Linie  K,  d.  h.  der  geodäti- 
schen Linie  L auf  dem  Ellipsoid,  findet: 

in  F' : 

A0  — äÄ(2/*0  sin/f„  — kg  sin  Ag) , 

in  G': 

At  — ^4(2/*!  sin^j  — k0  sin/lo). 

Setzt  man  also 

» 

« 

1 \ 

</>„ = — -,jA(2Ä*0  sin  A0 — kg  sinAt)  J 

i (870 

1 ( 

i . ^ ^ A(2kg  sin  Ag  — k sin  A0 ) l 


390 


in  Sekunden,  so  sind  A0- At-{-tyi  die  Azinmthe  der  geodäti- 
schen Linien  F'G'  und  G' F‘  in  den  Punkten  F* , G‘ , wenn  A0 , 
Ax  die  Azimuthe  des  grössteu  Kreisbogens  FG  auf  der  Kugel  in 
F und  G sind. 

Bei  der  Berechnung  nach  (870  braucht  man  allerdings  h und 
Aot  At;  allein,  da  ff/,,,  iJj1  immer  sehr  klein  aüsfallen,  so  kann  man 
für  Ah  geradezu  die  Länge  F'G ' nehmen  (80),  die  man  näherungs- 
weise kennt,  indem  mit  der  geodätischen  Vermessung  ohnehin 
eine  vorläufige  Berechnung  der  Seiten  Hand  in  Hand  geht.  Für 
A0,  Ai  nimmt  man  geradezu  die  Azimuthe  auf  dem  Ellipsoid. 

Kennt  man  die  Azimuthe  auf  dem  Ellipsoid,  so  ergeben  sich 
die  des  grössten  Kreisbogens  auf  der  Kugel,  der  durch  die  entspre- 
chenden Endpunkte  geht,  wenn  man  bezüglich  — Tp0,  — addirt. 


§.23. 


Uebersieht  man  nun  die  Resultate  der  letztenParagraphen,  so  ergiebt 
sich  daraus  für  die  geodätische  Berechnung  eines  Dreiecksystems 
innerhalb  einer  Zone,  in  der  M von  1 nicht  merklich  abweicht, 
folgende  Vorschrift: 

Man  berechne  nach  den  Formeln  (82)  den  Halbmesser  A der 
Kugel  (Gauss  findet  log/LrrO-5 152075  in  Toisen)  und  denke  sich 
die  in  §.  22.  erwähnte  Tafel  construirt.  Man  betrachte  nun  das 
Dreiecksnetz  mit  denselben  Seiten  (grössten  Kreisen)  und  Win- 
keln als  auf  jener  Kugel  liegend,  wodurch  die  Berechnung  dessel- 
ben sehr  leicht  ist. 

Die  Berechnung  der  Azimuthe,  Längen  und  Breiten  auf  der 
Kugel  ist  keinerlei  »Schwierigkeit  unterworfen ; man  geht  von  einem 
bestimmten  Dreieckspunkt  aus,  den  man  nach  (79)  auf  die  Kugel 
überträgt;  berechnet  von  diesem  aus  vermittelst  der  bekannten 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  diese  Stucke  für  alle  Sei- 
ten und  Eckpunkte  auf  der  Kugel.  Will  man  dann  untersuchen, 
ob  die  im  §.  22.  erwähnte  Korrektion  der  Azimuthe  von  Einfluss 
ist,  so  kennt  man  Ah,  für^L,  Ax  nimmt  man  die  auf  der  Kugel 
berechneten  Azinuthe;  die  VVerthe  von  k werden  gleich  anfäng- 
lich berechnet.  Die  Berechnung  der  Korrektion  der  Azimuthe  ist 
schon  desshalb  wichtig,  weil  durch  sie  die  Korrektion  der  auf 
dem  Ellipsoid  gemessenen  Winkel,  bei  Uebertragung  derselben 
auf  die  Kugel  (insoferne  man  nämlich  grösste  Kreisbögen  kurz- 
weg als  Darstellung  der  geodätischen  Linien  setzt)  berechnet 
t werden,  wie  aus  folgendem  Beispiele  von  Gauss  hervorgeht. 

Es  war  (Taf.  IX.  Fig. 8.),  nach  vorlüuflger  Berechnung,  die 
Breite  auf  der  Kugel : 
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Brocken:  5l°46'3w,  /r=OJG4; 

Hohehagen:  51°26'35",  *=0*303; 

Inselsberg:  5Ü«49'16",  *=0*687. 

Ferner  waren  die  Logarithmen  der  Seiten  (in  Toisen): 
log  ///=  4*6393865,  log  BJ= 4*7353929 , log  BH =4*5502669. 

5°42'22" 

58°49'8" 

238°9'2" 

324°23'1" 

144°55/51*r 

Um  z.  B.  für  BH  die  Azimuthe  zu  bestimmen,  ist 

* > 

log(AA)  =4*5502669,  log^= 6*5 152075,  *o  = 0.164,  *!  =0.303, 

A0  = 5 8°4U'S",  J1  = 238,l9'2" 
also 

^0= — 000196,  =0*00238. 

Also  muss  man  in  diesen  zwei  Punkten  den  auf  dem  Ellipsoid 
beobachteten  Azimuthen  der  Seite  /?// beifügen  0*"0(49G,—0  "00238, 
um  die  Azimuthe  auf  der  Kugel  zu  erhalten.  So  findet  man  nun, 
dass  beigelügt  werden  muss: 

/?,/:  0*00055,  i/i?: -0*00238,  JH: 0*00428 
BH : 0*00196,  HJ:- 000332,  .//?: -0*00083. 

Hat  man  also  den  Winkel  HBJ  gemessen , so  ist  diesem 
beizufügen , um  ihn  auf  grösste  Kreisbögen  auf  der  Kugel  zu 
feduziren : 

i 

0*00196  — 0*00055=0*00141 ; 


Die  (berechneten)  Azinuthe  waren : 


Brocken 


ilnselsberg: 

/Hohehagen 


(Brocken: 

Hohehagen:  J.  , . 

(Inselsberg: 

(Hohehagen : 

Inselsberg: 


•lern  Winkel  HJB: 
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—000083  - 0 00428=  - 000511: 
dem  Winkel  JHB: 

- 0 00332  + 0 00238 =— 0 00094 

wie  man  sieht,  lauter  äusserst  kleine  Korrektionen,  während  die 
Seiten  au  sserge  wohnlich  gross  sind  (über  13  Meilen  die 
grössere). 

Hat  man  sämmtliche  Breiten  auf  der  Kugel  berechnet , so  ge- 
schieht vermittelst  der  Tafel  die  eigentliche  Berechnung  der  Breite 
des  Dreieckpunktes  auf  dem  Ellipsoid  durch  einfaches  Aulschla- 
gen; die  Länge  auf  dem  Ellipsoid  iindet  sich  durch  Division 
mit  a (79).  , 

Wir  enthalten  uns,  hier  noch  Mehreres  über  diesen  Gegen- 
stand beizufugen.  Das  Detail  der  Rechnungen,  deren  Grundzuge 
oben  gegeben  wurden , findet  sich  in  den  Untersuchungen  von 
Gauss.  (Erste  Abhandlung,  Göttingen,  1844;  Zweite 
Abhandlung,  Göttingen.  1847). 
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XXVI 

lieber  die  Sclimicgnngskngel  und  die 
sphärische  Torsion  der  Curven  dop- 
pelter Krümmung. 

Von 

Herrn  Dr.  W.  Schell, 

PrivAtdoccnten  der  Mathematik  an  der  Universität  zn  Marburg, 

♦ • 


1.  Je  zwei  aufeinanderfolgende  Normalebenen  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  schneiden  sich  in  einer  Graden , welche  im 
Krümmungsmitteipunkte  auf  der  Schntiegungsebene  senkrech  steht. 
Diese  Linie  ist  die  gemeinschaftliche  Axe  aller  graden  Kegel, 
welche  den  Krümmungskreis  zur  Basis  haben  und  heisst  deshalb 
die  Krümmungsaxe.  Jeder  Punkt  in  ihr  steht  von  allen  Punkten 
des  Krümmungskreises,  insbesondere  also  auch  von  den  drei 
Punkten  gleichweit  ab,  welche  der  Krümmungskreis  mit  der  Curve 
gemein  hat.  Drei  aufeinanderfolgende  Normalebenen  liefern  zwei 
Krümmungsaxen,  und  da  diese  beiden  in  ein  und  derselben  Ebene, 
nämlich  in  der  zweiten  Normalebene  liegen,  so  werden  sie  sich 
im  Allgemeinen  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt  liegt 
von  vier  aufeinanderfolgenden  Punkten  der  Curve  gleichweit  ab. 
Weil  er  nämlich  in  der  ersten  Krümmungsaxe  liegt,  ist  er  vom 
ersten,  zweiten  und  dritten,  und  weil  er  in  der  zweiten  Krüm- 
mungsaxe liegt,  vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Punkt  gleich 
weit  entfernt.  Er  ist  daher -der  Mittelpunkt  einer  Kugel,  welche 
durch  vier  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Curve  hiudurchgeht. 
Diese  Kugel  wird,  weil  sie  sich  so  innig  als  möglich  an  die  Curve 
anschmiegt,  passend  die  Schraiegungskugel  genannt 

2.  Sind  nun  x , y , z die  rechtwinklichen  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Curve,  grösserer  Allgemeinheit  und  Sym- 
metrie wegen  als  Functionen  einer  vierten  V ariabeln  1 gedacht, 
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uud  | , 17,  £ die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Scbmiegungs- 
kugel , welche  au  den  Punkt  x,  y>  z gelegt  werden  kann,  so 
müssen  £,  17,  £ der  Gleichung  der  Normalebene  uud  deren  bei- 
den ersten  Differentialgleichungen  (nach  t ),  d.  h.  folgenden  Glei- 
chungen genügen: 

(i—x)x‘  +(r}—y)y‘  + (£— z):' =0, 

(£  - x)x"  + ( — s'2,  (1) 

($-*)*•"  + (rj~y)ym  + (£-*)*"=3#V'; 

worin  die  Grossen  x\  x ",  xm;  ?/♦#'*»  ym\  +>  s'>  s*  die  De- 

rivirten  der  Coordinaten  und  des  Öogens  s bedeuten.  Aus  diesen 
Gleichungen  erhält  man  für  die  Differenzen  £ — x,  r\ — y,  £ — z die 
Formeln: 

■ 

fr  .«-*)  = -s'WS’—.y)  + W (y'z" -z'y”) , 

7 • (’/ — y) = — s\z'xm — — x'z“) , 

M m % 

7 • (£-*)=  - s'(x‘i/"-y-.Tf")  + 3s‘‘(x'y"-y‘x") ; 

worin 

t 

A —x"'(y'z* — z'y")  + y,,,{z'xl,-—x,zr')  ^{x'y" — 

ist. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  noch 

y*"— 

z?xl,-x'z''=B,  • (2) 

<y "—y'x"=C;  j * 

so  wird,  wie  man  sieht: 

t • • 

*'X*—X‘z"'rxB‘t  ' (3) 

x'ym — y‘x"'=C\ 

»vo  wieder  A\  B',  C die  Derivirten  von  A,  By  V bedeuten.  Da- 
durch nehmen  unsere  Formeln  folgende,  etwas  gedrängtere 
Form  an: 

i 


\ 
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I 


J * . 

I l * ' 

(4) 

I • 

$.(t-z)=-sc  + 3j"C; 

\=x"’A  + ij‘"B+z“'C.  (6) 


Bezeichnen  wir  mit  q den  Radius  der  Schmiegungskugel,  so  ist 
sein  Quadrat  gleich 

(^*)»+(^)»+ (£_*)*, 

oder,  wenn  wir  für  | — x,  tj — y,  £— s ihre  aus  (4)  folgenden  Werthe 
setzen : 


= . t (s,A'—as"A)*  + + (j-e  - 3*"C)*  | . 


Führt  man  endlich  noch  die  Bezeichnungen  ein: 


s'A'—WAvüL, 

■ 

(6)  . 

s'C  — 3s"C=a=tf; 


so  erhält  man  aus  (4)  die  Coordinaten  £,  t),  £ des  Mittelpunkts 
der  Scbmieguugskugel  als:.  . 


%—x- 


v—y- 


s'L 

’T' 


SM 


\y 


h — 2 — \ 9 • 


* * 

und  den  Radius  dieser  Kugel  als 


+ ytf2  + iV® . 


Mi  »*  I 

« * ( « 


(S) 


Bei  Anwendung  dieser  Formeln  auf  gegebene  Curven  berech- 
net mar»  zuerst  A%  B,  C nach  (2),  bildet  hievon  die  Derivirten 
A1,  fty  OY  und  erhält  dann  aus  (o)  L,  M,  N%  sowie  die  Grosse 
aus  (3).  ’ 

2 T* 
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Der  durch  den  Punkt  x,  y,  z gehende  Radios  der  Schmie  - 
guugskugel  macht  mit  den  Coordinatenaxen  drei^  Winkel  A,  ft,  v, 
deren  Cosinusse  angegeben  werden  durch  die  Formeln: 


b — x v — v £ — 2 . 

cos*  = ~y~  , co s/A*=-y-%  cosv=-^-  * 

t*  Q Q 

und  wenn  wir  hierin  (irr  £ — x9  q — y,  f— 2,  q die  Werthe  aus  (/) 
und  (8)  einzigen,  so  kommt: 


cosA  — 


L 

V’fß+m+s*' 


COS  fl  = 


M . 

VI/HM F+7v*' 


(9) 


cosv  = 


N 


3.  Die  Normalebenen  einer  Curve  doppelter  Krümmung  erzeu- 
gen durch  ihre  aureinanderfolgenden  Intcrsectinnen  (Krtimmungs- 
axen)  eine  abwickelbare  Flache;  die  Rückgratcurve  dieser  Fläche 
ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Schmiegungs- 
kugeln. Bei  einer  sphärischen  Curve  gehen  die  Nnrmaleuenen 
sämmtlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  folglich  auch  alle 
Krümmungsaxen.  Die  abwickelbare  Fläche  der  Normalebenen  ist 
hier  also  eine  Kegelfläche  und  der  Mittelpunkt  dieses  Kegels  fallt 
mit  dem  Kugelmittelpunkte  zusammen.  Die  Rückgratcurve  redu- 
cirt  sich  auf  diesen  Punkt,  ln  ihn  fallen  die  Mittelpunkte  aller 
Schmiegungskugeln  der  Curve.  Eine  sphärische  Curve  hat  daher 
für  alle  ihre  Punkte  eine  gemeinschaftliche  Schmiegungskugel. 
Für  eine  ebene  Curve  entfernt  sich  der  Mittelpunkt  des  Kegels, 
welcher  bei  den  sphärischen  Curven  die  Rückgratcurve  der  ab- 
wickelbaren Fläche  der  Normalebenen  bildet,  ins  Unendliche,  und 
da  er  der  Mittelpunkt  aller  Schmiegungskugeln  sein  muss , so  hat 
eine  ebene  Curve  gleichfalls  eine  einzige  Schmiegungskugel,  deren 
Radius  aber  unendlich  ist,  nämlich  die  Ebene,  in  welcher  sie  Hegt 
Ist  aber  eine  Curve  weder  eben  noch  sphärisch,  so  sind  die  Krüra- 
mungsaxen  weder  alle  mit  einander  parallel,  noch  schneiden  sie 
sich  alle  in  einerü  Punkte,  sondern  ihre  aufeinanderfolgenden  In- 
tersectionen  bilden  eine  wirkliche  Rückgratcurve,  welche  der  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  ist.  Dadurch,  dass  nun 
jeder  folgende  Punkt  der  Curve  eine  andere  Schmiegungskugel  hat 
als  der  vorhergehende,  entfernt  sich  jeder  fünfte  Punkt  von  der 
Kugel,  auf  welcher  die  vier  ihm  vorhergehenden  liegen.  Dieser 
Umstand  begründet  eine  eigenthümliche  Art  der  Krümmung  jeder 
Curve,  welche  in  dem  Ab  weichen  von  der  sphärischen  Gestalt 
beruht.  Dieses  Abweichen  von  der  sphärischen  Gestalt  wollen 
wir  die  sphärische  Torsion  der  Curve  nennen.  Legt  man  an 
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zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  einer  Curve  die  Schmiegungs- 
kugeln  und  verbindet  ihre  Centra  mit  diesen  Punkten,  so  bilden 
die  Verbindungslinien  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einan- 
der, welchen  wir  den  Winkel  der  sphärischen  Torsion 
nennen  wollen.  Das  Verhältnis»  dieses  unendlich  kleinen  Win- 
kels zum  Bngenelemente  der  Curve  soll  das  Muss  der  sphäri- 
schen Torsion  und  der  reciproke  Werth  dieses  Verhältnisses 
der  Radius  der  sphärischen  Torsion  heissen. 

4.  Die  Verbindungslinie  des  ersten  Punktes  xyz  der  Curve 
mit  den»  Centrum  der  inra  zugehörenden  Schmiegungsku^el  bildet 
mit  den  Axen  die  VViukel  k,  ft,  v,  welche  durch  die  Gleichungen: 

cosi=~'  VW+WT^’ 
eoa>i—~ 

N 

COSV  7rrr.-- =zvr..-.:  : 

bestimmt  werden.  Die  Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  des 
nächstfolgenden  Punktes  und  des  Centrums  der  ihm  entsprechen- 
den Schmiegungskugel  mit  den  Axen  bildet,  sind  k -f  dk,  ft-J-r/ft, 
v-f  dv.  Ziehen  wir  nun  vom  Coordinatenursprung  zwei  Linien 
parallel  und  von  gleicher  Richtung  mit  jenen  beiden  Verbindungs- 
linien und  legen  auf  jeder  von  ihnen  von  demselben  Punkte  aus 
die  Linieneinheit  auf,  so  babeu  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
die  Coordinaten 


cosÄ,,  cosft,  cosv; 

cos*  -f  dcosk , cosft  -f-  r/cosft , cosv  -f  dcosv ; 

und  das  Quadrat  der  unendlich  kleinen  Entfernung  beider  End- 
punkte ist 

(rfcosil)2-f  (r/cosft)*  -f  (dcosv)2 . 

’ Diese  kleine  Linie  kann  als  Element  eines  Kreisbogens  vom  Ra- 
dius = 1 betrachtet  werden  und  misst  also  den  Winkel  der  beiden 
durch  den  Ursprung  mit  jenen  Verbindungslinien  parallel  gezoge- 
nen Graden  oder  also  auch  die  Neigung  der  Verbindungslinien 
selbst  und  demzufolge  den  Winkel  der  sphärischen  Torsion.  Be- 
zeichnen wir  diesen  Winkel  mit  dSit  so  wird 

dSl2z=z(dcosk)'1  -f  (r/cosft)-  -f  (rfeosv)2 . 


Nun  ist  aber: 
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. - 1/(1,*  + ;W*+ ATI)  + L(LL'+  MM' + /VA')  „ 

“ • cosl  — — (LP  + JU*  + N*)i 


d.coafi 


- J\lXL*+W+m)  + m W+MM'+W) 

(U+W+ 7v*)l 


rll . 


, —NW+JIP+Jf1)  ±N(LL'+MM+$X)  „ 

d.  cosv—  •“*’ 


oder  kürzer»  wenn  man 

L*+W  + N*=P2 


•(10) 


setzt»  wodurch 


wird  : 


LL*  + MM'  + NN'^PP 


rf.cosi  = ~ dt. 


(H) 


fl . COSfl  = 


P2 

* 

— J/P  + ,VP 


P2 


-ivp+ivp'  „ 

a.  cosv  = jj£ — — . dt . 


Quadriren  wir  diese  Grössen  und  addiren,  so  erhalten  wir  zu- 
nächst . 


(L*+M'*+N'*)P*+(L‘l+MHn*)P'*— 2(LL+MM'+MS)PP' 

P* 

oder  zufolge  der  eingeführten  Abkürzungen:  • • 

< 


P2 


dP. 


Daher  ist  also  der  Winkel  der  sphärischen  Torsion  : 

da  * ß.V TP  + m + A'a  - /**, 

und  das  Mass  derselben: 


rfr» 


(12) 


(13) 


sowie  der  Radius  der  sphärischen  Torsion,  den  wir  mit  7t  be- 
zeichnen wollen : 


* 
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A 


s'P 


-f  A>* — #**  * 


(14) 


Noch  möge  tiemerkt  werden,  dass  zufolge  (8) 

t 

A 

L*+W  + N*=££ 


ist;  daher  ist  also  auch 


A 

»_eA 

1 “7r 


5.  Will  man  nicht  die  Grösse  t,  sondern  den  Bogen  s als 
Independente  annehmen,  so  wird 

, dt  _ (ls_ . 

. 4 dt  ~~  dt  9 

s"  = 0,  JL=^,  ^7=^', tfsaC,  I/=;4",  M=B",  N'=C",  und 
man  erhält  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schmiegungs- 
kugel  die  Formeln: 


§=*  — 


v—y~  ^ > 

sowie  für  den  Radius  der  Schmiegungskugel : 

_ vji^+'ä'* + e2 

■ e S 

Die  Winkel  A,  ft,  v werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


cosA  = — 


COSfl  = - 


cosv  — — 


V a*  + + r*  ’ 

ji4 


STA  '*+/}*  + C*’ 

c__ 
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Weiter  wird  der  Winket  der  sphärischen  Torsion,  « egen  f}— \ 
+B*+C*: 

d Sl  =^-’- V (/t"H  WH  +£*+ C C")* 

• P*A* 

# 

oder 


dSl 

und  folglich  die  sphärische  Torsion: 

da  _ V (B,C‘-CB")'l-HC‘A''-A‘C")*+(A‘ß“-B,A")* 
ds  ~ A'*+ß*+C* 


sowie  der  Radius  der  sphärischen  Torsion: 


A= A « + &*  + C* 

* V (Ä'C"—  CWf  + ( OA“—A‘Cf  + (AB"  — WA“)1 ' 

6.  Die  aufeinanderfolgenden  Verbindungslinien  der  Mittel- 
punkte der.  Schmiegungskugeln  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Punkten  der  Curve  werden  sich  im  Allgemeinen  nicht  schneiden, 
sondern  erzeugen  eine  windschiefe  Fläche,  deren  Gleichung  auf 
folgende  Art  erhalten  werden  kann.  Da  (t,  v die  Winkel  sind, 
welche  die  Lage  einer  solchen  Verbindungslinie  gegdn  die  Axen 
bestimmt,  so  sind  die  Gleichungen  derselben: 


* _cosA  , 

^ x e 08v  ^ ’ 


COS  ft  . 

n—  y — (£  — 2) 

* a cosv 


oder 


(| — .r)cosv  — (£ — :)cosA  =0 , 
(rj — y)  cosv — (£ — z)  cos  ft  = 0 . 


Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Grosse  ty  so  erhält  man  eine  Glei- 
chung zwischen  £,  ij, ‘ welche  die  Gleichung  der  gesuchten 
Fläche  ist.  Nur  in  einem  bestimmten  Fall  kann  diese  Fläche 
in  eine  abwickelbare  übergehen.  Es  bilden  nämlich  das  Bogen- 
etement  der  gegebenen  Curve,  das  Element  der  Rückgratcurve 
der  abwickelbaren  Fläche  der  Normalebenen  und  die  beiden  Ver- 
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bindungslinien,  welche  nach  den  Endpunkten  dieser  Elemente  ge- 
hen, ein  Viereck,  welches  im  Allgemeinen  windschief  ist  Liegen 
nun  zufällig  die  beiden  Bogenelemente  in  einer  Ebene,  so  fallen 
die  zwei  Verbindungslinien  in  dieselbe  Ebene,  und  die  Fläche 
wird  abwickelbar.  Die  Endpunkte  des  Bogenelenients  der  Ruck* 
gratcurve  sind  nun  die  Durchschnittspunkte  der  dem  zweiten  Punkt 
der  Curve  entsprechenden  Krüminungsaxe  mit  den  Krümmungs- 
axen  des  ersten  und  dritten  Punktes  der  Curve;  dies  Element 
liegt  also  in  der  zweiten  Krümmungsaxe  und  seine  Richtung  steht 
senkrecht  auf  der  Schmiegungsebene  des  zweiten  Punkts.  Soll 
es  nun  mit  dem  Bogenelemente  der  Curve  in  einer  Ebene  liegen, 
so  muss  letzteres  also  mit  der  Krümmungsaxe  seines  Endpunktes 
in  dieselbe  Ebene  fallen.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird 
unsere  Fläche  abwickelbar.  Diese  Bedingung  ist  immer  erfüllt  bei 
den  sphärischen  Curven;  die  fragliche  Fläche  ist  der  Centralkegel 
der  sphärischen  Curve. 

7.  Besondere  Punkte  der  Curven  doppelter  Krümmung  sind 
solche,  für  welche  die  Tangente,  die  Hauptnormale,  Krümmungs- 
axe  u.  s.  w.  besonders  ausgezeichnete  Lagen  haben,  oder  auch  für 
welche  die  Krümmung  und  Torsion  Merkwürdigkeiten  darbietet. 
Durch  die  Einführung  der  sphärischen  Torsion  küniieu  gleichfalls 
sich  hier  neue  Eigenthümlicnkeiten  darbieten,  die  wir  ein  ander- 
mal näher  untersuchen  wollen. 

8.  Als  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Anwendung  der  im  Obi- 
gen entwickelten  Formeln  wollen  wir  die  gemeine  Cylinderschraube 
behandeln.  Ihre  Gleichungen  sind: 

r 

ar=rcos£,  y=rsinf,  z — art; 

wenn  die  Axe  des  Cylinders  zur  z-Axc  genommen  wird,  r den 
Radius  des  kreisförmigen  Querschnittes,  a eine  absolute  Zahl  und 
/ der  variable  Winkel  ist,  den  ein  von  dem  Punkt  der  Curve  auf 
die  Cylinderaxe  gelalltes  Perpendikel  mit  der  a;-Axe  bildet.  Man 
hat  durch  Differentiation: 


af  — — rsinf, 

?/  = 

rcosf , 

• — ar , 

$•  =rV*  1 +a2; 

3?'—  — reust , 

— rsint. 

z"=0, 

s"  = 0; 

xm=  rsinf. 

jT= 

— -rcosf, 

5 

II 

O 

\ = ar3 ; 

A ==  ar*sinf. 

B =• 

— ar9cos<, 

1! 

Z 

A'  — ar2cost. 

B'  = 

ar2sinf , 

0 = 0; 

L=  ar3V^l+a2.cosf,  M = ar3Vri-fa2.sinf,  iV=0, 

Pzrar^l  + a2; 

£/= — at^V  l-fa2.sinf,  M'  = ar 9 V^l+a2. cos f,  2V'=0,  /*=0. 
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Daher  werden  die  Coordinatei»  des  Mittelpunktes  der  Schmie- 
gungskugel : 

s 

. | = — abcosi) 

...  . r\~  — «VsiuZ, , 

* * * * 

. * - g=art. 


Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Curve  der  Mittelpunkte  der  Schmie- 
gungskugeln  selbst  wieder  eine  gemeine  Cylinclersehraube  ist,  für 
welche  die  negativen  Axen  def~#*  ?/  die  positiven  Axen  der  rj,  | 
sind.  Der  Radius  der  Rasig  des  Cylinders,  auf  welchem  sie  liegt, 
ist  a2r,  die  Hohe  des  Schraubenganges  ist  aber  dieselbe.  Der 
Radius  der  Schmiegungskugel  ist 


Q 


=rV  1 + a*. 


also  constant  und  gleich  dem  Krümmungshalbmesser  der  Curre. 
Die  Cosinusse  der  Winkel,  welche  diese  Grade  mit  den  Axen 
bildet,  sind 

* 

cosA”  — cos/,  coSp=-*-sinZ,  cosv=0. 

Der  Radius  der  Schmiegungskugel  steht  also  senkrecht  auf  der 
Axe  des  Cylinders. 

Die  sphärische  Torsion  ist 


da 

f/s 


1 


rVm?’ 


und  der  Radius  derselben 

A , 

n—r  V 1 -f  n2  , 

also  ebenfalls  gleich  dem  Krümmungshalbmesser. 


0 i. 
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Heber  den  Einfluss,  welchen  die  Ord- 

nune  in  der  Ausführung  der  Integra- 

* • * 

tionen  auf  den  Werth  eines  doppelten 
..  . Integrals  hat.  . 

* i 

Von 

Herrn  Professor  G.  Decher 

4 * 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Augsburg. 


Unter  .dem  obigen  Titel  befindet  sich  io  dem  ersten  Bande 
der  „E x e r c i ce s d e M at h e m a t i q u e s,“  annee  1820,  ein  Aufsatz, 
worin  Herr  C a u c h v zu  beweisen  sucht,  dassein  doppeltes  Inte- 
gral in  dem  Falle,  wo  das  gegebene Aenderungsgesetz 
zweiter  Ördn ung  zwischen  den  Grenzen  der  V erfinden* 
lieh  en  un  endlich  werd  e,  einen  verschiedenen  Werth  er- 
halten könne,  je  nachdem  man  zuerStin  Bezug  auf  die 
eine,  oderinBezugaufdieanderedieser  Veränderlichen 
integrire.  Dieser  Satz  schliesst  sich  an  den  in  der  Einleitung  zu 
meinem  Handbuch  der  rationellen  Mechan ik  besprochenen 
über  die  einfachen  Integrale  an  und  ist  eben  so  unhaltbar,  wie 
jener.  Ohne  mich  indessen  in  eine  allgemeine  Besprechung- 
desselben  einzulassen,  da  uns  diese  in  den  Streit  über  die  Theorie 
der  Integrale  führen  würde , beschränke  ich  mich  einfach  darauf, 
das  erste  von  Cauchy  in  dem  genannten  Werke,  Seite  87.,  an- 
geführte Beispiel  zu  beleuchten,  well  der  unrichtig^  Satz,  mittelst 
-*  dessen  derselbe  für  dieses  Beispiel  die  Wahrheit  seiner  obigen 
Behauptung  darthut,  auch  anderweits  zu  Irrthümern  Veranlassung 
geben  könnte. 

Herr  Cauchy  wählt  nämlich  die  imaginäre  Function  (eine 
reelle  scheint  derselbe  zur  Begründung  seines  Satzes  nicht  ge- 
funden zu  haben): 
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<Pz -V^l # 

dxdy~~  (o:— o + (y— 

und  zieht  daraus  für  den  Unterschied  \ in  den  Werthen  des 
Integrals  dieser  Function,  je  nachdem  man  zuerst  in  Bezug  auf 
x oder  zuerst  in  Bezug  auf  y integrirt,  die  Gleichung: 

^ ^ Cx— a+(y—  b)yf-~  l ar0~a-f  (y — 6 )^f — l) 

y° 

( 2 1 \ , 

\x— a+(F— tyV'— 1 x— a-\-(y0—b)yf — 1/ 

worin  X und  Xq  die  Grenzen  fÖr  x,  Y und  y0  diejenigen  für 
y bezeichnen.  Führt  man  aber  die  Integration  dieses  Ausdruckes, 
so  wie  er  dasteht,  aus,  und  es  ist  für  mich  kein  Grund  denkbar, 
welcher  gegen  die  Zulässigkeit  dieser  Auslührung  erhoben  wer- 
den konnte,  da  die  einzelnen  Functionen  zwischen  den  Grenzen 
der  Veränderlichen  niemals  unendlich  werden  können,  so  fin- 
det man: 


, r*-"+(  r-6)V -llf^-a+(yo-t)  v^l] 

A 0gn  f Jt-a+(y0-6) V -l][xora  + ( F-iV-1] 

fX-a+C  K-6)  f (yu-&)  V^Tj 

°gn  [*„-««+( r-A)V -IJ[A-a+(yu-4)V^rj ' 

also  welches  auch  die  Werthe  der  Grössen  X , x0  und  a, 

Y,  y0  und  b sein  mögen. 


Statt  dieser  einfachen  und  natürlichen  Behandlung  des  obigen 
Ausdruckes,  deren  Er^ebniss  freilich  nicht  mit  dem  aufgestellten 
Satze  übereinstimmt,  bringt  ihn  Cauchy  durch  das  bekannte 
Mittel,  den  Kenner  rational  zu  machen,  unter  die  Form: 


1) 


y-b 


+V- 1 


/Y  y-b  r* 

' (X—  a)‘2-F  (y—b)2  J V * (ar0— «)*+ iy  - b)2 

y0  y o 

/x  1 x — n B f*Xj  x — a 

**  ■ (*-«)•+(  r-b)*  V ' (*-«)*+(y„-6)* 

Xq  * «^O 

pv  x-a / V «-*„ 

J y (X—uf  + (y—b)*  V y (a—x 0)a  + (y— 6J* 

V»  i/o 

*].  rx.  y-b  . rx,  *— v» 

. (V  dx  (^— 0)a+(  y-b)*  V d*(x-a)*  + 


6)2 
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leitet  daraus  durch  Integration  den  Ausdruck  ab: 

A = 

F—  b b — Vo  . Y—b  b — y0\ 

arctangv h aTctangi^r-*  + arc  tang- — — -f  arctang  ) 

*X~a 1 °A — a a—x0  a—*ol  y — 

. A—  a X—a  _ «—#<,.  * w'“a'ü(  ^ 

[+arc  tang  arc  tang  -farc  tang  arc  tang^— J 

and  fahrt  dann  weiter  fort:  „Wenn  man  nun  zulässt,  dass 

1 ' 1 

arctang^*  denjenigen  Bogen  zwischen  und  — ^ n herzeichnet, 
dessen  Tangente  x ist,  so  hat  man  fiir  positive  Werthe  von  x: 

i 1 

arc  tangar  + arc  tang  - — ^n, 


und  für  negative  Werthe  von  x: 

CT 

. 1 I 

arc  tang x -f  arc  tang  — = — ^ n ; 

JC  JL 

% 

man  schliesst  also  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen,  indem 
man  a zwischen  den  Grenzen  X und  ar0,  b zwischen  uen  Grenzen 
Y und  y0  liegend  voraussetzt: 

A=2wV— 1; 

man  findet  dagegen,  wie  man  es  erwarten  musste, 

A-0, 

wenn  die  Grosse  a ausserhalb  der  Grenzen  X und  x0i  oder  b 
ausserhalb  der  Grenzen  F und  y0  liegt. 


Dieser  Schluss  ist  aber  gänzlich  unrichtig,  weil  er  auf  der 
irrigen  Voraussetzung  beruht,  dass  man  unbedingt 


und  zugleich 


arc  tang(— x)  = — arc  tango: 


_ lx  t 1 

arctang( — — ) = - arctang^ 


setzen  könne.  Untersucht  man  aber  den  Gang  der  Function  y 

-arctang so  findet  inan  als  Aenderungsgesetz  derselben  den 
cc 

Ausdruck : 


t 
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welcher  für  alle  Werthe  von  x negativ  bleibt,  und  niemals  unend- 
lich wird;  die  y müssen  also  für  abnehmende  x fortwährend 
wachsen  und  können  niemals  negativ  werden;  für  j-=0 

hat  man  insbesondere  y — —n9  ^ =— *1 ; es  schneidet  also  die 

entsprechende  Linie  CD£(Taf.X.  Fig.6.)  die  Achse  der  y in  einem 

Abstande  ^ n vom  Anfangspunkte  und  unter  einem  Winkel 

gegen  die  Seite  der  negativen  xt  und  die  y reichen  für  negatire 

x in  den  zweiten  Quadranten;  man  hat  daher  nicht 

♦ * 

• i 

, 1 . 1 

. -arc  tang -=a — arc  tang— , 


sondern  vielmehr 

1 1 

arc  tang-^=rwy  arctangx» 

also  für  jeden  Werth  von  xs  ob  positiv  oder  negativ,*) 

1 . 1 

arc  tang#  -f  atctang  - = -f*  c.' n» 

X u 

natürlich  immer  unter  der  von  Cauchy 
dass  unter  arc  tang#  bloss  ein  Bogen 
verstanden  wird. 

• % 

Die  Function: 

% 

y arctang#  arc  tang  — = -y  n ' 

. ^ * , 


gemachten  Voraussetzung, 
wischen  -f  ^ 71  u,1(^  ""  2* 


*)  Es  geht  diess  übrigens  sehr  einfach  auch  aus  den  ersten  Eigen- 
schaften der  Winkclfunctioncn  hervor.  Denn  hat  man 


#:=:tangz. 


so  ist  für  alle  Werthe  von  x 

1 


also  umgekehrt 


und  folglich 


i _ 


— = tang(^-  rr  — 2) , 

zt=arc  tang#, 

1 . 1 

ajt — z=r  arc  tang  , 

^ X 


1 


-yit =arc  tang#  +-  arc  tang  — 
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stellt  demnach  die  zur  Achse  der  x parallele  Gerade  Ali , und 
nicht  die  beiden  getrennten  Stöcke  AD  und  GIJ  vor,  und  die 
Gerade  FH,  deren  gewöhnliche  Gleichung 

1 

ist,  musste  durch  die  Function 

y = arc  tangor  — - arc  tang 

1 cc 

ausgedrückt  werden.  In  dieser  Beziehung  dürfte  es  indessen  ele- 
ganter sein,  eine  zur  Achse  der  x parallele  Gerade  durch  die 
homogene  Function . 

y — \ß  (arc  frngf  + arc  tang  | ßn 

Torzustellen;  in  diesem  Falle  geht  die  Gerade  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Curven;  . - - . - 

X CL 

y=ß  arc  tang—  und  y~ß  arc  tang  — 

Ct  X 

» 

und  halhirt  immer  den  Abstand  zweier  entsprechenden  Punkte 
derselben,  so  wie  es  hei  der  einfachen  Kettenlinie  in  Bezug 

auf  die  logarithmischen  Curven 

* 1* 

* _ * 
y ~pe  P y=pc  p 

der  Fall  und  in  Taf.X.  Fig.  ö.durch  die  Grade  LM  dargestellt  ist. 

Kehren  wir  nun  nach  dieser  Erörterung  wieder  zu  unserm  « 
doppelten  Integral  zurück,  so  werden  wir  dem  imaginären  Theil 
der  Gleichung  (I)  die  Form  gehen  müssen: 

' A— 

1Y — b Va — b F — b — b\ 

arctengj^-arcteDg^-srctang^+wcteng^-J  ^ 

+ atc  tang  arctang^-^— arc  tang'^j + arc  tang^-|  J 

Ob  dann  « und  • b zwischen  den  entsprechenden  Grenzen  X • 
und  jr0,  F und  j0  liegt  oder  ausserhalb  derselben,  man  erhält 
immer  für  jedes  I*aar  üner  einanderstehender  Glieder  ohne  Rück- 
sicht auf  ihr  Zeichen  den  Werth  jr  tc  und  daher  auch  immer 

* ' ... 

• A = 0.  , - 

Mit  diesem  Beispiel  fällt  aber  der  ganze  obige  Satz  von  Cau  cby 
zusammen,  da  sich  alles  Folgende  auf  dieses  erste  Beispiel  stützt, 
und  der  Satz  seihst  von  der  Art  ist,  dass  er  zuvor  lur  irgend  eine 
besondere  Function  nachgewiesen  werden  muss,  bevor  man  sich 
in  eine  allgemeine  Untersuchung  desselben  einzulassen  für  noth- 
vvendig  finden  dürfte.  « 


m 


$ 


Untersuchungen  über  die  Anzahl  der 
kubischen  Klassen,  welche  zu  einer 
determinirenden  quadratischen  Klasse 

gehören. 

Von  / 

Herrn  Dr.  F.  Arndt, 

7 >. 

Lehrer  an  der  Realschale  zu  Stralsund, 


Im  19.  Theil  des  Archivs  S.  19  ff.  habe  ich  gezeigt,  dass  alle 
kubischen  Formen,  welche  zu  einer  gegebenen  Charakteristik 
(A,  ßt  C)  von  der  Determinante  D gehören,  im  Allgemeinen  in 
mehrere  Systeme  zerfallen,  so  dass  alle  Formen  des  nämlichen 
Systems  aus  einer  beliebigen  Form  desselben  vermittelst  der 
VVerthe  Xf  F,  welche  die  Gleichung  XX  — DYYz=mm  gjebt, 
sich  herleiten  lassen,  wo  in  das  gr.  g.  Maass  vou  Ay  2/J,  C be- 
deutet. Ich  habe  ferner  nachgewiesen  (§.  31.),  dass  kubische  For- 
men aus  verschiedenen  Systemen  auch  verschiedenen  Klassen 
. angehören,  und  dass  alle  Formen  desselben  Systems  in  den  Fällen 

/>=  — jm2,  />> 0 drei  verschiedene  Klassen,  in  den  übrigen 

Fällen  aber  eine  Klasse  erzeugen.  Um  also  die  Menge  der  ver- 
schiedenen kubischen  Klassen,  welche  zu  einer  determinirenden 
quadratischen  Klasse  gehören,  zu  bestimmen,  hat  man  nur  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Systeme,  von  denen  wir  so  eben  ge* 
sprochen,  zu  ermitteln.  • 

Iii  6.  22.  ist  der  Satz  erwiesen,  das  alle  kubischen  Formen 
f—  (er,  6,  c,  d)  zur  Charakteristik  <p  = (/l,  ß , C J,  wo  Z?>0  vor- 
ausgesetzt wird,  gefunden  werden,  wenn  man  alle  eigentlichen 
Transformationen  o,  rf,  a,  c der  Form  rl>=(A,  — ß,  C)  in  die  Form 

V=(%AA,  BB-\aC,\cC) 
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bestimmt.  Dies  Problem  derEinschliessuns  ist  in  Tb.  XIII. 
p.  105  ff.  gelost;  die  Auflösung  beruht  auf  der  Bestimmung  einer 
endlichen  Menge  quadratischer  Formen , welche  mit  tj>  eigentlich 
äquivalent  sein  müssen.  Die  Anzahl  dieser  Formen  ergieht  sich 
nun  um  so  grösser,  je  mehr  Theiier  von  B es  giebt,  deren  Qua* 

drate  in  ^ AA  aufgehen  ; durch  eine  geschickte  Transformation  der 

m 

Form  <p  kann  diese  Anzahl  aber,  wie  wir  nun  zeigen  wollen , auf 
ihr  Minimum  beschränkt  werden. 

« m 

Es  sind  drei  wesentlich  verschiedene  Falle  zu  betrachten. 

Erster  Fall.  Die  gegebene  Charakteristik  <p  = (24,  B,  2tf) 
sei  so  beschaffen,  dass  fi  ungerade  ist;  ferner  sei  Dt  das  gr.  g. 
Maass  von  ü,  /?,  £;  4=Ut4',  B^JXIB',  <£  = UK£'.  Kach  XIII. 
S.  105.  ff.  hat  man  nun  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
Form  i/>=:(2 4,  — B,  2<£)  von  der  Determinante  I)  in  die  Form 

J242,  ß* — 24£,  2t£2)  von  der  Determinante  D/i2,  oder,  was  auf 
lasselbe  hinauskommt,  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
Form  £=(24',  — ß\  2t£')  von  der  Determinante  Z)UI~2  in  die  Form 

(2 HUF*,  m'(A'>-SiK'tC0,  211!  £'2) 

von  der  Determinante  Dill- 2(UI  Z?')2  zu  bestimmen.  Zu  dem 
Ende  ist  von  folgenden  Formeln  auszugehen: 


pt-Dm-* . 


R== 


wo  die  Werthe  von  k nach  dem  Mod.  & incongruent,  P Q',  R‘ 
ganze  Zahlen,  die  Formen  %,  X=(P/,  Q',  R')  eigentlich  äquivalent 
sein  müssen. 

Durch  die  uneigentlich  primitive  Form  % sind  unendlich  viele 
Zahlen  darstellbar,  welche  gegen  jede  gegebene  ungerade  Zahl 
prim  sind,  und  zwar  auf  eine  solche  Art,  dass  die  Unbestimmten 
relative  Primzahlen  werden;  folglich  kann  man,  wie  leicht  erhellt, 
die  Form  % *n  e,ne  eigentlich  äquivalente  Form  transformiren, 
deren  Anfangsglied  gegen  irgend  eine  gegebene  ungerade  Zahl 
prim  ist,  und  da  zu  eigentlich  äquivalenten  Charakteristiken  die- 
selben Klassen  kubischer  Formen  gehören,  so  kann  mau  anneh- 
men, dass  4'  prim  gegen  DTH~ 2 und  gegen  UI  sei  (Ul  ist  als 
Theiier  von  B ungerade).  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  4' 
prim  gegen  B*  sein,  wegen  der  Gleichung  J5'2~ = /)Ul”2. 

Da  UT  B\  24t  4'2  durch  # theilbar  sein  sollen,  ZU B'  aber  un- 
gerade ist,  so  werden  U \B\  41 4' 2 ebenfalls  durch  & theilbar 
sein;  nun  sind  B\  4'  relative  Primzahlen,  folglich  # Theiier  von 
UI.  Da  ferner  4I4'2  durch  #2  theilbar,  & aber  als  Theiier  von 
.UI  prim  gegen  4'  ist,  so  folgt,  dass  #2 Theiier  von  UI  ist,  oder 

Tbcil  XIX.  28 
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m=0mio. 


Hiernach  ist 

t 

P=2m°A'*  Q'~ 

folglich  k durch  & theilbar,  oder 


, (B'i—va'wo—vka'*' 
&B* 


k=&/i°,  Q'—B' 


2A' (<£'  + &&') 
B 


wo  die  Werthe  von  kn  nach  dem  mod.  MI °B'  incongruent  sein 
müssen.  Hieraus  folgt,  dass 

l£'+k*A'  T Q'2—Dm-* 

= L,  — 


& 


»1° 


ganze  Zahlen  sind,  und  Q’  — B*  — 2iI'L,  also  /?'.L^£'(mod4')  und 
Q*2— ÖMT “^(mod MI°).|  Bedeutet  z den  Inbegriff  der  verschie- 
denen Wurzeln  der  Congruenz 


i*=Zm- 2 (mod  111°) 


so  folgt  Q'=x(mod MI0),  also  Wh—B* — z(modMI0).  Es  giebt 
nun  immer  einen  Werth  von  L , welcher  den  beiden  Congruenzen 

2d'Z= /?' — 2(mod  MI0) 

B,L~^i\ mod  iT) 

Genüge  leistet,  während  alle  übrigen  Werthe  von  L demselben 
nach  dem  mod.MI°iT  congruent  sind,  da  2iJ'prim  gegen  MI0,  ß' 
prim  gegen  A'  ist.  Ist  L = Liy-j-  pMl°M',  so  folgt 

i 

folglich  hat  man  nur  einen  Werth  von  L zu  nehmen,  indem  die 
Werthe  von  k°  nach  dem  mod.  Ml °B'  incongruent  sein  sollen. 

Diesen  Bestimmungen  zufolge  wird  nun  auch 

' f?  - W2-Dm~2 
K “ m°A* 

eine  ganze  Zahl  iverden.  In  der  That  es  findet  sich,  wenn  man 
Q*—D}Xl  -*=z(B'  — 2 d'Z)2— 
entwickelt,  und  für  B'L  — & den  Werth  k°A*  setzt: 


Q*— Dm  -2= 4 d^Z,2—  k°) ; 


\ 
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ferner 


Q'ezB'—  (£'— *)==z(mod  111°), 

* 

Q*  - * = z2  — • O(mod  Hl0) ; 


folglich  ist  Q^  — DVH-2  durch  die  beiden  Zahlen  4it^,  JJt0  zu- 
gleich theilber,  folglich  durch  deren  Produkt,  da  sie  relative  Prim- 
zahlen sind,  d.  i.  Q'2 — f>HI~a=0(mod  2/*),  also  ist  R‘  eine  ganze 
gerade  Zahl,  und  mau  hat 

7,2 z-o 

*=(2  Hl0**,  B-WL,  2~^). 

Ist  jetzt  er,  ß,  y,  d der  Inbegriff  der  sämmtlichen  eigentli- 
chen Substitutionen,  durch  welche  % In  X übergeht,  so  ist  be- 
kanntlich die  Form  (-ffy,  &a,  «tKd-f  kyt  &'ß+ka)  der  Inbegriff  aller 
kubischen  Formen  zur  Charakteristik  <p;  diese  Form  wird  nun, 
wenn  man  für  k ihre  obigen  Werthe  substituirt: 

(#y,  tfa,  #(Ht°/?'d  + A0y),  &Qn°B'ß  + k°a)) , 

« 

ist  folglich  keine  primitive  Form,  wenn  # nicht  den  Werth  1 hat. 
Wir  beschränken  unsere  Untersuchung  auf  die  primitiven  ku- 
bischen Klassen , da  die  Anzahl  der  nicht  primitiven  Klassen  sich 
auf  die  Mengen  der  primitiven  Klassen  von  kleinern  Determinan- 
ten reducirt;  daher  setzen  wir  #=:1,  und  die  Berechnung  der 
Systeme  der  kubischen  Klassen  wird  sich  mittelst  der  folgenden 
Formeln  bewerkstelligen: 

f 

za=  Dlff-2(möd  BI), 

2fl/L==2?/—  z(modUT)  und  /?*£=<£'( modfl')» 
f B‘Lr-V 

k-  J7 

2«')  und  X=(2»liJ'*  B'-WL,  2 

a,  ß,  y,  S die  Substitutionen  aus  X in  X, 
f=(y,  a,  XÜlB'i  + ky,  VW‘ß  + ka). 

Die  Form  X muss  vor  Allem  eine  uneigentlich  primitive  sein, 
ebenso  wie  y;  dieserhalb  sind  nicht  alle  verschiedenen  Wurzeln 
der  Congruenz  z*=/)HT”a(mod  UI)  ohne  Unterschied  zulässig. 
Um  in  dieser  Hinsicht  die  nüthige  Bestimmung  zu  treffen,  ent- 
wickeln wir  folgende,  aus  dem  Obigen  sich  leicht  ergebende  Re- 
lationen : 


Q‘=zz  f e!)l(=Z?' — 2 Ü'£) , 
2iF*/e/=«-f  2pz  + mpÄ; 


28* 
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aus  denen  man  ohne  Muhe  folgern  wird,  dass  das  gr.  Maass 
von  UI,  x,  u dem  gr.  g.  Maass  von  Q\  R'  gleich  ist;  nun 
soll  (/*,  Q\  R ')  eine  uneigentlich  primitive  Form  sein , also  ist, 
da  UI  ungerade,  (UI,  x,  u)  von  der  Determinante  DHl“2  eine  ei- 
gentlich primitive  Form,  und  umgekehrt,  wenn  diese  Bedin- 
gung statt  findet,  so  ist  X eine  uneigentlich  primitive  Form. 

Zwischen  der  hier  entwickelten  Theorie  und  der  Theorie  <fer 
Üomposition  der  quadratischen  Formen  findet  nun  ein  merk- 
würdiger Zusammenhang  statt.  Wir  wollen  in  dieser  Hinsicht 
zuerst  die  Form  bestimmen,  welche  durch  DuplicaHon  der  Form 
ö=(2iT,  B*,  2ff')  entsteht*).  Dabei  bediene  ich  mich  der  von  mir 
in  der  Abhandlung  „Memoire  sur  la  theorie  des  formes 
quadratiques“  (Archiv  XIII.  S.  410  ff.)  gelehrten  Methode. 

ln  der  dortigen  Bezeichnung  ist  » = «'=£,  Pz=:Qz=z&'f  R—B\ 

5=0,  T=U=V,  A = 1,  p + qsei  =r0,  also  r0^+rß'=L 
Man  kann  ferner  />= 1,  7=0,  9 = 1,  ty  — kt  + Z.r0  setzen,  und 
alsdann  ergiebt  sich 

2ö  = (4iV2,  2ß'  — iü'L,  4 (L*— *)), 


wo  die  Form 

+ 2(2tf'~- 4XL)  XF-f4(L*-*)  F» 

in  das  Produkt 

(2A'a:*+2B'xy  + 2ff'y*)  X (2  J1V*  + ZB'.x'y'  + 2ffy*) 

durch  die  Substitution 

» 

X=zxz'  f Lxyf  + Lyx'  + kyy\  Y = ä'xy’ + Nyx*  + B’yy' 
übergeht. 

Ferner  wollen  wir  die  Formen  (2iTa,  B‘  — clS\,Ly  2(L2  — k)) 
und  (Ul,  x,  u)  von  derselben  Determinante  i>UI~2  zusammen- 
setzen.  Nach  XIII.  p.  410  ff.  ist,  indem  wir  zugleich  alle  obigen 
Bezeichnungen  festhalten,  n = «'  = 1 , />=2il/2,  Q=UI*  R~ 2x 
+ pUl , 5=— pUl,  T—u,  U~2(L2—k),  lal,  9 = 1,  p~h 
9=0,  r=0,  2ü/2p  + Ulq  = l ; nimmt  man  nun  die  Willkuhrliche 
— pg,  so  kommt 

(2 ff*,  B -2AL,  2(L2 — £))-f(Ul,  x,  «) 

= (2DIÜ'*,  B-la  L,  <lk^)=X, 


*)  Die  Zusammensetzung  der  quadratischen  Formen  deuten  wir  im 
Folgenden  mit  Gauss  durch  das  Zeichen  -f*  an>  wonach  also  2ö  durch 
Duplication,  3ö  durch  Triplication  von  (5  entsteht. 
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oder 


[2]  Stamm  (28)  -f  (W , z , u)  = X*) ; 

die  Substitution,  durch  welche  X in  das  Produkt  der  Formen 
Stamm  (28),  (»I,  z,  u)  übergeht,  ist  1,  — 0,  — R‘;  0,  2»«, 
m,  2z  + ein,  nach  der  Gauss’ sehen  Bezeichnung.  Hierbei  ist 
nun  zu  beachten,  dass  X mit  der  Entgegengesetzten  von  <•>  ei- 
gentlich äquivalent  sein  muss. 

Zweiter  Fall.  Es  sei  <p  = ( 2»,  2»,  2(£),  die  Determinante 

D=4(»»— ütf)=4A.  a=zma\  wo 

relative  Primzahlen  sind.  Wir  nehmen  zuTörderst  an,  dass 
(»#,  £')  eine  eigentlich  primitive  Form  ist. 

Um  alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  (»',  — 

<T)  von  der  Determinante  in  die  Form 

(ma*  »1(2»«— mt*) 

von  der  Determinante  A»l~2(2»'»T)a  zu  bestimmen,  muss  man 
setzen : 


nt»« 

2»'!»=^,  P' 


(2»/a  - &<£')  m — k&P4 
w 


> 


K — J>  > 

wo  die  k nach  dem  mod.  & incongruent  sein  müssen. 

Da  durch  die  eigentlich  primitive  Form  (»',  — tfO  unend- 
' lieb  viele  Zahlen  darstellbar  sind,  welche  gegen  jede  gegebene 
Zahl  prim  sind,  so  kann  man  annehraen,  dass  »'  ungerade,  prim 
gegen  und  gegen  Ul  sei.  Alsdann  ist  Ü'  prim  gegen  2»'. 

Auf  ähnliche  Art,  wie  oben,  beweist  man,  dass 

m=#w\  k=&k° 

zu  setzen  ist,  und  findet 

iS'  4-  L°  Ü' 

= Q'=»'-irL,  wo  L==A~>— . 

Die  Zahl  L bestimmt  sich  hier  durch  die  beiden  Congruenzen 

jH'L = »' — z (mod  Bl°) , 


2 *X==£'  (mod»')? 


*)  Durch  Vornetzung  den  Worten  Stamm  bezeichnen  wir  diejenige 
primitive  Form  oder  Klaa*e,  au«  welcher  die  Form  oder  Klamm  ab- 
geleitet iat. 
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wo  x den  Inbegrrff  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Congruenz 
. x* = ABI  “*(mod  01°) 


bedeutet;  ferner  ist  ä° 

9 

wird,  folgt  aus 


2 WL  - 
A' 


<£' 


Dass  R‘  eine  ganze  Zahl 


Qi —^111-*:=  Ü'2(L2  - k°)  ~0(mod  Bl°) ; 
ferner  kommt 

L * — Ifi 

x=(in° w-svl,  -wo-). 


fz=i  (&y , &a , ^(2BUT°d  + Ifiy) , #(2S'B10/3  + Wa) ; 
folglich  #=l,  und  dem  Systeme  [I]  entspricht  folgendes  : 


x2=Ain-*(niodjn), 

iVZr=£' — x(modBI)  und  2J$'.L=£'(niodiJ'), 

, 2 Wh  - <£' 

k= j; > 

1=  (fl',  «').  w-a'L,  ^=^). 

f=z(y,  «,  2»'BI<$  + k)  , 2S'BI/5  + kcc ). 

Da  die  Form  X,  ebenso  wie  %,  eine  eigentlich  primitive  sein 
muss,  so  muss  die  Form  (B!,x,  u)  von  der  Determinante  ^BI-1 
ebenfalls  eigentlich  primitiv  sein,  und  umgekehrt*). 

Durch  Anwendung  der  Theorie  der  Composition  quadratischer 
Formen  finde  ich  ferner,  dass  dio  Form  (iT2,  W — A'L,  L 2 — k) 
durch  die  Substitution  1,  L,  L,  k ; 0,  iV,  Ü',  2U'  in  das  Pro- 
dukt der  Formen  o,  o ubergeht,  wo 

ö=(ü',  (£0; 

und  dass  die  Form  (HtiV2,  }$' — A'L,  durch  die  Substi- 

tution 1,  — q,  0,  — R‘ ; 0,  Ü'2,  Bl,  2x  -f  pBI  in  das  Produkt 
der  Formen  (£'2,  J$'—A'L,  L2—k ),  (BI,  x,  ti)  ubergeht.  Da- 


*)  Dies  erhellt  aus  den  leicht  zu  entwickelnden  Formeln: 

/»  = BIU'2, 

Qy=»'~B/X  = z + pBI, 

Ü**Ä#=ti  + 2px  +Blp2. 
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her  ist 


20  = 01'*  Ü'L,  L*-k),  • 

[2']  2ö-f(M,  z,  «)  = X; 

%vo  nun  X mit  der  Entgegengesetzten  von  ö in  eine  Klasse  ge- 
hören wird. 

Dritter  Fall.  Die  im  zweiten  Fall  betrachtete  Form  (ü',3Vttf') 
sei  jetzt  eine  uneigentlich  primitive,  also  IT,  gerade,  B' 
ungerade;  setzen  wir  iV=2Ü",  li'=2t£"  Es  sind  die  eigentlichen 
Transformationen  der  Form  (211",  -—15',  2l£")  von  der  Determinante 
in  die  Form  (4Mit"2,  2M(*'2 - 2ü"£")>  4Mtf"2)i  von  der 
Determinante  Altf”2(22VM)2  zu  bestimmen,  und  man  hat  in  dieser 
Beziehnung  folgende  Formeln: 


2*VM=#0/,  />= 


4Mil"a  (B'2— 2*"<r)Hr— MP 

ä5  * Ikv 


t 


R'=z 


Q^-zAW-2 

p* 


Durch  die  Form  il"#2 — Wxy  + (£' "y1  sind  nun  unendlich  viele  Zah- 
len darstellbar,  welche  gegen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind;  wir 
können  also  annehmen , dass  11"  ungerade,  und  prim  gegen  AHt”2 
und  gegen  Ul  sei.  Alsdann  ist  ü"  prim  gegen  B'.  Da  die  Form 
(/*,  Q',  R ')  mit  (2^",  — IV,  2(£")  eigentlich  äquivalent  sein  soll, 
so  mus&  sie,  ebenso  wie  diese,  uneigentlich  primitiv  sein , folglich 
/*  gerade,  oder  2 Mil"2  durch  &2  theilbar.  Da  nun  2MB\  2MÜ"2 
durch  & theilbar  sind,  so  ist  # ein  Theiler  von  2M;  da  ferner  & 
prim  gegen  U",  so  ist  #2  ein  Theiler  von  2M;  also  hat  man 


2M=#2M°,  #M°XV  — P'  =2M°il"2, 

^ (B'2— 2ü"0  & - 2M"2  . 
0/= > 


da  aber  Q,‘  ungerade  sein  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  k durch 
# theilbar  ist,  folglich 

if"  4-  Z-o,i"  1 

X"L==<i*(mod  *"); 


wo  z der  Inbegriff  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Congruenz 
z*—  AM“2(raod2M°).  — Hat  man  L durch  die  beiden  vorher 

v U'X« 

gehenden  Congruenzen,  k°  nach  der  Gleichung  ./c°= — 


bestimmt,  so  folgt  aus  Q'2  — ^M  - 2= 4Ä"2(Z,2—  Ifi) = 0(mod  M°), 
dass  R‘  eine  ganze  Zahl  wird,  und  es  kommt: 
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X=(2m°ir*  »'—2 A"L,  2— nj<T-)> 

f- (9y , o«,  ^ntoB'a+A0)-),  »(jn°B'ß + /t#«)) ; 

folglich,  da  wir  nur  primitive  kubische  Klassen  betrachten, 
#=1.  Die  Berechnung  der  Systeme  bewerkstelligt  sich  also  nach  • 
folgenden  Formeln: 

U"L=3(B' — :)(mod  2Dt)  und  B'i=tf*(modil‘'),- 
2»  • 

, 

k^-gr-, 

' %=(2U",  — 2ff"),  X=(4DIÄ«  2H"i, 

/•=(y,  «,  SmB'd+Ay,  2Hn$'jHAa). 

Die  Form  (4111,  r,  *e)  von  der  Determinante  ^ltt-a  muss 
hier  eine  u neig  entlieh  primitive  sein,  und  umgekehrt,  wenn 
sie  dieses  ist,  so  wird  X eine  uneigentlich  primitive  Form*). 

Durch  Duplication  von  ö = (2U",  }$',  2(fw)  findet  sich 

2ö=r(4iT2,  W-W'L,  4(L2— *)), 

wo  1,  Lt  Lj  A;  0,  Ün,  il*,  W die  geeignete  Substitution  ist; 
ferner  findet  sich,  dass  die  Form  (2P',  2Q‘,  21?')  durch  die  Sub- 

] 

stitution  1,  — p,  0,  — 0,  d"2,  211t,  x+2p!U  in  das  Produkt 
der  Formen  Stamm  (*2ö),  (411t,  z,  u)  ubergeht;  folglich  ist 

[2"]  Stamm  {2ö  + (.4111 , x,  u ) } = X, 

wo  nun  X mit  der  Entgegengesetzten  von  ö in  eine  Klasse  ge 
huren  wird. 

Alle  vorhergehenden  Schlüsse  setzen  voraus,  dass  das  Mittel- 
glied der  Charakteristik  <p  = (A,B ,C)  grosser  als  Null  ist.  Wäre 
es  nun  gleich  Null,  so  könnte  man  <p  durch  die  Substitution  1, 
iÄ,  ö,  — 1 in  die  eigentlich  äquivalente  Form  ( A , £ A/I,  h2A  -f  C) 
verwandeln,  deren  Mittelglied  positiv  sein  wird,  wenn  man  der 
Willkührlichen  k das  Zeichen  der  Zahl  Ä giebt. 


*)  Dies  folgt  au3  den  leicht  zu  entwickelnden  Relationen: 

/*=4uia"2,  . 

Q'=2'-2il*£=z  + 4e]R 

(a'T2/?/=M+2xp+4in?2 
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ln  den  Formeln  [1],  [2],  [!'],  [20,  [1*],  [2»]  ist  nun  folgen- 
der  allgemeiner  Lehrsatz  enthalten  (die  entgegengesetzte  Klasse 
von  ö bezeichnen  wir  mit  — o). 

I.  Es  sei  Z)=l(mod4),  K eine  gegebene^  quadra- 
tische Klasse  von  der  Determinante  D ; o die  un* 
eigentlich  primitive  Klasse  von  der  Determinante 

jjp-,  aus  welcher  sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl  der 

Systeme  der  primitiven  kubischen  Klassen,  welche 
zu  der  determinirenden  Quadratischen  Klasse  K ge- 
hören, ist  ebenso  gross  als  die  Menge  der  eigentlich 
primitiven  Formen  OH,  2,  u ) von  der  Determinante 

np*,  welche  der  folgenden  Bedingung  genügen: 

Stamm  (2ö)-f-(Ut,  2,  ü)~  — 5, 


indem  nur  die  nach  dem  mod.UI  incongruenten  W erthe 
von  z berücksichtigt  werden. 


II.  Es  sei  Z)=0(mod4),  K eine  gegebene  quadra- 
tische Klasse  von  der  Determinante  D ; o die  eigent - 

D 


4M* 


aus 


lieh  primitive  Klasse  von  der  Determinante 

welcher  sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl  der  Systeme 
der  primitiven  kubischen  Klassen,  welche  zu  der  de- 
terminirenden quadratischen  Klasse  K gehören,  ist 
ebenso  gross  als  die  Menge  der  eigentlich  primitiven 

J)  . 

Formen  (ITC,  2,  u)  von  der  Determinante  , welche 
der  folgenden  «Bedingung  genügen: 


2<a -f  (BL  «0  = — ö. 


indem  nur  die  nach  dem  mod.DI  incongruenten  W erthe 
von  2 berücksichtigt  werden. 

III.  Es  sei  Z)=0(mod4),  Keine  gegebene  quadratische 
Klasse  von  der  Determinante  D ; ü die  uneig  ent  lick 

primitive  Klasse  von  der  Determinante  -j^y,  aus  wel- 
cher sie  abgeleitet  ist;  die  Anzahl  der  Systeme  der 
primitiven  kubischen  Klassen,  welche  zu  der  deter- 
miniren  den  quadratischen  Klasse  K gehören,  ist 
«benso  gross  als  die  Menge  der  uneigentlich  primi- 
tiven Formen  (4UT,  2,  u ) von  der  D ete rminante  “^1 » 


Stamm  { -|-  (42)T , 2,  «)}= — w, 
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indem  nur  dienach  dem  mod.  4UI  i ncongruent  en  Werthe 
von  z berücksichtigt  werden. 

Gau ss  hat  bewiesen,  dass  durch  Zusammensetzung  zweier 
entgegengesetzter  eigentlich  primitiver  Klassen  die  Hauptklasse 
entstellt;  es  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  durch  Zusammensetzung 
zweier  entgegengesetzter  un eigentlich  primitiver  Klassen  eine 
Klasse  entsteht,  welche  aus  der  Hauptklasse  in  der  uneigentlich 
primitiven^  Ordnung  abgeleitet  ist,  d.  h.  ö-f  ( — ö)  = //j>j>,  oder 
Stamm  {w-f( — ö)|  = /IimPP  , wo  Hrp  die  Hauptklasse  in  der  ei- 
gentlich primitiven,  Himpp , die  Hauptklasse  in  der  uneigentlich 

Erimitiven  Ordnung  bedeutet.  — Hiernach  lässt  sich  der  obige 
ehrsatz  auch  unter  folgender  Form  darstellen : 

(I)  Stamm  (30)  + (Ml,  z,  u)=JIimpp, 

(II)  35  + (UT,  2,  t/)  = Hpp  , 

(III)  Stamm  {3c5-f  (4HT,  z,  u))=.JJimPP . 

Schl ussbemerkung.  Ist  Z)~0(mod4)  und  K aus  einer 
eigentlich  primitiven  Klasse  von  der  Determinante  jD  abgelei- 

\ 

tet,  so  hat  man  nach  (II),  da  die  Hauptklasse  (1,  0,  — j D ) bei 

der  Zusammensetzung  übergangen  werden  kann,  3 (Ä~Ifpp,  d.  h. 
zur  Klasse  K gehört  in  diesem  Falle  ein  System  priniit.  kubi- 
scher Klassen,  wenn  durch  Triplication  von  ö die  Hauptklasse 
entsteht,  während  zu  jeder  Klasse  <3,  die  der  Bedingung  3ö 
z=Hpp  nicht  genügt,  keine  kubischen  Klassen  gehören.  Das 
eine  System  macht  eine  Klasse,  wenn  D nicht  >0,  dagegen 
drei  Klassen,  wenn  />> 0. 

Herr  Dr.  Eisenstein  hat  diesen  Satz  für  den  besondern 
Fall  bewiesen,  wo  p eine  positive  Primzahl  von  der 

Form-4r/t+3  ist  (Crelle’s  Journal  Band  *27.  S.  103);  die  von 
ihm  angewandte  Methode  erfordert  jedoch  die  besondere  Annahme, 
dass  — p zu  den  regelmässigen  Determinanten  gehöre,  durch 
welchen  Zusatz  die  Allgemeinheit  des  Satzes  beeinträchtigt  wird. 
— Auf  Seite  76  des  nämlichen  Bandes  erweitert  Herr  Eise  os  t ein 
den  betreffenden  Satz  auf  jede  beliebige , aber  durch  kein  Qua- 
drat t heilbare,  Determinante,  ohne  indessen  den  Beweis  hinzu- 
zufügen. Uebrigens  ist  es  nicht  allgemein  richtig,  dass  nur  eine 
kubische  Klasse  zu  einer  gegebenen  quadratischen  Klasse  gehört, 

3 

vielmehr  drei  Klassen  in  den  Fällen  D-—  />> 0,  eine  in 

den  übrigen  Fällen.  — Jedenfalls  gebührt  diesem  ausgezeichne- 
ten Gelehrten  das  Verdienst,  auf  den  Zusammenhang  zwischen  der 
Klassification  der  kubischen  Formen , und  der  Zusammensetzung 
der  quadratischen  Formen  zuerst  hingewiesen  zu  haben. 
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Beiträge  zur  Theorie  des  Integral- 

logarlthmus. 

Von  * 

Herrn  Doctor  R.  Beez, 

Lehrer  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  an  der  Königlichen 

Gcwerbschule  zu  Plauen. 


I. 


/X  ft—x  /**g— x 

und  / — da:- 

a a + ß 


Die  numerische  Berechnung  einer  ganzen  Klasse  von  bestimm- 
ten Integralen  kann  in  letzter  Instanz  auf  die  der  Transcendenten : 


/ 


n i i “ 1 a*  « 1 a3  1 «4 

X dx—c  IS°+J  2 1.2  + 3 1.2.3“ 41.2.3.4  + 

C=— 0,  5772156 (6) 


1) 


zurückgeführt  werden,  welche  mit  — li(e“<T)  oder  lur  reelle  a mit 
— Ei( — a)  (s.  Schlömilch,  Analytische  Studien.  2.  Th. 
p.  148.)  zusammenßillt.  In  dem  angeführten  Werke  linden  sich 
(2.  Th.  p.  196.)  die  Werthe  der  Funktion  Ei( — o)  für  a bezüglich 

=sl,  2,  3,  ....10, 


in  einer  vom  Herrn  Prof.  B re  tschn  ei  der  in  Gotha  berechneten 
Tafel  zusammengestellt.  Um  aber  auch  für  dazwischenliegende, 
hauptsächlich  aber  für  grössere  er  die  zugehörigen  Werthe  der 
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genannten  Funktion  auf  schnellere  Weise  bestimmen  zu  können, 
als  dies»  durch  Formel  1)  möglich  ist,  suchen  wir  im  Folgenden 
eine  Beziehungsgleichung  zwischen : 

®—  dx  und 
x 


f 


*e~* 
dx 

X 

*+? 


herzusteilen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  im  zweiten  Integral  stat  x, 
x-\-ß  ein,  so  werden  die  Grenzen  ubergehen  in  a und  oo  und  das 
Integral  selbst  wird: 


2)  j —z*=j  -z+ß-t -r  rri- 

a+ß  a a 1 + x 

Da  x das  Intervall  von  a bis  oo  durchläuft,  so  können  w ir  unter  der 

Voraussetzung,  dass  ist,  den  Quotienten 7»  in  eine  con- 

l+£ 

1 x 

vergente  Reihe  entwickeln.  Mit  Berücksichtigung  also,  dass 

1 ~i_£+£2_e,+ 


1 + 


ß 

X 


geben  wir  der  Gleichung  2)  folgende  Gestalt: 


a + ß 


dx 


~-'f  Sx 

a 


ß<a- 


Nun  findet  man  vermöge  der  bekannten  Reduktionsformei: 
J ^ uvdx—u  J ° vdx — J ^ du  j*  vdxy 

wenn  man  u=e~x , c=o:~(m+1)  setzt: 

/dx  _x  ~ e~x  1 Xm 

xm  + ie  1=5  mxm  mj  x”*e  1 
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und  vertauscht  man  hierin  m mit  m — 1: 

e~z  1 C s* 

/ *"  - ,«_1  J x»-ie 

ferner  auf  gleiche  Weise: 

C ä*  1 /»  3x 

»/  ^”_1  (m— 2)x“-»  m— ‘2  J x"»-*e 


U.  8.  f. 


Da  nun  m eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  ikann  man  in 
dieser  Reduktion  bis  auf 

Pdx  er-*  p dx 

J *'e  =-—-J  ?■' 

zurückgehen.  Durch  Substitution  jeder  Gleichung  in  die  vorher- 
gehende erhält  man  ohne  Mühe : 


/ 


Xm+lte- 


2)xm 


_ )_J_  1 ' l 

P**m  ™(m  — l)a «- 1 m(m  ~ 1 ) (m  — 

' rw(m  — l)...2.TÄz  j + — x djr  * 

und , wenn  man  das  Integral  zwischen  die  Grenzen  « und  Unend- 
lich einschliesst: 


I-1-- 

( mam 


1 , _ i 

m(m  — l)am~1  ' m(m  — 1)  (m — ‘2)  am~  3 


. ..  -f 


(~1) 


m— 1 


(-i)"  r 
— 1)....2.1  J 


m(m — l)...2.1.a  I m(m 


®e~* 


dar. 


Setzt  man  statt  m der  Reihe  nach: 

1»  2,  3, n 

und  multiplicirt  bezüglich  mit: 

~ß>  +ß*>  — /3S,  (— 1)«0»; 

so  kommt  mit  Wiederholung  des  ersten  Integrals: 
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a a 

a a 

r*£Ils„-P  /**£=?  3-,  i®1  5Ü4.Ü-  C 
+^  J x»  Sx~  1.2  / x 5 El  o+2  o*  ’ 

a a 

/>*e-r  yj»  /’*e_Io  0S  e-”  , ü £1' 

— J x * 2x~  12.3,/  x 0ir“  1.2.3  o +2.3  o» 


ßs  e~a 
3 «»’ 

er' 


+ ^J  x*  Sx~l.Z3A  J x 3x  1.2.3.4  o +2.3.4  «* 

“ * £ r«  gr- 

— 3.4  o»  + 4 o4  ’ 


(—  Wj  #ZPSx-nZJiJ  X 2 1.2 » o 

a a 

ff»  ff»  e~ a ff»  e~g  ( — 1)"P* 

. «*  "*  4.5 it  a4 *"  » «' 

Suramiren  wir  diese  sämmtlichen  Ausdrücke  und  bedenken,  dass  für 

n = ao  : 

ff» 


„ ff  ff«  ff3 

1+i  + r£  + rh+ 


+ 


1.2 n 


= e?t 


folglich: 


t 


9 
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£ + ü + jü  + -J1_+ 

1 + 1.2  + 03+  1.2.3. 4 + + l.‘2....n  ’ 

2 + 2.3  + 2.3.4  + + 2,3..,.n  e“  (1+  1 + 


3 + 3.4  + 

ß* 


+3  (1+1  +L2)|1'2, 


4 + — •••  +4  M — 


_ü 

4 ...72 


{Ci* — (1+I  + 15  + 03)|1-2-3; 

u.  8.  r. 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Summen  von  der  zweiten  ab  be- 
züglich mit. 


«o ,öi » öj » • 

bezeichnen,  die  Relation: 


«n 


r“—sx=  r~ -dx--1-1* ( - °i  • a*  - a* 

IX  J X 


a + ß 


Bemerken  wir  ferner,  dass 


_L-  „ ^ , ü?  _ ifs  , 

a f 0 « "*  cfl  a3 


V« 


„ -ßn 
°—n  ’ 


so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  da 


ßn 

Lim  an  = LimJ—  = 0 
n 


5) 


dagegen : 


jS“ 1 , 71=  QC 


ßn 

Lim  an=Lira  ™=  oo 

71 

ß>  1,  ti=  oc; 


dass  wir,  um  ein  brauchbares  Resultat  zu  erlangen,  ß nicht  grösser 
als  die  Einheit  annehmen  dürfen.  Vereinigen  wir  mit  dieser  Be- 
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dingung  die  zweite,  das»  a^l,  so  haben  wir  nicht  nothig  die 
Convergenz  der  Reihe: 


noch  besonders  zu  erweisen. 

,# 

Um  nun  wenigstens  an  einem  Beispiel  die  Brauchbarkeit  der 
Formel  5)  zu  zeigen,  sei  zunächst  0 = 1,  dann  sind  die  Cofficienten : 

clq  = e 1 , 

Oi=  c — 2, 

a2—  2e — 5, 
os  = Ce  — 16, 

/ a4=24c  — 65, 


zwischen  welchen  im  Allgemeinen  folgende  Rekursionsgleichung 
stattfindet: 

Op 1 1 = (i*  -f-  l)ttj>  — 1. 

ln  diesem  Falle  lässt  sich  eine  noch  stärkere  Convergenz  obiger 
Reihe  erzielen,  wenn  man  zu  ihr  die  Identität: 


1 . 1 


1 


0=- lg(l +-)  + -- 2^2  + 3^3  - 4^4  + 


hinzufügt,  deren  Richtigkeit  sofort  erkannt  wird,  als  man  lg(l  + D» 
d.  b.  den  natürlichen  Logarithmus  von  1 -f^,  in  eine  nach  stei* 
genden  Potenzen  des  ächten  Bruchs  - geordnete  Reihe  entwickelt 


Hierdurch  geht  5)  über  iu: 


(«o  “ ,g(1+^)  + J+  „s 


^1  ^2  , 

«*  + oJ 


«+ 1 


wo  nunmehr  die  Werthe  der  Coefficienten  sind: 

^=0,28171  81715  4096 .... 
6a= 0,06343  63430  8190.... 
6a =0,02364  23625  7906.... 
64= 0,01 123  61169  8291.... 


Digitized  by  Google 


425 


*„=0,00618  09849  1459..., 
*«=0,00375  01761  5426.... 
*r=0, 00244  17092  7034.... 
*4=  0,00167  65313  0550.... 
*,  = 0,00119  98928  6151.... 

Sei  z.  ß.  a=0,.so  ergibt  sich:  ' 


, . 10  , 

tOo  — lg  Tj-  + 


h 

9 


9* 


und  nenn  man  mit  gewöhnlichen  siebenstelligen  Logarithmen 
rechnet: 


«0=1,7182818(3) 


Lg 


10 


9 


Lge 


=0,1053603.. 


^=0,0313020(2)  p =0,0007831(6) 


*3 


*4 


P= 0,0000324(3)  p=0, 0000017(1) 


P= 0,0000001(0) 

1,7496164 

0.1061452 


0,1061452 


Lg  1,6434712  =0,2157622... 

* 

1 


Lg 


9.e10 


=0,7028126—6 


3*  - J~&x=7s.  (Lg=0,9185748-6)=0, 000008290387.- 


9 10 

Die  ßretschneidersche  Tafel  gibt: 


/Te*=°* 

9 

/»  p—X 

— 0^=0) 

lo 


0,000012447354.... 


0,000004156989.... 


deren  Differenz 


0,000008290365 


Theil  XIX. 
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also  erst  in  der  eilften  Decimale  von  dem  durch  die  Formel  be- 
rechneten Werthe  abweicht. 


n. 

Ueber  die  Summation  der  Tr  ans  cendenten  Ei(—  *). 

/«  g—X 

— - dx  für  ein 

rt  . rr 

wachsendes  a sich  immer  mehr  der  Null  nähert,  also  die  Tran 
scendenten: 

/*e~xz  C*  e~~*  a /**  e~xz  - 

~8x'J  —dx’J  ~T8*’  etc' 


3° 


eine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  liegt  der  Gedanke  nahe,  eine 
Supination  derselben  zu  versuchen. 

Nun  ist  allgemein,  wenn  r eine  ganze  positive  Zahl  bedeute 

/•e-*Q  r*e~rzs 

o x / ex » 

X J X 


Ta 


wie  man  sich  leicht  uberzeugen  kann,  wenn  man  wieder  rJ®1 
x vertauscht  und  demgemäss  die  Grenzen  des  Integrals  verändert, 
folglich  wenn  man  statt  r successive 

J , 2,  3 ft 

setzt,  und  die  einzelnen  Gleichungen  addirt: 


P*  e~*  r*  e~*  , f*- 

J ~ir8x+ J ~8x+  J — a*+~+y  i 

a 2a  3 a 


* r-1* 

-CJ 

£ 


2a 

/*  e~x  /**  /»oe  £-3* 

Vto+/  — 0*+/  v-w 


Wegen  der  gleichen  Integrationsgrenzen  rechts  kann  man  diese 
Integrale  in  ein  einziges  zusammenfassen  und  mit  Anwendung  des 
Summenzeichens  £ auch  schreiben: 

r=n  /><*  p-x  P*dx  r=" 

- 2 I dx=  / — £ e~ri- 

r = \KJ  X j/  X r = 1 


Bemerkt  man  aber,  dass 

r-*,  e-**. 


e~nx 
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eine,  nach  steigenden  Potenzen  von  e*“x  geordnete  geometrische 
Progression  darstellt,  so  ergibt  sich  deren  Summe  sofort: 


r=n 

2 e-rx  = e~x  + e 

r— 1 


= C 


—x 


-f  e~3*  + ....  + e-”* 

l — e-nx 

1 — tr*  * 


Fuhrt  man  diesen  Ausdruck  statt  der  entsprechenden  Summe  ein, 
so  erhält  man: 


Sa; 


ra 


/*  Sx  /**  e-"*  Q 

x(ex~-*\)  J x (e*~\)dx- 


Für  wachsende  n nähert  sich  das  zweite  Integral  der  rechten 
Seite  ohne  Ende  der  Null.  Denn  da  a stets  >0  sein  muss,  in- 

y<*  e~x 

dx  unendlich  ist,  so  wird  auch  der  kleinste 

a 

Werth,  den  x(e* — >1)  in  dem  Intervall  von  x=za  bis  a?=too  an- 
nehmen kann , eine  endliche  Grösse  > 0 sein  müssen.  Bezeich- 
nen wir  diese  mit  Q,  den  grössten  Werth  dagegen,  den  x{ez  — I) 
in  dem  eben  angeführten  Intervall  erlangen  kann,  mit  P , so  ist 
offenbar 


■nx 


Q 


T-> 


‘ e~*x 


4jr~nx 


^-i>>  p ‘ 

folglich,  ohne  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen: 


ii  Q 


e 


-nx  ' 


/e~nx 
x(ex— 


\)dx>nPe~'1- 


Für  jedes  beliebige,  positive  ;r>0  aber  ist,  weil 

Q >0,  Pz=z Qo : 


Lim — fi  e~~nx  ~0 

iiP 

Um^Q  e“*I=0 


(*  = <») 


folglich  auch  das  dazwischenliegende: 

/e — *x 

a*=° 


(n  — cc) 


29* 
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und  ebenso. 

9 

Li™  S-=°-  2> 

a 

« 

Mit  Berücksichtigung  dieses  Grenzvverthes  können  wir  jetzt  die 
Gleichung  1)  einfacher  schreiben: 


* 

a^e1  — fj  * 


3) 


Wiewohl  es  mit  Anwendung  der  Fourierschen  Reihen  nicht 
schwer  halt,  das  vorliegende  Integral  zu  bestimmen,  so  ziehen 
wir  es  doch  vor,  eine  von  der  Theorie  jener  Reihen  unabhängige 
Ableitung,  die  freilich  etwas  weitläufiger  ausfallen  muss,  zu  ge- 
ben. Da  die  neue  Funktion  von  a,  weiche  gegeben  ist  durch  die 
Gleichung : 


06  • da: 
x(ex  — 1) 


sich  auf  keine  der  bekannten  Transcendenten  zurückführen  lässt, 
so  entwickeln  wir  den  Bruch 


1 

ex  — 1 

in  eine  unendliche  Folge  von  Partialbrüchen*  Durch  eine  leichte 
Transformation  erhalten  wir  nämlich: 


da  aber: 


so  wird 

4) 


ex  — 1 


-KS^i-0 

\>ä  — * 5 


* _f  

*=2cos2 

■ . , 

e?  — e *= — 2V  — lsintj — 1 ; 

“Z.T)  ~ 2x  ^ ~ 1 cot2  1 *“  * 
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Für  ein  beliebiges  u gilt  ferner  die  Entwickelung: 

cota=-— 2 u(^r~~2+  + 3*„*_  „*+-•) 

I 

(M.  s.  Cauchy  cours  d'analyse  p.  575.) 

— — — 

Setzt  man  hierin  «=j- — 1 und  dividirt  durch  2 or,  so  erhält  man: 

sco‘f  - v=u-  k - ü (— —t + — 

**  * * - » , * 02-2  . “L 


712  + p 22?r2  + p 


1 


)l 


= V*-l{  -^2  - 2(2%a  + :r2+  4%2-^ä+ 

also  schliesslich , wenn  man  noch  wegen  4)  den  Faktor  — 1 hin- 

1 

zufugt,  und  suktrahirt: 

*(e*— T)=i»— 2ä+2(2«n;*  + ar*  + 4%*  + a:*+  6»ä*+i»+"^  5) 

9 * 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  &r  und  integrirt  vorläufig 
noch  ohne  Hucksicht  auf  die  Grenzen,  so  ergibt  sich,  weit  all- 
gemein 


/ 


<ta? 


(2Jbr)*  + **-  Un 


L[arctanä 


/«Phi)  = C-^-.j|gx  + 2|i  [arctan^] 


+ &[arctan^l  + 


+ 


2nit  [arc‘a,,2^]  | 


6) 


WO 


[arc,an2^] 

j» 

eine  vieldeutige  Funktion  von  # ist,  die,  wenn  arc*an2^  die 
kleinste  derselben  darstellt,  auch  ausgedruckt  werden  kann  durch: 


i 
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t 


**  X ~~ I X 

arctan2Ä^  I =rTC  ^ arctan  2 kn  * 


Nimmt  man  als  obere  Grenze  ß,  als  untere  a an,  so  kommt: 
f*ß  dx  1 I I a 1 ß . o *\ 

7)  J 5^T)  = «-j3+2lS?+MaCarC^%-*rCtan2*J 

m 

+ ^Carctan4Jt  - arctan4iJ 

« 0 

t \ 

+iCarc,ani  ~arctan^)l 


in  welchem  Ausdrucke  die  eben  angezeigte  Vieldeutigkeit  wieder 
verschwunden  ist.  Sei  nun  ß=2m7t  und  wachse  m ins  Unend- 
liche,. so  linden  wir  als  nächste  Lösung  der  uns  gestellten  Auf- 
gabe : 

8)  m =1+1  ig(«>  -2  arctan4 

a 

1 tt 

+ 4iaretan^+ J4A 

wo  die-  beständige  Grösse  K gegeben  ist  durch  einen  noch  za 
ermittelnden  Grenzwerth,  nämlich: 


i 


I 


I 


i 


8#)  Zf— Lim  { — cj  Ig2wi7r-f  — (arctanm  -f-jjr  arctan ^ 

. 1 . m 1 . i» 

. -f  ^arctan.y-  -f -f  — arctan— )| 

i)  *3  n n 

y/*  = oc,  » — oc. 

Zur  Bestimmung  dieses  Grenzausdruckes  ist  es  vor  Allem 
nothwendig,  das  Verhältniss,  in  welchem  die  beiden  wachsenden 
Grössen  m und  n zu  einander  stehen,  scharf  aufzufassen.  Es  wäre 
ungerechtfertigt,  da  beide  unabhängig  von  einander  sind,  irgend 
welche  Beziehung,  ?/i  = /*(n\  zwischen  ihnen  anzunehmen.  Man 
würde  sonst  für  jede  derartige  Substitution  ein  anderes  Resultat 
erhalten,  von  denen  keines  den  wahren  Werth  des  obigen  Limes 
angäbc.  Vielmehr  ist  es  klar,  dass  m gegen  n als  konstant  an- 
zusehen ist , und  somit  für  ein  noch  so  grosses  m 


Lim  - =0.  (9 

n ' 

Dann  kommt  jedenfalls,  sobald  wir  m als  ganze  Zahl  betrach- 
ten, unter  den  Werthen  von  n auch  einer  =m  vor,  wodurch  die 
Reihe : 
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arctan»*  45-  arctan?!  4 i arctan!?  -f 4 - arctan  ~ = S...  10) 

Z Z O . O 11  11 

zunächst  in  zwei  Theile  zerfallt: 


1 


arctanl  4 , . 

m tu  -f- 1 


arctan -’tt  4 —7-^  arctan--”-;  4 .... 


m -fl  T m 42 


m 42 

....  4 -arctan — = St ..  11) 

1 11  n 1 


und 


in 


1 . m 1 , ... 

arctan//*  4 ^arctan-^-  4 ^arctan  ^ 4< 


4 


in 


arctan — ^=&j..12) 
m — 1 * ' 


in  — 1 Mi- 
die wir  beide,  abgesondert  von  einander,  betrachten  wollen. 

Die  Reihe  in  11)  ist  convergent  und  ihre  Summe  S|  nähert 
•sieb  einem  bestimmten  Werthe,  der  zwischen  0 und  1 liegt,  so 

dass 


1>S,>0; 


denn  es  ist  iur  positive  :: 


also: 


2 > arctanz>  ö, , 


».(!+--)*  ’"+1 
' m 


— > — arctan  1 > Ü , 
m m 

1 

> — ,-rarctan^T-,  > 0 » 


//14I 


m(l  4 — )2 
' m 


1 . m . « 
2^>5TF2arctanSqF2>0> 


— y,  1 arctan  - >0  ... 
«*(-)*  H 11 


ummirt  man  alle  diese  Ungleichungen,  so  erhält  man: 


,r="l  1 

r = Qt1l 


2 >5«>0. 


(J4-)2 

m' 
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Das  Zeichen  £ geht  aber,  wenn  m unendlich  gross  wird,  in  das 
Integralzeichen  J*  über,  und  es  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  9): 


o 


und  da 


13) 


/ 


ox 


I 


(1  + x)m  m— - l 


lür  7/1=2: 


l>-$i>0. 


wie  behauptet  wurde.  Entwickelt  man  nun  die  einzelnen  Glieder 
von  Si  in  convergente  Reihen,  so  kommt: 

-arctan!  = ^0~3+5“7  + ) ’ 


m 

1 m 1 

arctan — rr  = 


1 


ot  + 1 a,v‘“"m  + l mQ  , 


.(1+-)2  3(1  + -)*  5(1  + ~)‘ 

N * 11V  v 1 Mt'  m 


m 

1 


I •']' 
7(1+-)«  J 


m + 2 


A m 1 
^arctan^T+2  = m 


GB 


•(i+-)( 

v 1 m 

1  L + _J__ 

2 2 ' '2„ 

-)*  3(1  + -)*  5(1  +-)« 

in  m 711 


m 

1 


2 

->•  J 


- arctan  - = f ^ 

* * V.(-)2  3( -)4  * 5(?)®  70 

f/r  vm'  wr  771 


1 + 1 


1 


— + 1 


Man  erkennt  sofort,  mit  Berücksichtigung  von  J3),  dass  sänm^ 
liehe  Verticalcolonnen  dieser  unendlichen  Doppelreihe  converg«" 
sind  und  dass  nicht  minder  die  aus  ihnen  gebildete  Reihe 
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l_i.  I_I+I 

1 32  + 52  72  ' 92 


sich  einer  bestimmten  Grenze  nähert  Cs  ist  daher: 

T.  * , 1 , 1 1 . I 

L<im  äj  — t 52  72  ' ys  *“•••• 


14) 


Um  weiter  die  Summation  der  Reihe  Sa  bewerkstelligen  zu 
können,  benutzen  wir  die  Gleichung: 


arctana  — arctan//  ==  arctan 


n — 6 


] + a6' 

Wird  hierin  a — ™,  gesetzt,  so  folgt: 


oder 


, m , m . m 

arctan arctan  — r?  = arctan  ■■/ :•  — a 

r r-fl  r(r+l)  + wi2 


«arctan  — ~r  = arctan  ~ — arctan  -7 — . 

r -f- 1 r r(r  -f 1)  -f  in1 


Nehmen  wir  r der  Reihe  nach 

= 1,2,3, (m— 2) 

und  dividiren  bezüglich  durch 

2,  3, (m  — 1), 

so  ergibt  sich,  wenn  wir  das  erste  Glied  der  Reihe  Sa  hinzu* 
ziehen : 

arctanm=arctanm , 

1 m 1 1 m 

2 arcian  ^ = j arctanm  ~ 2 arcUnr2+^  > 

1 , m 1 1 . m 

garctan^  ss  3 arctanwl  “ 3 arctanyyy^g 


1 m 

— 3 arc,an 


Das  Zeichen  £ geht  aber,  wenn  m 
Integralzeichen  j*  über,  und  es  ei 
Gleichung  9): 

/•  bx  v 
(1  + *)*  " 


und  da 


.,3>  /■( i 


bx 
+ ar) 


für  «i=2: 


wie  behauptet  wurde.  Entwickelt 
von  S\  in  convergente  Reihen,  so 


— arctan 1 
m 

1 . m 

— — r arctan — rr : 
in -f  I m+  1 


~mL  3+r. 


V— 


m 


y 


1 771 

arctan 


ro  + 2 


t ‘ m 1 

- arctan  - = f 

” " 


3 ( 


Man  erkennt  sofort,  mit  Berädc*- 
iiche  Verticalcolonnen  dieser  * 

sind  und  dass  nicht  minder 

* 
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<•  i 

r(r  + 1)  + w/*  ^ 

■i  m I — 

}-~P=  lT+w1-  Im3**’ 

• m 1 

7/12  2.3  + 7/i2  3m3  *3  ’ 

m / 

/•  • 

in  1 

m2  ( m — 2)(//i  — 1)  + 77i2  3/n3  * W“1  * 

% 

■ nach  mit  a2,  aa,  etc.  multipliciren  und 

7/1  771 

''3£T+ n?+ ""  °”-1  (m — 2)(m—iy+m* 

• . 

,^3  -j-  ({4^  "f"  Qih — 1 Cm— 1 )• 

Grössen  h » f4 Sm-i»  d.  h.  liegt 

: 1,  so  kann  man  nach  einem  bekann- 

‘f 

l Cm— 1 = (<I«2  ■föj  4"  Q4  “I" Qm — l)f  | 

1 , 2 3 777-2 

' ij + 3+  4+""m— l <m’ 


I Q4C4-I- Q m— IC»— l) 
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sarctanj 


! arctanm  arctan,  „ 
4 4 1.2  -fma 


1 m 

““  j ^rctÄiiA  «|  . •>  ä 

4 2.o -fm*  4 


1 m 

— i arctan 


3.4 -f  m1’ 


arctan 


m — 1 


1 t m 

, = — — |-  arctanm  — r arctanrg-r  — * 

m — I 77i  — • I m — 1 1.2  *f-  wr 


i m 1 

— 1 2.3 -fmz  m — 1 


m 


arctan 


m 


1 


(m  — 3)(m — 2)  -f-  m2 
m 


m — 1 arc*an  (ut  __  2 )(m  — 1)  -f-  m2  * 

wobei  das  Fortschreitungsgesetz  von  selbst  klar  ist. 

Addiren  wir  diese  sämmtlichen  Ausdrücke  und  setzen: 


,+2+3+ 


3 + 


1 

* * * m — 1 01 

l _ 

* * • in — 1 *** 

1 _ 

’ * ’m- l“*"3 


m — 1 


=a»-i; 


so  kommt: 

4 . m . . m 

^=<1! arctanm  j o^src tanj  o j ^2 ~f*^3 arctan^  ^ | ~|~  •••• 

....  + a.,-1  arc  tan  ( ,5) 

folglich,  wenn  wir  vorläufig  das  subtractive  Glied  in  15)  mit  £* 
bezeichnen: 

= fli  arc  tanm  — <S'a.  15)* 

• ■ 

Mögen  nun 

£l  y £®,  £3  £m — 2 

Grössen  bedeuten,  die  zwischen  0 und  L liegen,  so  ist*  weil 
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r(r  + 1)  + m*  s 1 


ist: 


arctan 

arctan 


m 


in 


I 


rä+m*“  1.2+m»  'im**'1’ 

m m 1 

2 3 + m2  2.3 +wt*  “ 3m»  h’ 


arctan 


m jji  1 

(m — 2 )(m — 1)  -f -m2  (m — 2)(m  — 1)  + m2  3//rJ £m~1  ’ 


i 

also,  wenn  wir  der  Reihe  nach  mit  «2,  etc.  niultipliciren  und 
addiren : 


16) 


S'o  — fl 


m 


21.2  + m2  ^“32.3  + 4/1* 


+ «3 


in 


i ••••  ö m — 1 


m 


(m  — 2)(m  — 1)  + m* 


1 , * 

~ 3w|3'  ffaf2  + ff3f3  + tf4£4  + Om— lfm— 1 !• 


Ist  non  e ein  Mittleres  der  Grossen  r2,  h»  £4 fm-i*  d.  h.  liegt 

e ebenfalls  zwischen  0 und  1,  so  kann  man  nach  einem  bekann- 
ten Satze  schreiben: 


■t 


^2*2  + ö3f3  + 0^4  + .....  (Im— lfm— 1 — (o2-f-  Aj  "f-  Ö4  -f  ..*.»Om — l)f| 

es  ist  aber 

12  3 m - 2 

a2  + a3  + <*4  + -.«m— 1 = 2 +3+  ^ + <»*1 


folglich  nähert  sich: 

1 


3m3 


(w2f2  + a3  £3  + 04^4  -f- ( 1 m— 1 f m— 1 ) 


für  wachsende  m ohne  Ende  der  Null. 
Entwickelt  man  weiter  die  Quotienten: 


m 


in 


m 


L2  + in 2 * 2.3  + m*  * (m  - 2)(m — 1)  + m* 

nach  steigenden  Potenzen  von : 

1.2  2.3-  (ni-2)(m-l). 


m2  ’ m2  * 


nv 


so  ergibt  sich: 
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M 

S'2=  - («2  + (1 3 + «4  -f  ...  « m-l) 

— Jj(l.2<?.2  +2  3ffa  + 3.4<r4  + „..  (w  — 2)(m  — J)aw_i) 

+ ^ (l2.22o4+2,.3*oä  + 3t.4*a4+.„(m — 2)*(m— l)4a*_i)  17) 

t 

~f*  (l*r.2*</2  + 2i.3irr73  -f- 3*.4*o4  -f- ....  (m — 2)*(»w  — i)* 


Es  hat  keine  Schwierigkeit  den  Grenzwerth  des  allgemeinen  Glie* 
des  Uk  dieser  Doppelreihe  zu  bestimmen.  Vermöge  einer  sehr 
einfachen  Transformation  nämlich  ist,  wenn  wir  statt  a2,  o3,  etc. 
wiederum  ihre  Werthe  setzen: 


Uk 


= Ji+i  I *2*4+  ä+ +^ri>  +2*3*  4 +i+ öT-^i) 


f- ....  (m  — 2)*(m  — 1)* 


m — L 


= -in  j | 1*2*  + 5(1**+  2*3*)+  \ (1*2* + 2*3*  + 3*4*) + ....  18) 

+ i;r_ri(1‘2‘ + 2*3*  + («-sw*  - W j • 

1 

Offenbar  liegt  der  Werth  des  letzten  Ausdrucks  zwischen  den 
beiden  andern: 


I«'» = { ^ • 2" (2**  +3")+J(2»+ 3« + 4«) + ... 

....  + ~ 1 (2"  + 3**  + ._  (m  - 1)")  j 

und 

«"*  = ^4+ , J 3-- 1" + J (l** + 2") + r (1“ + 2*H3“) + -. 

....  + ^~7(l“+2“+....(m-2)")^ , 


welche  für  ein  wachsendes  m gegen  dieselbe  Grenze  convergiren. 
Denn  es  ist: 
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Lim  (ii#* — u*k)  = Lim  1 2**“1  -f  3**-1  -f  4alr”1  + .... 


— Lim 


+ rt+  1 + 


m2*+lt^T  3 « 4 


*/»  — 1 


}• 


Man  hat  aber  nach  einem'  bekannten  Satze: 

_ ,.  -I«-1  + 2**~*  f 3«-i  + ....+ 1 

20)  L,m pr =24* 

folglich  auf  der  Stelle: 

21)  Lim  { 2“-1  + 3“-*  + 4“->  + ....  + (in  — 1)«-<  | = 0 . 
Ebenso  ist,  wie  man  leicht  sieht: 

Lim  G + 3 + 4 + 

also 

Lira  (u'k—  u"k)  =0, 
woraus  sich  das  Behauptete 

Lim  u'k  = Lim  «"* 

von  selbst  ergibt.  Da  es  nun  gleichgültig  ist,  welchen  dieser 
beiden  Grenzwerthe  wir  bestimmen,  so  wählen  wir  den  beque- 
meren Lim  mV  Hiebei  beziehen  wir  uns  auf  eine  Abhandlung  des 
Herrn  Prof.  S chlöm i I ch  im  Arch i v f.  Math.  Th.  XI V.  p. 452.  ff. 
wo  unter  Formel  6)  die  Relation  aufgesteilt  wird: 

(5  + 1)»*1  ^ ^ sm+l 

ffl  + 1 m -f- 1 

welche  für  jedes  positive  m gültig  ist.  Sonach  ist  allgemein: 

(r  + 1)**+V  . <*>,.  , «Mi.  , on.  rw+G 

~H£+T~  > 1 + 224  + 3** + ....  r2k  > » 


folglich , wenn  wir  mit  r -f  1 dividiren : 


fr  + 1)2*  1 

iHt>4i(1S‘+2S‘+3“+ 


r2k)  > 


Ak 


1 


2A-  + 1 1 

1 r 
r2k 

> 2Ä+1 (1 


hr) 

r ' 
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wo  «r  wiederum  eine  Grosse  bedeutet,  die  zwischen  0 und  1 Hegt 
Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach  für  r 


1,  2,  3,  ....  (ro—  2), 


so  erhalten  wir: 

22i  1 

v-  I2* 

24  + 1 >2I 

Sfl  >3(1"+2") 
2TTl  >l(»4‘+2"  + 3") 


> 

> 

> 


12* 

l«*-i 

24  + 1 

' 2A+I £*  ’ 

22* 

22*-l 

24  + 1 ' 

S+I1*’" 

32* 

32*-1 

24  + 1 ~ 

2A+X£j  ’ 

(m — 2)2t 

(wi-2)**-1 

24+1 

2A-+I  £” 

(2*+X  ^ m — I (1“+S“+  "•  +(m  *)“)>'  2A+1 

Summiren  wir  diese  sämmtlichen  Ungleichungen  und  dividiren 
durch  m2^1,  so  kommt: 


1 

24  + 1 V. 


k 4. 32t  4.  4*2*  + ....  + (jn  — J )2 


24  + 1 V.  m2*+1 

1«  + 22* + 32*  + ....  + (m — 2)2 


24  + 


1 f- 

+it 


m2*f-l 


> «" 

0 


£ /'-l"-'+2"-I  + ...  + (//i-2)2*-1 


24+1 


c 


m2*H 


) 


wo  £ ebenfalls  ein  achter  Bruch  ist.  Mit  Rücksicht  auf  20)  und 
21)  ergibt  sich  sofort,  wenn  wir  zur  Grenze  für  wachsende  in 
übergehen : 

1 f t n 1 

(2*+  J)2>  L,m“  02A+X)*’  . 


d.  h. 


also  auch: 


Limu”*  (2Ä+1)*’ 


Lira  uk  — 


(24+ 1)2’ 

Durch  Spectatisirung  dieses  allgemeinen  Ausdruckes  nach  Mass* 
gäbe  der  Gleichung  17)  ergibt  sich  auf  der  Stelle: 
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I 


LiraS'2=l—  J2  + p “*  ....=LimS|  (s.  Gleichung  14)).  23) 

Fassen  wir  jetzt  Gleichung  14),  15)*,  22)  zusammen,  so  wird 
8*)  einfacher: 

K = Lim  { — | Ig2//i7r  + -(1  +^+  ^ + — • ^ZZ\ ) arctanm } 


1 


1 


1 

1 


m =ao  . 

Für  ein  unendliches  m ist  aber: 


also 


arctanm 


y 


A’=Lim{ — j Ig2?r  + tj(l  + \ + 3+^‘m^T ^,»m) 1 
= -j(lg2  * + C),  23) 


wo  C die  bereits  im  Eingänge  erwähnte  Constante  des  Integral- 
logarithmus bedeutet.  Wir  können  somit  als  endliches  Resultat 
schreiben 


* dx 

— 1) 


— CA-  - 4-  - lg  — * 

— 8 v i + 2 g 'ln 

-2(;i‘-arctan.£+  j-arctan-j- + ....) 


I 


% 


Ist  a^bty  so  lassen  sich  die  arctan  in  convergente  Reihen 

entwickeln,  deren  Summe  ebenfalls  einem  endlichen  Werthe  sich 
nähert.  Man  findet  ohne  Mühe: 


25) 


/*  dx  1 


c+«+^'s 


J.  , 

2»  2*»  + 3.2V  6.2»*«  + 


wo 

**"  = ^ 2*in  33»  ^ 42Ü  ^ 5211  "H  *•••• 

Führt  man  die  Bernoullischen  Zahlen  ein  und  bedenkt,  dass 
allgemein : 
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t ^22n“1 

2n“  1.2  3... .(2n) 


oder 


s-ln 


X*»- 1 . 


22n-1n2n  1.2*3.. (2n)  * 

s>  haben  wir  die  einfache  Formel: 

26) 

/•*  1 C I 1 I 1 Itr  “ 3 + '1-’ 

,/  *(e*  — 1)_  ä +«+2l(2*  *1.2  + 3 1.2.. 

a 

27t. 


°6  **r,  * 

4 5 1.2..6  ' 


Zugleich  ergehen  sich  noch  einige  andere  Summen*  die  nicht 
ohne  Interesse  sind.  Man  findet  leicht,  wenn 

/•(a)+A2«)  + /’(3«)+....  = F(fl) 

gesetzt  wird,  die  ebenfalls  gültigen  Gleichungen: 

f(ß)  +/*(3a)  /(5a)  -f = F(a)  — F(2a) 27) 


f{a)  —/(2a)  -f /(3a) — ■/'(4a')  + = Fa— 2F(2a) . 


28) 


So  lange  nun  a reell  und,  wie  wir  stets  vorausgesetzt  haben,  posi- 
tiv ist,'  fällt 


r? 

t/  •*’ 


öo:  mit  — Ei(— o:) 


zusammen,  und  wir  können  unter  dieser  Beschränkung  schreiben: 

Ei(— «)  + Ei(—  2o)  + Ei(— 3«)  + ...  t=  - 

a 

_ 1 /•; i 1«  g/?t  «3  B3  c*  (?5 

“ 2 a 2 * 2*  + 11.2  3 1.2.3.4+  5 E27..6"  ; 

Ferner  ist  mit  Rücksicht  auf  27) 

/*  dx  /** dx  /**  0a:  /**  0a: 

x(ex—l)~~  J x (ex — 1)  J x(ex—  V)~*  J x{e**— 1) 

a 2a  a a 

/*•  0a: 

~ / a:(e*_ * 


folglich  ergibt  sich 
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Ei(-„)  + Ei(— 3«)+Ei(-5a)+..=—  (/VÄij  I)) 

« 2 a 


-f 


dx 


x(ex—e~je) 


10) 


1 1 


(21-!  )aBt  (28— 1 )a*/l3  (2ft — J )a*B6  : 


1.2 


1. 2.3.4 


1.2..5 


■J" .... 


2o— 2l82_ 

I 

Da  endlich 

/•  Bx  P*  Bx P*  Bx  /** Bx 

x(ex  — l)~~  */  x(ex—T)~~t/,x(e*—l)^J  1) 

a Sa  a o 

/*  Sa: 

1)* 


so  kommt 

31)  Ei( — a)  — Ei(— 2a)  + Ei(— 3a)  — Ei(— 4a)  + — 


/ P9  Sx  P9  rix  \ 

--  (/  -f  :r(e*-J)) 

a 2a 

/»  dx 
x(e*+l) 


— *“o  ^ + o*S 


1,  2a  (2*— 1 )aBl  , (24—  l)a3^ 


1.2 


12.2.4 


J,  (26 — l)a6/?s 

0776  + 


Lässt  man  a imaginär  werden,  so  erhält  man  mit  geringen 
Modificationen  ganz  analoge  Ausdrücke  für  die  Summen . sowohl 
das  Integralcosinus  Ci(a),  als  das  Integralsinus  Ni(a),  von  denen 
bereits  eine  mit  Hülfe  Fourier’scher  Leihen  vom  Herrn  Professor 
Schlömi  I ch  im  Archiv  der  Math.  Bd.  X 1.  p.  389  ff.  entwickelt 
worden  ist.  Eine  weitere  Auseinandersetzung  dieses  Gegen* 
Standes  behalten  wir  uns  jedoch  für  eine  andere  Abhandlung  vor. 


Thsil  XIX. 


SO 
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• % 


* 


Heber  das  Gesetz  der  Primzahlen- 

Von 

% 

Herrn  Dr.  Burhenne, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höhern  Gewerbschuie  zu  Cascel. 


Da  bis  jetzt  keine  allgemeine  Formel  filr  die  Primzahlen  be- 
kannt ist,  so  sind  die  folgenden  Betrachtungen  vielleicht  nfew 
ohne  Interesse. 

Wird  die  Function 


x 


x " 


nach  steigenden  Potenzen  von  x entwickelt,  so  entsteht  die  Reih« 

(2)*  *+'2a;,+2a:,-f324+22r6-|-4jf<  + 2ir7-|-.  . . 

Man  fiberzeugt  sich  hier  leicht,  dass  in  jedem  Glied©  dieser 
Reihe  der  Oeflicient  so  viele  Einheiten  hat  als  der  Exponent  IH* 
visoren-  Der  Exponent  der  Glieder,  w-elche  den  Coelncienteo  2 
haben,  ist  eine  Primzahl,  und  alle  Primzahlen  treten  success>vc 
auf.  Diese  Reihe  wird  schon  von  Lambert  in  seiner  Archijec- 
tonik  beiläufig  erwähnt,  ist  aber  nicht  weiter  benutzt  worden- 
Im  Folgenden  strebe  ich , darauf  allgemeine  zur  Theorie  der  Zah- 
len gehörige  Formeln  zu  gründen. 

Der  wte  Coefficient  der  Reihe  (2>  ist  gleich  der  Anzahl  der 

Divisoren  der  ganzen  Zahl  w.  Wir  drücken  diesen  Coefhcienten 

x * ’ 

allgemein  aus , wie  die  Maclaurin’sche  Reihe  lehrt.  Wenn 

kurz  durch  t\x)  bezeichnet  wird,  und  F"(0)  den  nten  Differential* 
quotienteu  von  F{x)  bedeutet,  wo  ar=0  gesetzt  ist,  so  drückt 
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(3)  1.237«  S>(0)  * W0  F(x) = i8‘  * 


den  titen  Coeflficienten  der  Reihe  (2)  aus.  Diese  Formel  (3)  ist 
ein  allgemeiner  Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Divisoren  einer  je- 
den ganzen  Zahl  n.  Wird  dieser  Ausdruck  gleich  2 gesetzt,  so 
hat  man  die  allgemeine  Gleichung  fiir  jede  Primzahl  fl,  nämlich 


b=n 


X 1 


(4)  IÄOJ  t ^(°) = 2 , wo  F(x)=  , 

welche  Gleichung,  wie  die  Betrachtung  der  Reihe  (2)  lehrt,  für 
alle  Primzahlen  und  nur  für  solche  gilt,  also  für  die  Primzahlen 
charakteristisch  ist.  Nur  ist  dabei  die  1 ausgeschlossen , weil 
dies  die  einzige  Primzahl  ist,  welche  keine  zwei  Divisoren  hat. 

Für  n=l  wird  natürlich  777^ Fn(0)=l. 

1.2.0  ...n  v ' 

Es  wäre  nun  die  Formel  (3)  weiter  zu  entwickeln.  Deshalb 
wenden  wir  uns  zur  independenten  Darstellung  des  fiten  Differential- 

gß k 

quotienten  der  Function  r* — -j»  welchen  wir  durch  Fn(x)  be- 

zeichnen.  Die  dazu  nothigen  Formeln  finden  sich  in  Sohncke’s 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integrntrech* 
nung.  Man  erhält 


F«(x)=(— l)«*1 
(5) 


für  ein  ungerades  hx 

.1.2.3...«  ! 1 

k * {x — l)"*1 


. t-i 

, . ....  1.2.3...«  1 

+ (-l)"+1 s • ^ 

lh  h=l 


cos 

V^x*I^co^+lJ+1’ 


F»(*)  = (-l)«+> 


(6) 


+ (-!)■+* 


für  ein  gerades  k: 

1.2.3  ...nf  1 • 1 'v 

k V(a  - !)»+»  (x  + l)’+lJ 

eo*C¥  + <*  + ,)®0 


•ä* 


2 
k*  I 


4 ff  2 h-x  1~\n+1  * 

y f x2 — 2.tcos  -^-  + 1 1 


wobei 


30* 
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COS  <2 >*  =5 


. '2b x 
x r-  cos  * 


j:® 


->  2A»  . 

2;rcos— 7-  -+!' 

A- 


, sin  (Pa  = 


l . 2A« 

wnT 


— n 

V^= 


2;rcos  + 1 


zu  setzen  ist. 


Es  ist  nun,  um  /•'"(O)  zu  erbitten,  in  den  Ausdrucken  (3) 
und  (6)  ar=0  zu  setzen.  Daun  tvird'4 


. - 2hn  , . 2/m 

cos(Pa= — cos-^-  » sin<P*=:sfn  —7-$ 


also  ’ 


_ 2fm 

4>k=n—  —£  , 


k ’ 


folglich  • * 

■ 4 . * 

cos(2-^+  (»4  !)<!»*)=  cos(~-^~  — (n  -f  1 )«)=(— l^+i.cos^j  » 


•i 


so  dass  sich  'ergiebt: 


für  ein  ungerades  k: 

Ir— l 


*(7) 


zwm  1.2.3...»  . 1.2.3... » * 2nhx 

F-(0)=—r~  + — f— - j*  «»T 

2* 

für  ein  gerades  k: 


^ * A— 1 

/o\  r^, /An „ 1.2.3 ...n  _ n ...  1.2.3... n * 2nhn 

(8)  ^(0)*= 7 -(1— (-l)n+1)  + — 1 -Z  cos— r- 

” * ; &=1  " 


Substituirt  man  diese  Formeln  (7)  und  (8)  in  (3).  so  erhalt 
man  den  entwickelten  Ausdruck  fiir  den  wten  Coeflicienten  der 
Reihe  (2),  nämlich 


TO 


2 

*.  r 


1.2.3... n di = • 

1 

h =— 

1,2  2 c2nhn 

1 + 1 dx  C08~ 

/ . I/i  ( lYM-hj.2  ? 2??A* 

» + -(1-(- D-m-  ^ cos  — 
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wo  für  t jede  ungerade  Zahl,  die  nicht  grosser  als  n,  und  fdr  p 

Sde  gerade  Zahl,  die  nicht  grösser  als  n ist,  zu  setzen  wäre. 

iese  Formel  (9)  drückt  die  Anzahl  der  Divisoren  einer  jeden 
ganzen  Zahl  n aus.  Es  folgen  eiuige  Beispiele,  wobei  wtr  die 
Formel  (9)  kurz  durch  ZU  bezeichnen. 


1 + 0 ) 

Für  n=l  ist  ZUzzz  | *.q  1=1 

Fdr  „=2Ut2t7=}+;  + ;|=‘2 


Für  « = 3 ist  ZU— 


+1+0 

1.2  f 
3 + 3 5 =*2 

0 + 0 


Für  « = 4 ist  ZU == 


4 1 

3 3 

3 . 1 

2 


=3 


2+o 


23  7^ 

Für  n= 5 ist  ZU=  \ l*  + 15  5=2 

0 +0 


Für  n=ß  ist  Z U= 


23  7 

15  + 15 

n + 1 

6 + 6 


=4 


u.  s.  w. 


Uebrigens  zeigt  sich  die  Formel  (9)  in  ihrer  wahren  Einfach* 
heit,  wenn  man  die  einzelnen  Substitutionen  für  t und  p separirt. 

i t)  + W ) 

Wir  bezeichnen  jetzt  die  Formel  (9)  näher  durch  Z \ }• 

/ ti+Wj  1 

Zum  Beispiel  sei 

« = 7 , 

dann  ist  für 


<=1;  v -f  w = 1 + 0 
p=  2;  r,  + MJ,=0  + 0 


p — 4;  C|  +iO|=0  + 0 


I 


I 


also 


Es  sei 


dann  ist  für 


also 


Es  sei 
dann  ist  für 
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, K ll 

t — o;  o + w =g—  g 

+ + 0 

, 7 X 1.6 

t= 7;  o +w  = 7+7 


/ 

2\  ] = ‘2. 
1 *i  + 1 


71=8, 


tzzz  1;  v + tc 

P=2;  ty+tcj 
(=3;  v + w : 


= 1+0 

= 1+0 

« • 

1 l 

3 3 

p= 4;  n + ^i  =^  + ^ 

# K . ii 

f=5;  v + w =v  — •= 


ri+«?i  = 

* 

<=7;,  v + w : 
^ = 8;  1?!  + «?!= 


1 1 

3~3 

l 1 

:7  7 

1+3 

4+  4 


P + tc 

t?|  +Wi 


!=• 


71  = 9, 


1=1;  v + w ==1  + 0 
p=z2;  t?l  + tc1=0+0 

• | 2 

t = 3;  v +tc=^+-jj 

/*=4$  t?j  + tCj = 0 + 0 
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„ - ll 

t=5  ;»•+«.  =5 

p=6;  ti  >|-wl=0-f  0 

„ . 1 1 

tzz7',  v =7—7 

|#=8;  t?!  +iol=0  -f  0 

, 1 . 8 

t = 9;  r + W7  =9  + Ti 

also 


u.  s.  w. 


Die  Formel  (9)  enthält  Summen  von  Cosinus,  deren  Bogen 
eine  arithmetische  Progression  bilden.  Nun  ist  aus  der  Gonio- 
metrie bekannt,  dass  die  Summe  der  Reihe 

(10)  cosa  -f  cos2a  -f-  cos3«  + ...  + cosma 

sin(m  + ^)a  — sin  j« 


Ssin^a 


ist.  Da  aber  diese  Summenformel  in  dem  Falle  unbrauchbar  er- 
scheint , wo  der  Nenner  zu  Null  wird,  indem  ^ a e,n  ganzes  Viel- 
faches von  n wird,  so  lässt  sie  sich  nicht  in  unsere  Formel»  (9)  sub- 
stituiren,  wie  wir  gleich  näher  sehen  wollen.  Setzt  man  in  der 

2/1  TC  m I 1 » 1 

Gleichung  (10)  0=  — j~  » nnd  nt—  zj;—  > so  wird 

k=t-t 

2 2/iAtT  1 

2 cos — 7—  = — ö * 

h=  \ t i 

Wenn  dagegen  i in  n aufgeht  (oder  gleich  w ist),  so  erscheint 
Null  im  Nenner  des  Bruche*  (10),  aber  es  sind  dann,  alle  Glieder 
der  Summe  gleich  1 , also 

2 2 nhn  t— 1 

2 COS — ■—  = — X-  • 
h= 1 * L 

» » • • 

2nit  1 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (10)  n—  » und  wi— «p  1,  so  wird 

r * 
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V 

k=l 


2nhn  1 
cos = — ^(I+coswtt) 


Diese  Summe,  wo  p eine  gerade  Zahl  bedeutet,  hat  also,  wen® 
n eine  ungerade  Zahl  ist , den  Werth  Null ; wenn  n eine  gerade 
Zahl  und  nicht  durch  p theilbar  ist,  so  ist  diese  Summe  gleich 
— 1 . Ist  dagegen  n durch  p theilbar  (oder  gleich  p ),  so  erscheint 
Null  im  Nenner  des  Bruches  (10),  aber  es  sind  dann  alle  Glieder 
der  Summe  gleich  1,  also 


h=:zv-1 

2 cos 
h=\ 


2nhit  I 


= ö/»—* 


Man  sieht,  dass  die  in  der  Formel  (9)  vorkommenden  Sum 
men  von  Cosinus  vielfacher  Bogen  immer  rationale  Werthe  haben. 


Beschränkt  man  die  Formel  (9)  auf  ungerade  Zahlen«, 
wobei  alle  Primzahlen  eingeschlossen  bleiben  (ausgenommen  die 
Primzahl  2),  so  vereinfacht  sich  diese  Formel.  Nämlich  das  dritte 


Glied —(1 — ( — 1)*+1)  wird,  wenn  n ungerade  ist,  zu  Null.  Auch 

das  vferte  Glied  wird  hier  immer  Null,  wie  wir  eben  gesehen 
haben.  Demnach  geht  die  Formel  (9),  wenn  n ungerade  ist, 
über  in 


(11) 


Ä=£=l 

O 2 

T 2 

t h— i 


cos 


2nhnr^ 


w’o  t jede  ungerade  Zahl  von  1 bis  n (inclusive)  bedeutet. 
Diese  Formel  (11)  drückt  die  Anzahl  der  Divisoren  für  jede  un- 
gerade Zahl  n aus. 

Wird  die  Formel  (11)  gleich  2 gesetzt,  so  hat  man  die  Glei- 
chung der  Primzahlen  N 


wo  t jede  ungerade  Zahl  von  1 bis  iV  (inclusive)  bedeutet. 
Diese  Gleichung  gilt,  wie  aus  dem  Anfänge  der  Entwickelung 
erhellt,  für  alle  Primzahlen  N und  nur  für  solche.  Dabei  sind 
die  Primzahlen  1 und  2 ausgeschlossen , weil  1 die  einzige  Pmn* 
zahl  ist,  die  keine  zwei  Divisoren  hat,  und  2 die  einzige  gerade 
Primzahl  ist.  Man  konnte  die  2 noch  in  die  Gleichung  aufnehnien. 
aber  es  wäre  u n zweck massig , wegen  .dieser  einzigen  Zahl  der 
Gleichung  noch  einen  Zusatz  zu  gehen. 

Die  Gleichung  (12)  aller  Primzahlen  von  3 an,  die  wir  kur* 
durch  J£(v  -f-  tc)  =2  bezeichnen,  zerlegt  sich  nun  in  folgende  ti- 

genschafteo : 
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(a)  Fürf=l  ist  c -f  tc  = 1 -f-0=l. 

(b)  Für  * = iV  ist  u + w = ^ + ^ =1 . 

(c)  Für  alle  übrigen  ungeraden  Werthe  von  t zwischen 
1 und  N ist 


h Jzl 

* wiin 


2 cos 

k=l 


also 

I 2 1 

v + w~t  + ^ — ^=0* 

» 

Die  erste  und  zweite  dieser  Eigenschaften  findet  nicht  hlos 
für  Primzahlen  N,  sondern  für  alle  ganzen  Zahlen  w Statt.  Die 
dritte  Eigenschaft  ist  für  die  Primzahlen  charakteristisch.  Also 
die  Primzahlen  N von  5 an  sind  dadurch  ausgezeichnet , dass 


h — — 

* 2A7*7C 

2 COS ; — 

&=1  t 


den  Werth  — ^ hat,  für  jede  ungerade  ganze  Zahl  t zwischen  1 

und  N . Die  Anzahl  aller  ungeraden  Zahlen  zwischen  1 und  der 

jy 3 

ungeraden  Zahl  iV  beträgt  — • Man  kann  also  die  Gleichung 
der  Primzahlen  iV  von  5 an  auch  in  folgender  Form  schreiben: 


h~ 


t-  i 


„ 2 2 Nhn  3— N 

2 2 cos — i — = — j— » 

t h=i  t 4 

0 

wo  t jede  ungerade  Zahl  zwischen  1 und  N bedeutet. 


Bemerkung.  Ich  halte  mich  verpflichtet  zu  bemerken,  Hass  auch 
Herr  Prof.  Scherk  in  Crelle’s  Journal  T h I.  IX.  S.  162.  1832. 
einen  Aufsatz  über  die  Lambcrt’sche  Reihe  und  ihren  Zusammenhang 
mit  den  Primzahlen  geliefert  hat.  iVliC  diesem  Aofsutze  hat  aber  der 
obige  Aufsatz  nichts  gemein , und  sein  Verdienst  kann  dadurch  nicht  ge- 
schmälert werden. 

Der  Herausgeber. 
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lieber  eine  gewisse  Gattung  geometri- 
scher Aufgaben  über  Maxima 
und  Minima. 

Von 

Herrn  Dr.  Schell, 

Privatdoccnten  an  der  Universität  zu  Marburg. 


Viele  geometrische  Aufgaben  verlangen,  einen  Punkt  auf 
einem  ebenen  oder  räumlichen  Gebilde  so  zu  bestimmen,  dass 
eine  von  seiner  Lage  und  anderen  gegebenen  Bedingungen  ab- 
hängige Grüsse  ein  Maximum  oder  Minimum  werde,  lür  die 
Lösung  derselben  soll  im  Folgenden  eine  allgemeine  Regel  ent- 
wickelt werden,  welche  sie  auf  das  Problem  der  Berührungen  zu- 
rückführt. Um  jedoch  einen  möglichst  synthetischen  Gang  einzu* 
halten,  beginnen  wir  mit  einigen  spcciellen  Fällen,  durch  deren 
Verallgemeinerung  wir  leicht  zu  jener  Regel  gelangen  werden. 

i 

1.  Das  System  zweier  congruenter  Kreisbogen  ASB  und 
AS' B (Taf.  X.  Fig.  1.),  welche  sich  in  denselben  zw  ei  , festen 
Punkten  A und  B endigen,  bildet  in  der  Ebene  den  geometrischen 
Ort  der  Scheitel  S aller  Winkel  ASB  von  constanter  Grösse, 
deren  Schenkel  durch  die  Punkte  A und  li  gehen.  Die  constante 
Grösse  dieser  Winkel,  die  wir  mit  « bezeichnen  wollen,  ist  gleich 
dem  halben  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Kreisbogen  treffen, 
und  hängt  von  der  Länge  dieser  ah,  so  dass,  wenn  b die  Länge 
eines  von  ihuen  und  r ihr  gemeinsamer  Radius  ist,  die  Gleichung 
besteht 

% 

b 


2.  Das  System  der  beiden  Bogen  theilt  die  Ebene  in 
Räume,  einen  inneren  von  ihnen  begrenzten  und  einen  äusseren 
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unbegrenzten.  Ersterer  werde  mit  R,  letzterer  mit  IV  bezeichnet 
Für  alle  Punkte  5 des  inneren  Raumes  R ist  ^ASB^a,  für 
alle  Punkte  des  äusseren  Raumes  R‘  aber  <«,  und  nur  auf  dem 
Umfange  der  Figur  ist  ^LASB—a*  — Ziehen  wir  durch  die  Punkte 
A und  B eine  Grade,  so  ist  insbesondere  für  alle  Punkte  S, 
welche  auf  derselben  zwischen  A und  B liegen,  j£ASB=n,  für 
alle  Punkte  S dieser  Graden  aber,  welche  ausserhalb  dieser 
Strecke  liegen,  =0;  für  einen  Punkt  S,  welcher  mit  A oder  B 
zusammen  fallt,  wird  ^.ASB—a» 

3.  Lässt  man  die  Figur  um  die  Grade  AB  rotiren,  so  ent- 
steht eine  Ringfläche  (4ten  Grades),  welche  gleichfalls  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  für  jeden  in  ihr  gelegenen  Pnnkt  S der  Winkel 
ASB  gleich  cc  wird.  Diese  Fläche  theilt  den  Raum  in  zwei  Theile, 
einen  inneren,  von  ihr  umschlossenen  und  einen  äusseren  unbe- 
grenzten. Ersterer  werde  wieder  mit  Rf  letzterer  mit  R ' be- 
zeichnet. Für  alle  Punkte  <S  des  inneren  Raumes  w ird  ^.ASB^a, 
für  alle  Punkte  S des  äusseren  <a.  Für  die  Punkte,  welche 
auf  der  Graden  AB  liegen,  gilt  dasselbe,  was  unter  2.  bemerkt 
wurde. 

4.  Berührt  nun  unser  System  zweier  Kreisbogen  oder  über- 
haupt ein  Kreis,  welcher  durch  die  beiden  Punktet  und  J?^;eht, 
irgend  eine  in  seiner  Ebene  liegende  Curve  in  einem  Punkto  S 
(Taf.  X.  Fig.  2.)  und  gehören  die  zu  beiden  Seiten  von  «S  liegen- 
den Nachbarpunkte  der  Curve  ein  und  demselben  Raume  R oder 
R'  än  , so  wird  für  diese  Lage  des  Punktes  S auf  der  Curve  der 
Winkel  ASB , dessen  Schenkel  durch  die  beiden  festen  Punktet 
und  B gehen,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Das  erstm’e  tritt 
ein,  wenn  die  Nachbarpunkte  von  S dem  inneren  Raume  R , das 
letztere,  wenn  sie  dem  äusseren  Raume  R ' angehören.  Ist  näm- 
lich S*  ein  solcher  Nachbarpunkt,  so  ist  zufolge  2.  der  Winkel 
AS'B<,ASB,  wenn  S'  dem  Raume  R ' angehört,  und  AS'B^ASB, 
wenn  S'  in  den  Raum  R fallt. 

Ganz  dasselbe  gilt  von  der  Ringfläche,  wenn  sie  eine  Curve 
oder  eine  Fläche  in  einem  Punkte  & berührt. 

5.  Wir  erhalten  daher  folgende  zwei  Sätze,  welche  zur  Auf- 
suchung der  Punkte  S auf  Curven  und  Flächen,  für  welche  der 
Winkel  ASB  eirr  Maximum  oder  Minimum  wird,  brauchbar  sind: 

1.  Bewegt  sich  der  Scheitels  eines  Winkels^Sß, 
dessen  Schenkel  durch  zwei  feste  Punkte  A und  B 

E ehe  n,  auf  irgend  einer  rai  t A und  B in  derselben  Ebene 
legenden  Curve,  so  kann  der  Winkel  einen  grössten 
oder  kleinsten  Werth  erreichen,  wenn  er  mit  einem 
Punkte  zusani inentrifft,  in  welchem  ein  durch  die' 
Punkte  A und  B gelegter  Kreis  dieCurve  berührt,  und 
zwar  tritt  das  ersfere  ein,  wenn  die  zu  beiden  Seiten 
von  S gelegenen  Nachbarpunkte  derCurve  dem  äusse- 
ren Raume  des  Kreises  angehören,  das  letztere  dage- 
gen, wenn  sie  in  den  inneren  Raunt  desslben  fallen. 

II.  Bewegt  sich  der  Scheitel  S eines  Winkels 
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ASB , dessen  Schenkel  durch  zwei  feste  Punkte  A und 
B gehen,  auf  irgend  einerCurve  oderFläche  iniRaum, 
so  kann  der  Winkel  einen  grössten  oder  kleinsten 
Werth  erreichet),  wenn  er  mit  einem  Punkte  zusaro- 
mentrifft,  in  welchem  eine  durch  die  P unkte  A und  B 
gehende  Ringfläche,  deren  Axe  die  Grade  AB  ist,  die 
Curvefod  er  Fläche)  berührt,  und  zwar  tritt  das  er stere 
ein,  wenn  die  zu  beiden  Seiten  von  S liegenden  iS  ach- 
barpunkte  der  Curve  (oder  die  rings  um  S liegenden 
Nachharpunktc  der  Fläche)  in  den  äusseren,  letzte* 
res,  wenn  sie  in  den  inneren  Raum  der  Ringfläche 
fallen. 

6.  Schneidet  die  Grade  AB  -die  Curve  oder  die  Fläche,  auf 
welcher  die  Punkte  S liegen , so  liefern  die  Durchschnittspunkte 
absolute  Maxima  oder  Minima  für  den  Winkel  ASB.  Es  ist  näm- 
lich für  einen  solchen  die  Grösse  des  Winkels  n oder  ö,  je  nach- 
dem dieser  Punkt  zwischen  A und  B liegt  oder  nicht. 


7.  Wir  wollen  nun  die  Sätze  f.  und  II.  zur  Lösung  einiger 
Aufgaben  benutzen. 


I. 

\ 

In  ‘einer  Ebene  sind  gegeben  eine  Grade  G und 
zwei  Punkte  A und  B (Taf.  X.  Fig.  3),  man  sucht  auf  6' 
die  Punkte  S,  für  welche  der  Winkel  ASB  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird. 

Liegen  A und  ß auf  entgegengesetzten  Seiten  von  G , so 
liefert  der  Durchschnittspunkt  S dieser  Graden  mit  der  Graden 
AB  ein  absolutes  Maximum  4lASB=n.  — Liegen  aber  A und 
ß auf  derselben  Seite  von  G , so  lege  man  durch  diese  Punkte 
die  beiden  die  Grade  G berührenden  Kreise.  Die  Berührungs- 
punkte 5 und  S'  liefern  die  Winkel  maxima  ASB  und  AS'B.  Es 
liegen  nämlich  die  Nachbarpunkte  von  «S  und  S*  in  den  äusseren 
Räumen  K der  Kreise  (s.  oben  2.).  Der  Durchschnittspunkt  S" 
von  G mit  Aß  liefert  das  absolute  Winkelminimum  AS"ß=Q- 

Die  Punkte  5 und  S'  findet  man,  wenn  man  einen  beliebigen 
Kreis  durch  A und  B legt,  an  ihn  von  S,r  aus  eine  Tangente 
S"o  zieht  und  mit  dieser  Länge  um  denselben  Punkt  einen  Kreis 
beschreibt.  Die  Durchschnitte  desselben  mit  der  Graden  G sind 
alsdann  die  Punkte  S,  S\  Es  muss  nämlich  zufolge  der  angege- 
benen Construction  S"S2  = S,,S,*=  S"A.  S"B  sein,  und  da  auch 
SV*= ^"A.S^B  ist,  so  wird  SfrS=S77S,=  tTo. 

Co  roll.  Die  Punkte  S,  S'  liegen  auf  der  Graden  G zu  bei- 
den Seiten  von  S"  und  zwar  in  gleichem  Abstande  von  diesem 
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Punkte.  Da  nun  die  Construction  von  der  Neigung  der  Graden 
(»  gegen  AB  unabhängig  ist,  so  folgt,  dass  die  Punkte  der  Win- 
kelmaxima  für  alle  Graden,  welche  durch  den  Punkt  <$"  gezogen 
werden  können,  in  einem  um  S"  beschriebenen  Kreise  liegen, 
dessen  Radius  das  geometrische  Mittel  aus  den  Segmenten  S"A, 
S"B  ist.  Ist  C der  Mittelpunkt  eines  StralenbCischels , so  liegen 
auf  jedem  Stral  desselben  zwei  Punkte  des  Winkelmaximums. 
Die  Gesammtheit  aller  dieser  Punkte  bildet  eine  Curve  vierten 
Grades,  welche  in  einen  Kreis  ubergeht,  sobald  der  Mittelpunkt 
des  Stral enbüsch eis  in  die  Grade  AB,  aber  nicht  zwischen  A und 
B fällt.  Die  Punkte  A , B , C gehören  der  Curve  an. 

i 


II. 


In  einer  Ebene  sind  gegeben  ein  Kreis  K und  zwei 
Punkte  A-  und  B , man  sucht  auf  dem  Umfange  des 
Kreises  die  Punkte  <$,  für  weiche  der  Winkel  ASB  ein 
Max  imum  oder  Minimum  wird. 

Liegeu  beide  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  (Taf.  X.  Fig.  4.), 
so  sind  nach  dem  Obigen  die  gesuchten  Punkte  die  Berührungs- 
punkte <$,  S*  zweier  durch  A und  B gehender  Kreise  mit  K. 
Von  diesen  Kreisen  berührt,  falls  die  Linie  AB  den  Kreis  K 
nicht  schneidet,  der  eine  K von  aussen,  der  andere  umschliesst 
K ; der  Berührungspunkt  £ des  ersteren  liefert  daher  ein  Winkel- 
maximuni  ASB,  der  Berührungspunkt  S'  des  zweiten  ein  Win- 
kelminimum  AS'B.  Schneidet  aber  die  Linie  AB  den  Kreis  K 
in  den  beiden  Punkten  D,  D\  so  berühren  beide  Kreise  K von 
aussen  und  ihre  Berührungspunkte  liefern  zwei  Winkelmaxima, 
die  Punkte  D,  />'  aber  zwei  Minima,  nämlich  Null.  Berührt 
die  Grade  AB  den  Kreis  K,  fallen  also  die  Punkte  D,  D'  in 
einen  einzigen  zusammen,  so  geht  der  eine  der  beiden  von  aussen 
berührenden  Kreise  in  die  Grade  AB  selbst  über,  welche  in  die- 
sem Falle  als  ein  Kreis  zu  betrachten  ist,  welcher  K umschliesst. 

. Liegt  der  Punkt  A ausserhalb,  Z?  innerhalb  K,  so  sind  keine 
berührenden  Kreise  möglich,  aber  von  den  Durchschnittspunkten 
D , D4  der  Graden  AB  mit  K liefert  der  auf  der  Strecke  AB  lie- 
gende ein  Winkelmaximum  n,  der  andere  ein  Winkelminimum 
Null. 

Liegen  beide  Punkte  A und  B innerhalb  K , so  erhält  mau 
vier  Minima,  zwei  liefern  die  beiden  durch  A und  B gehenden 
K berührenden  Kreise,  die  beiden  andern  die  Durchschnitte  D , D' , 
der  Graden  AB  mit 

Die  Berührungspunkte  S,  S‘  zweier  Kreise,  welche  durch 
A und  ß gehen  , mit  einem  dritten  Kreise  K findet  man  leicht, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  aller 
Kreise,  welche  durch  A und  B gehen  und  K schneiden,  durch 
einen  festen  Punkt  F der  Linie  AB  gehen.  Legt  man  also  von 


454 


4 


diesem  Punkte  an  K die  beiden  Tangenten,  so  sind  deren  Be- 
rührungspunkte die  Punkte  S,  S 


III. 


Es  seien  gegeben  eine  Ebene  £ und  zwei  Punkte  A 
und  By  man  sucht  in  der  Ebene  E die  Punkte  S,  för 
welche  der  Winkel  ASB  ein  Maximum  oder  Minimum 
w i r d. 

Liegen  A und  B auf  derselben  Seite  von  Ef  so  sind  dem 
Obigen  zufolge  die  gesuchten  Punkte  die  Berührungspunkte  von 
Ringflächen,  welche  durch  A und  B gehen  und  die  Grade  AB 
zur  Rotationsaxe  haben,  mit  der  Ebene  E.  In  diesen  Punkten 
haben  die  Ringflächen  und  die  Ebene  gemeinschaftliche  Normalen. 
Nun  schneiden  alle  Normalen  einer  Rotationsfläche  die  Axe;  es 
können  daher  die  gesuchten  Punkte  der  Ebene  E nur  solche  sein, 
in  denen  die  Normale  der  Ebene  die  Linie  AB  trifft.  Alle  solche 
Punkte  liegen  aber  in  der  Durchschnittslinie  G einer  durch  AB 
zu  E senkrecht  gelegten  Ebene.  Hiedurch  ist  die  Aufgabe  auf  I. 
zurückgeführt  und  man  hat  nur  nöthig  durch  A und  B zwei  die 
Grade  G berührende  Kreise  zu  legen;  ihre  Berührungspunkte 

S* *  sind  die  gesuchten  Punkte.  Beide  Winkel  ASB  und  AS'ß 
werden  ein  Maximum,  da  die  Nachbarpunkte  ihrer  Scheitel  den 
äusseren  Räumen  der  Ringflächen  angenören.  Die  Punkte  S,  S' 
liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Durchschnittspunktes  D 
der  Linie  AB  mit  der  Ebene  E und  stehen  von  D gleichweit  ab. 

Liegen  A und  B auf  entgegengesetzten  Seiten  von  E,  so 
liefert  der  Durchschnitt  der  Graden  AB  mit  E ein  Winkelmaxi- 
mum n.  . 

Coro  11.  Dreht  sich  die  Ebene  E um  eine  durch  D gehende 
Grade  um,  so  ist  der  Ort  aller  Graden  G eine  Kegelfläcbe  «wei- 
ten Grades,  auf  welcher  die  Punkte  S,  S'  einen  sphärischen  Ke* 
gelsclinitt  zeichnen.  Dreht  sich  die  Ebene  E uni  irgend  eine  nicht 
durch  D gehende  Axe,  so  ist  der  Ort  der  Graden  G ein  ein* 
faches  Hyperboloid*). 


Es  sei  gegeben  eine  Kugelfläche  K und 
Punkte  A und  /?,  man  sucht  auf  K die  Punkte 
welche  der  Winkel  ASB  ein  Maximum  oder  Mim* 
m um  wird. 


*•.<** 

*)  S.  Cha*le« , Analogie  entre  les  propo*it?ons  de  Geometrie  pl®**e 

ct  de  Geometrie  k trois  dimension«  im  Journal  des  mathem.  T.  !•  P* 
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Liegen  beide  Punkte  im  unteren  oder  im  äusseren  Raum  der 
Kugelfläche,  so  sind  dem  Obigen  zufolge  die  Punkte  S Berüh- 
rungspunkte zweier  Ringflächen,  welche  durch  A und  B gehen 
und  AB  zur  Axe  haben,  mit  der  Kugel  In  diesen  Punkten  müs- 
sen nun  die  Ringflächeu  mit  der  Kugel  gemeinschaftliche  Norma- 
len besitzen,  lite  Normalen  der  Rin^flächen  schneiden  aber  die 
Axe  AB  und  die  Normalen  der  Kugel  gehen  durch  derfen  Mittel- 
punkt. Die  gemeinschaftlichen  Normalen  liegen  also  in  einer  durch 
die  Axe  AB  und  den  Kugelmitteipunkt  gelegten  Ebene;  daher 
können  die  Punkte  <S  nur  auf  dem  Umfange  desjenigen  grössten 
Kreises  liegen , in  welchem  diese  Ebene  die  Kugel  schneidet. 
Hiedurch  ist  diese  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  11.  zurückgeluhrt. 

Liegen  beide  Punkte  A,  B ausserhalb  der  Kugel,  so  erhält 
man,  jenachdem  die  Grade  AB  dieselbe  schneidet  oder  nicht 
schneidet,  zwei  Winkelmaxinia  oder  ein  Maximum  und  ein  Mi- 
nimum. 

Liegen  beide  Punkte  innerhalb  der  Kugel,  so  erhält  man  zwei 
Minima.  Für  die  Durchschnitte  der  Graden  AB  mit  der  Kugel 
gilt  dasselbe,  wie  oben  unter  11. 

Liegen  A,  B auf  einem  Durchmesser  der  K*  gel , so  genügen 
alle  Punkte  eines  gewissen  Sphärenkreises  der  Aufgabe,  dessen 
Ebene  senkrecht  auf  AB  steht. 


8.  Bei  den  im  Vorstehenden  behandelten  Aufgaben  hing  die 
Grosse  des  Winkels  ASB  ab 

1.  von  der  Natur  des  Gebildes  G , auf  weichem  der 
Scheitel  S lag; 

2.  von  der  Lage  der  beiden  Punkte  A und  B gegen  ein- 
ander und  gegen  G ; es  sollte  der  Scheitel  S gefun- 
den werden,  so  dass  der  Winkel  ASB  unter  diesen 
unveränderlichen  Bedingungen  einen  grössten  oder 
kleinsten  Werth  annehme.  Wir  lösten  diese  Aufga- 
ben dadurch,  dass  wir 

1.  den  Ort  der  Scheitel  S suchten,  für  welche  ASB 
einen  constanten  Werth  a annahm  und  dann 

2.  diesen  Constanten  solche  Werthe  beilegten,  für  welche 
der  Ort  das  Gebilde  G berührt. 

• • 

Es  war  alsdann  die  Möglichkeit  vorhanden,  dass  die  Berüh- 
rungspunkte ein  Maximum  oder  Minimum  des  Winkels  ASB  lie- 
ferten. Damit  dies  wirklich  eintrete,  war  erforderlich,  dass  die 
zu  beiden  Seiten  eines  solchen  Berührungspunktes  resp.  rings 
um  ihn  liegenden  Nachbarpunkte  des  Gebildes  G gleichzeitig  ent- 
weder in  den  inneren  oder  äusseren  Raum  des  Ortes  fielen,  in 
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w elche  der  unendliche  Raum  durch  denselben  getheilt  wird.  War 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  hing  die  Entscheidung,  ob  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum  vorliege,  nur  davon  ab,  in  welchem  die- 
ser Räume  die  Nachbarpunkte  gelegen  waren. 

Es  ist  nun  leicht,  diese  Betrachtungen  dahin  zu  verallgemei- 
nern, dass  an  die  Stelle  des  Winkels  ASß  eine  beliebige  geome- 
trische Grösse  tritt.  Zu  dem  Ende  möge  folgende  umfassendere 
Aufgabe  gestellt  werden: 

Es  sei  gegeben  ein  geometrisches  (lineäres  oder 
Flächen-)  Gebilde  G und  irgend  welche  andere  Ge- 
bilde, welche  eine  feste  Lage  gegen  G haben.  Man 
soll  die  Punkte  S aufGfinden,  für  welche  eine  geome- 
trische Grösse  u,  die  von  der  Lage  des  Punktes  £ 
und  den  übrigen  Gebilden  abhängt,  ein  Maximum  oder 
Minimum  werde. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  führen  folgende  Betrachtungen. 
Sucht  man  den  Ort  aller  Punkte  S , für  welche  die  Grösse  n 
einen  constanten  Werth  k annimmt,  so  theilt  dieser  Ort  den  Raum 
in  zwei  Theile  R , R\  von  denen  der  eine  ( R ) alle  Punkte  S, 
für  welche  u">k,  der  andere  aber  alle  die  Punkte  S enthält,  für 
welche  «<£  wird,  während  auf  dem  Orte  selbst  u — k ist.  Be- 
rührt nun  ein  solcher  Ort  u=k  das  Gebilde  G , so  können  die 
Berührungspunkte  solche  sein,  die  der  Aufgabe  entsprechen.  Sie 
sind  es  allemal  dann,  wenn  ihre  Nachbarpunkte  alle  in  den  Raum 
R,  oder  alle  in  den  Raum  R'  fallen.  Im  ersten  Falle  wird  uein 
Minimum,  im  zweiten  ein  Maximum. 

9.  Um  die  Anwendung  dieser  Methode  noch  an  einem  ein- 
fachen Beispiel  zu  zeigen,  werde  folgende  allbekannte  Aufgabe 
nach  ihr  gelöst. 

Auf  einer  Graden  G einen  Punkt  S so  zu  bestim- 
men, das  die  Summe  der  von  ihm  nach  zwei  festen 
Punkten  A , B gezogenen  Stralen  ein  Minimum  werde. 
(Taf.  X.  Fig.  5). 


Hier  ist  ti  — SA+SB  und  der  Ort  m=A'  eine  Ellipse,  deren 
Brennpunkte  A und  B sind.  Der  Punkt  S ist  also  der  Berüh- 
rungspunkt einer  Ellipse  mit  der  Graden  G , die  A und  B zu 
Brennpunkten  hat. 

Ist  I)  der  Durchschnitt  von  G mit  der  Graden  AB  und  N 
der  Durchschnitt  der  in  iV  errichteten  Normalen,  so  sind  A,  B, 
D,  N vier  harmonische  Punkte.  Sobald  J\  gefunden,  liefert  ein 
Perpendikel  aus  diesem  Punkte  auf  G den  Punkt  &. 
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lieber  eine  vorzüglich  zur  Anwendung 
bei  geodätischen  Messungen  geeignete 
Methode  zur  Bestimmung  der  Polhühe 
oder  geographischen  Breite. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  meiner  früher  erschienenen  Schrift: 

» 

Versuch  einer  neu en  Me thode  zur  Bestim  mung  der 
Pol huhe  oder  geographischen  Breite  bei  geodätischen 
Messungen.  Von  Johann  August  Grunert.  Leipzig. 
1844.  r ® 

habe  ich  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhöbe  oder  geo- 
graphischen Breite  empfohlen  und  ausführlich  theoretisch  ent- 
wickelt, welche,  mit  'völliger  Beiseitesetzung  einer  Uhr  und  eines 
genauen  Höheukreises  am  Theodoliten,  bloss  die  Anwendung  eines 
vorzugsweise  zur  Messung  von  Horizontalwinkeln  geeigneten  Theo- 
doliten in  Anspruch  nimmt,  wie  er  sich  in  der  Hand  eines  jeden 
Geodäten  befindet  oder  wenigstens  befinden  sollte.  Diese  Me- 
thode besteht  darin,  dass  man  sich  drei  ihren  Positionen  auf  der 
Sphäre  nach  genau  bekannte  Sterne  aussucht,  die  zu  der  Zeit, 
wo  man  die  Beobachtung  anzustellen  beabsichtigt,  bald  nach  ein- 
ander  gleiche  Höhen  erreichen,  wobei  man  sich,  anderer  Mittel 
nicht  zu  gedenken , zweckmässig  eines  Himmelsglobus  bedienen 
kann.  Indem  man  nun  das  Fernrohr  des  Theodoliten  in  einer 
dieser  Höhe  ungefähr  entsprechenden  Höhe  am  Höhenkreise  des 
Theodoliten  unveränderlich  feststellt,  fasst  man  jene  drei  Sterne 
nach  einander,  wenn  sie  die  Höhe,  in  welcher  das  Fernrohr  fest- 
gestellt worden  ist,  erreichen,  in  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreu- 
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zes,  was  leicht  durch  sanfte  Fortbewegung  des  am  Höhenkreise 
festgestellten  Fernrohrs  mittelst  der  Mikronieterschraube  am  Ho- 
rizontal- oder  Azimuthai*  Kreise  des  Theodoliten  geschehen  kann, 
und  misst  auf  den»  letzteren  Kreise  die  den  in  Rede  stehenden 
drei  gleichen  Höhen  der  drei  Sterne  entsprechenden  beiden  Azi- 
muthaldifferenzen  derselben.  Dann  hat  man  alle  Data,  welche 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe,  und  ausserdem  noch  anderer  astro 
nomischer  Fleinente,  erforderlich  sind.  Ob  diese  in  ihrem  Prin 
cip  und  ihrer  Anwendung  ein  lache  Methode,  die  nur  den  Gebrauch 
des  in  der  Hand  jedes  Geodäten  beiiudlichen  Aziniuthal- Theodo- 
liten voraussetzt,  schon  praktische  Anwendung  gefunden  hat, 
w'eiss  ich  nicht;  dass  sie  bei  grösseren  Messungen  in  Ch i le  von 
dem  eine  Auswanderungsgesellschaft  dorthin  begleitenden  Geo- 
meter angewandt  werden  sollte,  ist  mir  geschrieben  worden;  ob 
dies  aber  wirklich  geschehen  ist,  darüber  hin  ich  gleichfalls  noch 
h*  Ungewissheit  Um  die  Methode  wieder  in  Erinnerung  zu  brin- 

fep,  da  sie  sich  namentlich  auch  zum  Gebrauche  für  Lehrer  an 
öheren  Unterrichtsanstalten  eignen  dürfte,  die  jetzt  »Öfters  im  Be- 
sitz guter  vorzugsweise  zur  Messung  von  Horizontalwinkeln  geeig- 
neter Theodoliten,  aber  nicht  zugleich  im  Besitz  guter  Ehren  sind, 
so  will  ich  hier  eine  von  der  in  der  obeu  erwähnten  Schrift  ge- 
gebenen verschiedene  analytische  Auflösung  des  dieser  Methode 
zum  Grunde  liegenden  astronomischen  Problems  geben,  indem  ich 
mich  rücksicbtlich  der  weitern  Betrachtungen  über  die  Genauig- 
keit der  Methode,  über  verschiedene  bei  deren  Anwendung  zu 
beobachtende  Vorsichtsmassregeln,  u.  s.  w.  auf  die  obige  Schrift 
beziehen  muss. 

Wir  wollen  den  Mittelpunkt  der  Sphäre,  d.  h.,  weil  wir  es 
hier  bloss  mit  den  Fixsternen  zu  thun  haben,  das  Auge  des 
Beobachters,  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordiuatensy- 
stems  der  x yz  annehmen.  Vom  Anfänge  der  Coordinaten  an  sei 
der  positive  Theil  der  Axe  der  x nach  den»  Nullpunkte  der  Azi- 


Zenith  des  Beobachters  hin  gerichtet,  so  dass  also  die  Ebene  des 
Horizonts  die  Ebene  der  xrj  ist. 

Die  durch  die  als  bekannt  vorausgesetzten  Declinationen  der 
drei  jSterne  unmittelbar  gegebenen  Polardistanzen  derselben  seien 
(0,  <o',  die  Azimuthe,  in  denen  sie  beobachtet  worden  sind, 
seien  co,  w',  t*>";  ihre  gleichen  Höhen  seien  h,  U , //;  und  q>,  ft  7 
seien  die  drei  180°  nicht  übersteigenden  Winkel , w elche  der  über 
den»  Horizonte  liegende  Theil  der  Weltaxe  mit  den  positiven 
Theilen  der  Axen  der  x,  gt  z einschliesst. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  bekannten  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  offenbar  die  drei  folgenden  ganz  allgemein 
gültigen  Gleichungen: 

( cosö  = costocoshcoscp  -f  sintacosAcosp  -fsin/zcos^, 

1)  < cosö'  =:  cos  co 'cos  Acos<p  -f  sinw'cosAcostp  -fsinAcos^, 


coso^sscos  a>"cosAcos<p  sin  co"cos  hcoaty  -f  sinAcosj; ; 
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zu  denen  dann  noch  die  bekannte  Gleichung 

' i 

2)  cosgo2  + cosij/2  -f  cosx2  = J 

kommt. 

/ 

T)a  es  nun  hier  ganz  willkuhrlich  ist,  von  welchem  Punkte 
an  die  Azimuthe  gezahlt  werden,  und  die  Beobachtungen  die 
Aziniuthaldiflerenzen  zwischen  der  ersten  und  zweiten  und  zwi- 
schen der  zweiten  und  dritten  Beobachtung  liefern,  so  können 
offenbar  die  drei  Azimuthe  ©,  ©',  w"  als  bekannt  angesehen 
werden,  und  die  obigen  vier  Gleichungen  reichen  daher  zur  Be- 
stimmung der  vier  unbekannten  Grössen  /*,  cp,  gerade  hin. 

• i 

Aus  den  drei  Gleichungen  1)  folgt  durch  Subtraction: 

cos«  — cos«'  = (cos©  — ■ cos©')cos/*cos<p  -f  (sin© — sinw^cosAcosi/;, 

cosö'—  cosö"  = (cos©' — cos(a//)cosÄcosqp-f-(sino)/  — sin©")cosAcosiJ;; 

\ 

also 

(sin©' — sin©")(qosö — cos«')  — (sinai  — sinw'Xcos«' — cos«") 
={(cos© — cos©')(sin©' — sin©")— -(cos©' — *cos©")(sin© — sinco')  \coshCOS(P » 

(cos©'  — cos©")(cos«  — cos«')  — (cos©  — cos©')(cos«' — -cos«") 
=_|(cos©— cos©')(sin©'— sin©") — (cos©' — cosw")(sin© — sinw'XcosAcosT//. 

Es  ist  aber: 

\ 

% 

(cos©  — cos©')(sin©' — sin©")  — (cos©'  — cos©")(sin©  — sin©') 

- sin(©  — ©') — sin(©' — ©")  — sin(©" — ©) 

1*1  1 1 

=—  Ssin^w— ©")c°s^(w--l2w'+©")— 2sin2(»// — ©Jcos^®"—  w) 

= 2sin  ^(©"— ©)|cos^(<ö-— 2©'+©")  — cos|(©"—  ©)| 

= 4sin  ^ (©  — ©')  sin  £(©' — ©")sin^  (©"  — w)  ; 
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(sinca'“-sinta")(cosö  — cosö')  — (sin  ca  — sinca')(cosö'—  cosö") 
= (sin  ca' — sin  <a")cosö  f (sinww  — sinca)co8Ö'-Ksinca— sina')cosöfc 

— — (cosö' — cosö")sinca — (cos  ö"— cosö  )sinco' — (cosö— cosöOsine" 

= 2sin  ^(co' — o>")cos^(ta'-f  ca") cosö 

-f  2sini(to"—  ca)  cog2(ö##+  ®)cos5# 

+ 28*10^(0)  — w')eo8^(«  + wOcos<5"  * 

s=  2sin^(ö/  — ö")sin£(ö'+ö")sinca 
+ 2sin  | (ö"  — ö)sinj(ö"  -f  ö)sin  ca' 

-f  2sin  vj  (Ö  — ö')sin  i(ö  -f  ö')smca", 


und  ganz. ebenso: 

(cos  ca'  — cosca")(cosÖ — cosö')  — (cos  ca — cosca'Xcosö'  — cosö") 
= (cosca' — cos  ca")cosÖ-f  (cosca" — cosoa)cosö/-J-(cosca — cosw')cosö" 
= — (cosö7 — cosÖ")cosca— (cosö"— cosö)cosca' — (cosö — cosöOcoi» 

= — 2sin  ^-(ca'  — ca")sin|  (ca'  + ca")cosÖ 

— 2sin  y (ca" — ca)  sing-(fii"-f-  ca)cosö’ 

1 .1 

— 2siny  (ca  — co^sin^  (ca  + ca')cos6)" 

= 2sin  ^(ö'  — Ö")sin^(ö'  -f-  Ö")cosca 

+ 2sin  * (Ö"  — ö)siny  (ö"+ ö)cosca' 

-f  2sin^  (ö  — ö')siny(ö  -f  ö^cosca". 

Setzen  wir  also  der  Kürze  wegen: 


3)  sin^fro' — ca'^cos^ca'-f  ca")cosö 

+ sin^  (ca" — • ra)cos^(ca"+  ca)cosö/ 

.1  1 _ * 

-f  sin.j  (ca  — ca')cosy  (ca  -f  öj')coäö" 
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4) 


+ si«  j (Ö" — ö)sin  ^(ö"  + ö)si»  a>' 
-f  sin^-  (ö  — sin^Cö-f-öOsinü)", 


M'z^,  sinjjfcö' — a/Osin^-^-j-  o>")cosö 
-f  sin-y(a)"  — co)sin  ^-(a>"-f-  (o)cosö' 
-f  sin^  («  — Cousin  ^(w  -f-G)')cosö" 
= — sin|-(ö'  — ö'')sin^(ö'  -f  Ö")cos  w 
— sinkj(ö" — ö)sin  J-(ö"-f  0)0080)' 


— sin^  (&)  — co^sin^Cö-f  o)0COSCl >" 


5)  iV= — ^-{sin(w — cö')  + sin(w' — w")  -f-  sin(w" — ca)| 

= 2sin^(Q}  — wQsin  ^-(w' — ü>")sin.j((a"  ®) ; 

«0  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  zwei  folgenden  Gleichungen :* 

!Mz=z  Ncoshco&cp , 

Al'z=.  Ncoshcosip; 

aus  denen  die  Producte  cosAcosg*  und  cosAcost/;  gefunden  wer- 
den können. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

sinAcosj(:=costö  — coswcosAcosqp  — sina>cosAcost/s , 
also 


oder 


sinAcosx=s  costo  — 


M 

JV 


COSO)  — 


N‘  . 

jy  sin  c 0 


ArsinAcosjf=iVcosü  — Alcosa) — Af'sino) 
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= 2sin^  (g) — cd*)  sio^(tD/ — •©'/)sm^(©// — co)cosü> 

sin  6)  ^coS^-Cca'  4 üj^cosö 

— ^4  sin  ^(co"  — ©)  cos.j(&)//+ w)cosg)/  V cos© 
4stn|'(©-— ©')cos^(©4w')cosö''  1 

sin  *(©'  — ©")  sin^(©'4  ©")cosö 

1 i __ 

— \ -|-  sing(©/#  — co)sinr)(G)//4  mJcosü'  > sin© 


TZlI 


cosö 


4 sin  J (cd  — &)')sin  ^(©4  ca^cosG) 

( 2sio^  (© — w')sin  J (©" — ©). 

= siuty(©'  — ©*)  < j 

| — cos  (g>-^2  (»'  + a*)) 

— sroi  (©"  — ©)cosi  (ca" — ©)cosö' 

— sin^  (©  — ca ')  cos^ cd —©') cos  Ö"  * 
und  weil  nun 

4 

2sin^(© — cd  *)sin  £(©" — '©)—-cob(© — g (©#4®,/)) 

1 1 1 1 

=2sin  - (cd — G)')sin  gC©"— «)— ‘COs(^^®  “0  — 

= sin.j  (©•—©')  sin  ^-(©" — ©)  — cosky(© — ©0 cos  j (cd"— w) 
=-cosi(©'  — ©#/) 


ist,  so  ist 


iVsinÄcos^  =■ 


1 1 

■sin  g (cd1 — ©M)cos^  (©'— ©")cos6> 
sin^(©* — ©)cosJ  (cd" — ©)cosö' 
sin  J (cd  — ©')cos  g (©  — ©')cosö/#* 
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Setzen  wir  also 


7) 

M "= — ^-{  i<in(cö/ — G)")cosÖ  -f*sin((a" — w)eosÖ'  +sin(Gr — ca^cosö"  } , 
so  ist 


8)  M“ — Nswhcosx , 

mittelst  welcher  Gleichung  das  Product  sin/icosj^  gefunden  wer 
den  kann. 

Wir  haben  jetzt  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

IM—  ZVcosAcosqp , 

M'  — Nco&hcosty , 

M" = Ns\nhcos% » 


aus  denen  sich 

M ^ M'  M 

10)  eo**=m^h’  c<iav~ ivcosA ’ co,,*=mi sä: 

* , r 

also  wegen  der  Gleichung  die  Gleichung 


11) 


A/2  + jy*  üfwa  _t 

N2cos/i2  + ZPsiDÄ2-“1 


ergiebt. 


Bezeichnen  wir  die  absoluten  Werthe  ven  M"  und  ZV  durch 
(jl/")  und  (ZV),  so  können  wir  vermöge  der  vorhergehenden  Glei- 
chung, wenn  u einen  zwischen  0 und  90°  liegenden  Winkel  be- 
zeichnet, so  dass 

0 

, 0 < m < 90° 

ist. 


12) 


V m*  4 m . (,)/") 

C0SU—  (^v)cosA  S'nu— (A,)sinA. 


also 


# 


cos/tcusu  = 


VT/HlF1 

W 


sin/isinu  — 


(jn 

(AT) 


setzen.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Addition  und 
Subtraction : 


464 


cos(A — •u)  = 


13) 


V M*  + AI'*  + (JH" ) 

(N) 


cos(A-fu)  = 


- v /»M  -W'*- (■»/'') . 


(iV) 


oder  auch,  wenn  (M)  noch  den  absoluten  Werth  von  M be- 
zeichnet: 


14) 


y , (-W") 
/ + (Ä) 


I 


cos(A-«)=^  |V»S. 


und  hat  man  mittelst  dieser  Gleichungen  A — « und  A+u  gefun- 
den, so  erhält  man  auch  leicht: 

15)  h=^{h  + u)  + ^(A— «),«=£  CA  + «)— ^(A— «). 

Es  sind  hierbei  aber  nun  noch  die  folgenden  Bemerkungen  zu 
machen. 


Weil 


0<A<90°,  0 < u < 90° 


ist,  so  ist  offenbar 


— 90°<A-i4<  + 90V 

0 < ä + m < 180°. 

Ist  nun  0 der  zwischen  0 und  90°  liegende  Werth  von  k — «r 
welcher  der  Gleichung 


COS(Ä  — u)  = 


V M*  + M 2 + (M“) 

(iV) 


genügt,  so  ist 


A — «=+0. 


Und  ist  0X  der  eine  zwischen  0 und  180°  liegende  Werth 
von  A + m,  welcher  der  Gleichung 


cos(A  -f  u)  = 


(M") 

TN) 


genügt,  so  ist 
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h +«i=ö|. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen 

h — u=±6,  h d u — 
mittelst  Addition  erhält  man : 

. , . 2A=fl,  + fl,  also  A = 

Ist  nun 

o<0i<yo°, 

so  ist,  weil  offenbar  Ö<öj  ist: 

0 < < 90°  » 

und  es  giebt  also  für  h zwei  Werthe,  nämlich 

0i  + 0 


Ä = 


2 ‘ 


Ist  dagegen 

!K)°  <0|  < 180°, 

so  ist  immer 

0>0!  — 180°, 

weil  ö positiv,  01  — 180°  negativ  ist;  also  ist  immer: 

6t  — 

und  folglich,  weil  0j — 0 auch  positiv  ist: 


daher  immer 


Der  Werth 


0<^L2-^<90°: 


. 0.-0 

A—  2 * 


A—  ^ ® 

2 


ist  aber  in  diesem  Falle  nur  dann  zulässig,  wenn 


t 
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0 < -*-s~  < oo° 

L 


st. 


Wenn  es  zwei  Werthe  von  h giebt,  so  wird  man  aus  den 
Beobachtungen  selbst  den  Werth  von  h doch  gewiss  immer  so 
nahe  kennen,  dass  kein  Zweifel  bleiben  kann,  welchen  der  bei* 
den  Werthe  von  h man  in  dem  vorliegenden  Falle  zu  nehmen  hat. 


Bezeichnen  wir  nun  die  Polhohe  durch  0,  und  den  Winkel, 
welchen  die  Projection  der  von  dem  Anfänge  der  Coordinaten 
oder  dem  Auge  nach  dem  Pol  gezogenen  Linie  auf  der  Ebene 
des  Horizonts  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x einschliesst, 
indem  man  diesen  Winkel  von  den»  positiven  Theile  der  Axe  Her 
x an  durch  den  rechten  Winkel  ( xy ) hindurch  von  0 bis  360° 
zählt,  durch  Sl;  so  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

casg>  = cos  Slcos  0 , 

cost/z = sin^lcos  0 , 

cosx  = 8in<P; 


coSilcos0=m-h  , 


also  nach  9): 


swSlcos0— 


iVco sh  * 


sin<D  = 


M" 

Nsmh  5 


aus  denen  sich 

M"  M' 

.16)  Bw0=WalKh,  si»^=2VcÄ78-ö'  C<M"^ 


M 


iVcosAcostP 


oder  auch 

W M' 

17)  sm(D=2^i.  tangß=-^ 

ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln  man.  nachdem  man  h gefunden, 
0 und  Sl  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmen  kann. 

Durch  den  Winkel  Sl  wird  offenbar  die  Lage  der  Mittags* 
linie  gegen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x bestimmt,  und 
da  man  a,  a"  kennt,  so  wird  man  nun  auch  leicht  die  wirk- 
lichen Azimuthe  der  drei  Sterne  zu  den  Zeiten  der  drei  Beob- 
achtungen, d.  h.  ihre  Azimuthe  in  Bezug  auf  den  Sudpunkt 
als  Anfang  der  Azimuthe  bestimmen  künnen.  Dann  werdeo  s»ch 
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aber  aus  den  bekannten  Azimuthen  und  Declinationen  der  drei 
Sterne  und  der  Polhöhe  auch  leicht  ihre  Stundenwinkel  zu  den 
Zeiten  der  drei  Beobachtungen  berechnen  lassen,  und  kennt  mau 
nun  noch  die  Rectascensionen  der  drei  Sterne,  so  lassen  sich  auch 
auf  bekannte  Weise  die  den  Momenten  der  drei  Beobachtungen 
entsprechenden  Sternzeiten  bestimmen,  was  hier  nicht  weiter  er* 
läutert  zu  werden  braucht. 

Man  braucht  bei  dieser  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhöhe 
nicht  eiumal  im  Besitze  eines  Theodoliten  zu  sein.  Ein  Reiss- 
brett, das  sich  durch  drei  Stellschrauben  horizontal  stellen  lässt, 
und  eine  Kippregel , wie  man  sie  bei  den  Messungen  mit  dem 
Messtische  gebraucht,  überhaupt  ein  Fernrohr,  das  sich  über  der 
Schärfe  eines  Lineals  in  einer  Vertikalcbene  bewegen,  und  mit- 
telst einer  Schraube  in  verschiedenen  Höhen  leststellen  lässt, 
können  schon  ausreichen.  Man  stellt  das  Reissbrett  horizontal, 
legt  die  Kippregei,  an  welcher  man  das  Fernrohr  in  einer  gewis- 
sen Höhe  unveränderlich  befestigt  hat,  darauf,  bringt  durch  Ver- 
schiebung des  Lineals  der  Kippregel  auf  dem  Reissbrett  nach  und 
nach  den  ersten,  zweiten  uud  dritten  Stern  in  den  Mittelpunkt 
des  Fadenkreuzes,  und  zieht  jedesmal  an  der  Schärfe  des  Lineals 
auf  dem  Reissbrett,  dessen  Lage  natürlich  nicht  verrückt  werden 
darf,  mit  einem  etwas  harten  Bleistifte  eine  feine  Linie.  Dann 
sind  die  von  der  ersten  und  zweiten , zweiten  und  dritten  Linie 
eingeschlossenen  Winkel  die  beiden  Azimuthaldißerenzen  der  drei 
Sterne,  die  man  dann  durch  hinreichend  bekannte  graphische 
Methoden,  etwa  mit  Hülfe  eines  genauen  tausendtheiligen  Maass- 
stabes, genau  messen,  und  daraus  die  Polhöhe,  die  Lage  der 
Mittagslinie  und  die  Zeit  nach  der  im  Obigen  gegebenen  Anwei- 
sung berechnen  kann.  Es  scheint  wir  wünschenswert!!,  dass  Lieb- 
haber astronomischer  Beobachtungen,  die  sich  nur  den  vorher 
erwähnten  äusserst  geringen  lnstrumenten-Apparat  anzuschaffen  im 
Stande  sind,  sich  <W  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methode 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe,  des  Meridians  und  der  Sternzeit 
bedienen  möchten,  und  auch  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalten dürften  dieselbe  zu  zweckmässigen  Hebungen  vorge- 
rückterer und  fiir  solche  Dinge  sich  interessirender  Scnüler  sowohl 
im  Beobachten , als  auch  im  Rechnen , benutzen  können , nament- 
lich auf  Lehranstalten  wie  die  höheren  Bürger-  und  Realschulen, 
welche  das  Hauptmittel  der  Bildung  ihrer  Schüler  mit  Recht  in 
der  Mathematik  suchen  und  suchen  müssen. 

Noch  will  ich  bemerken,  dass  sich  die  Formeln  13)  auf  fol- 
gende Art  durch  Einführung  einiger  Hülfswinkel  zur  logarithmi- 
schen  Rechnung  bequem  einrichten  lassen.  Aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  dass  die  positiven 
Grössen 


V«*+  m 

wr~ 


und 


0>/") 

(N) 


beide  kleiner  als  die  Einheit  sind,  so  dass  wir  also 
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C0s6r  — 


V M2  + M"2 


(iV) 


-81  v ■ ■ GD*  • 


cos// = 


(*/") 


(Ä) 

setzen  können.  Setze'i  wir  dann  noch 


tarnt  F= 


W 


und  nehmen  F zwischen  — 90ü  und  + 90°;  so  haben  wir  zur 
rechnung  der  Hiilfswinkei  F,  G,  //  die  folgenden  Formeln: 

18)  tangF=-jj»  cosG=z—^^  secF,  cos//=-^y  » 

und  zur  Bestimmung  von  h — u und  A-|-m  die  Ausdrücke: 

cos(A  — u)z=zcosG  -f-cos//, 
cos(A  + u)  = cos  Cr — cos//; 

also  die  Formeln: 


19) 


jcos(A--u)  = 2cos^  (6r-f //)cosy(6» — H)t 
cos(A  + u)  = — 2sin.y  (G  /7)sin^-(G’ — //); 


welche  zur  Rechnung  mit  Logarithmen  sehr  bequem  sind 
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XXXIII. 

Problemata  quacdam  geometrica. 

Auctorc 

Christiano  Fr.  Lindman, 

Lectore  Strengnea. 


1. 

Sectione  conica  data  una  cum  puncto  quodam  in 
plano  ejus  sito,  per  quod  punctum  ductaerectae  sectio- 
nem  conicam  secent;  invenire  locum  geometricum  pun- 
ctorum,  ubi  eae  rectarum  partes,  quae  in tra  sec tionem 

conicam  sint,  in  duas  partes  aequales  dividantur. 

« 

Notissima  est  aequatio 

y2~2px\qx2  (1) 

in  qua  sectiones  conicae  omnes  continentur,  si  axis  abscissarum 
est  axis  per  verticem  transiens  et  origo  in  vertice  jacet.  Sit  ce 
=abscissae,  /3=ordinafae  puncti  dati  et  <p=angulo,  quem  recta  per 
punctum  datum  transiens  cum  axi  abscissarum  constituit : aequatio 
rectae  cujus  vis  per  punctum  datum  ductae  erit 

y-ß  = (x-a)tg(p  (2). 

Ex  bis  aeauationibus  inveuiuntur  coordinatae  (=.rt,  yx;  xlx,  yn) 
punctorum,  ubi  recta  (2)  sectionem  conicam  (1)  secct.  Si  enim 
posuerimus 


R=z  V* p2—2j>(ß—atg(p)  tg <p  + q(ß—ct  tgqp)*» 

0 

eliminando  habebimus : 

v 
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.T, 


p—(ß—atg<p)  tgy  -f  R 

tgV— q 


— ptgy  — y(/g— «^9)4  JZtyy  . 
*Vl  tg*^  — q 

— P—(ß—a  tey ) tgy  — ft 

arn—  tg2q>  — 9 


3/n  = 


V 


tgg>  — y«3— a tgy)  — fl  ; 
tg29 >-'/ 


Positis  cuordinatis  »uncti,  ubi  chorda  in  duas  partes  aequales 
dividatur,  =|,  12,  habeuimus: 

v *i+*n  p — (ß—  «tg<j»)tg<j> 

* = —2~  = tg'V-y  ' W 

2 - tg*<p-V  W 

# 

Ut  locus  quaesitus  inveniatur,  ex  his  aequationibus  exterminanda 
est  tgg>.  Exterminatio  hoc  modo  facillime  fieri  videtur.  Si  ab 
utroque  membro  aequationis  (3)  subtrahitur  a}  invenimus,  redu- 
ctione  facta: 


> p + f/a  — ßtg<p 

5 - tg®9  — q 9 

quae  aequatio,  per  (4)  divisa,  dabit; 

$ — « ___  y dyrt  — ßtgcp 

unde  invenitur 


tgg>  = 


gßß—<*)+y(p+qct) 
(P+?«)(|— «) +ßn 


vcl,  c — 


ß 


jr+qa  posito  ’ 


,u  L cy(i— «)+»? 

tgOr» y i 

t — « + cw 


£—«-{*  cy 

Substituto  c aequatio  (4)  in  hanc  abit : 

ff(tg  9—eq) 

*>  c(tg *9>— 9) 


quae,  valore  nuper  invento  ipsius  tg<p  substituendo,  rite  concinnata 
et  divisione  a factoribus  17,  1 — <rr/  utrique  membro  communibus 
liberata  dabit 
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er]2  • — cq£2  — cßt]  — ( ß —<2cqa)£  -f  ct(ß — cqtt)  =0. 

> 

Divisione  porro  per  c facta  et  valore  ipsius  c substituto,  ha« 
hebimus  tandein 


nl—q&—ßri  - (/>— ?«)£  + /?«= 0,  (5) 

quae  est  aequatio  loci  quaesiti.  Quia  huic  aequationi  satisfaciunt 
coordinatae  jmncti  dati,  locus  quaesitus  per  hoc  punctum  transeat, 
necesse  est*). 

Aequatio  inventa  est  sectionis  conicae,  quippe  quae  sit  se- 
cuodi  gradus.  Quia  genus  curvarum,  quae  in  aequatione  generali 

Ay2  -f  Bxy  + Cx 2 + Dy  -f  Ex  -f  F=0 

continentur,  a valoribus  co£fficientium  A,  B , C ita  pendet,  ut  sit 
Eliipsis  aut  Parabola  aut  Hyperbola,  prout  sit 

< 

B2  — 4AC=0 , 

> 

/ 

et  hoc  loco  est  A — 1,  B = 0,  C=  — q,  B2  — 4AC—4qt  sequitur, 
ut  sit  locus  inventus  Eliipsis  aut  Parabola  aut  Hyperbola,  prout  sit 
< 

9=0.  A quantitate  q codem  modo  pendet  genus  sectionis  coni- 
cae datae,  quamobrem  locus  inventus  ejusdem  est  generis  ac  sectio 
conica  data. 

Posita  1 7 = — 1,  curva  data  abil  in  circulum,  cujus  radius  est 
=p.  Tum  initium  coordinatarum  in  puncto  extremo  cujusvis  dia- 
metri  sumero  licet  et  conveuientissinium  videtur  ?/-axeni  paral- 
lelam  diametro  per  punctum  datum  transeunti  ducere.  Ita  tit  ce 
et  aequatio  (5)  hanc  sibi  induit  formam: 

(»? — +(«—?»)* = 

quae  est  aequatio  circuli,  cujus  centrum  in  diametro  circuli  dati 
proxime  citato  jacet  cujusque  peripheria  per  punctum  datum  et 
centrum  circuli  dati  transit.  Si  punctum  datum  extra  circulum 
datum  jacet,  circulus  datus  ab  invento  bifariam  secatur.  Kectis 


*)  Posito  *7  = 0,  Inveuitur 

{»-«.  5u  = -^  > 

unde  liqnct,  locuin  quacsitmn  ab  axi  nhsringarum  in  duobtia  punctis  s e- 
cari,  si  q non  eat  =0,  alias  non  nisi  in  uno,  scilicet  eo,  ubi  perpendtcu- 
laris  a puncto  dato  ducta  axetn  abaciasarnrn  secat.  Si  q non  eat  — 0. 
curva  habet  centrum,  per  quod  hoc  caau  locua  quaeaitu«  transit. 
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a puncto  dato  ad  hacc  puncta  intersectionis  ductis,  amhae  tan- 
gentes,  quae  a puncto  dato  duci  possunt,  inveniuntur,  id  quod  usu 
quoque  venit,  si  circuli  quotcunque  dato  concentrici  scribuntur  *). 
Quod  theorema,  quamquam  in  libris,  quibus  uti  mihi  licet,  inve- 
nire  non  potui,  notuin  arbitror.  At  vero  quum  hoc  theorema  ex 
problemate  tractato  t'acile  eruatur,  probabile  videtur,  eandem  pro- 
prietatem  cunctis  sectionibus  conicis  esse  communeni,  quod  hoc 
modo  facillime  demonstratur.  Aequatione  (1)  ' differentiata  in* 
venimus 

lhi  _P  + 1X 

(Lv  y * 

qnamobrem  aequatio  tangentis,  per  punctum  datum  transeuutis,  est 


ö V + 9X,  \ 

y—ß~——(x-ci) 


9 

t 


ubi  x , y sunt  coordinatae  puncti  contactus , qjuae  ex  hac  et  prima 
aequatione  determmari  possunt  quaeque  pro  §,  in  (5)  substitutae 
huic  satisfacere  debent.  Quod  tarnen  facere  opus  non  est,  quia 
aequatio  (6)  concinnata  quintam  reddit,  si  x , y pro  £,  tj  substitu- 
untur.  Itaque  si  punctum  datum  extra  curvam  (1)  situm  est,  haec 
curva  in  duobus  punctis  secatur  a curva  (5),  in  quibus  curva  (1) 
a rectis  per  punctum  datum  ductis  tangitur,  id  quod  usu  quoque 
venit,  si  sectiones  conicae  quotcunque  datae  similes  atque  concen- 
tricae  scribuntur.  Rectae  quoque  per  punctum  datum  ductae  et  has 
sectiones  secantes  a curva  (5)  in  duas  partes  aequales  dividuntur. 


II. 

i 

Centro  intra  angulum  datum  sito  et  axi  transverso 
dato,  invenire  sectionem  conicam,  quae  crura  angufi 
contingat. 

Hoc  problema  in  Comment.  Acad.  Petropol.  Tom.  IV.  pag.  46  olim 
solutum  est  a Jac.  Hermann  o,  qui  I.  cit.  elegantem  constructio- 
nem  dedit,  sed-de  Eliipsi  tantum  locutus  est.  De  problemate  suo 
Hermann  us  dicit,  id  in  libris  novem  Philippi  de  la  Hi  re,  qui 

J>roblemata  de  sectionibus  conicis  tractant,  non  inesse  neque  so- 
utionem  ejus  insigni  Uli  geometrae  occnrrisse.  Interventu  Yarigno- 
nii  ad  eximiuni  geometram  nescio  quem  missum  est,  qui  solutionem 
ope  calculi  analytici  statim  nactus  in  aequationem  biquadraticam 
incidisse  dicitur,  quae  H e rman n o judice,  simplicissima  solutio 
sit,  quae  hac  ratione  sperari  possit.  Quia  hoc  judicium  verissi- 
mum  mihi  visum  est,  aliam  solutionem  invenire  conatus  sum,  iis- 
dem  fere  atque  Herrn anni  nixam  principiis,  quae  tarnen  uno 

Juasi  ictu  problema  generalius  solvat.  Hane  solutionem  suppe- 
itat  theorema  cognitumt  „circulus,  cujus  radius  aequalis  est 
semiaxi  transverso  sectionis  conicae,  e centro  ejus  descriptus 
tangentes  ejus  in  genere  in  duobus  punctis  secat  et  foci  jacent  in 

*)  extra  rjuo«  tarnen  ponctom  datum  jacet. 
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rectis,  quae  per  haec  puncta  ad  tangentes  ducuntur  perpendi* 
culares.“ 

Sit  jam  Tab.  X.  Fig.7.  BED  augulus  datus,  O centrum  et  mn 
semiaxis  datus.  Circulus  e Ö descriptus,  cujus  radius  est  — mn, 
crura  anguli  in  A,  B,  C,  D secat.  Rectis^  ad  crura  auguli  per- 
pendicularibus  per  haec  puncta  ductis,  puncta  f,  f\  F , V hahebi* 
mus,  e quibus  haec  sunt  (’oci  Hyperbolae,  illa  foci  Ellipsis.  Quia 
jam  situs  axis  transversi  et  magnitudo  excentricitatis  innotuit,  con- 
structio  sine  ulla  difficultate  fieri  potest. 

Facillimo  usque  negotio  valorem  (excentricitatis  reperire  licet 
Posito  enim  mn  — n,  et  OE=zk,  quum  O originem  coordinatarum 
orthogonaliura  et  OE  axem  abscissarum  faciinus,  habemus  aequa* 
tioneni  circuii  ABDC  * 


**+y*=«*, 

et  aequationeni  rectae  per  E ductae  et  OE  sub  angulo  co  secantis 

• • 

y — (x-~k)l£co. 

Si  haec  recta  circulum  secat  > coordinatae  punctorura  interse- 
ctionis  sunt 

xxzk  Sin2»  ^ Cos  co  V a?—k2  Sin2», 
y=. — A*  Sin» Cos»  nt  Sin»  a 2 — Ä'2Sin2w. 

Ponendo  BEO=a,  DEO—ß  et  faciendo  prius  » = I80°—  a, 
deinde  c o=ß,  et  brevitatis  caussa 

V a 2 — Ä2Sin2a=pa , Sf  a 2 — Ä2Sin*/J  = p/jj 

habemus  coordinatas  punctorum 

• 

A ...  . U = A'Sin2a-F  per  Cosa,  y=/:SinaCosa — paSina; 

B.  . . . (a;=:ÄSin2a  — p«Cosa,  y =£*SinaCosa  -f  paSina; 

C {ar:=£*Sin2/3  + Cos/3,  — £ Sin/3  Cos/3  -fp/jSiu/3; 

/)....  \x=  k Sin®/3— gß  Cos/3 , y = — k Sin/3  Cos/3— gß  Sin/3. 

Facillime  jam  reperiuntur  coordinatae  punctorum 

T Sin/3  -f  gßSina 

Sin(a+ ß)  [x2 = — xx ; 

i 9 f * ' * I 

ga  Cos/3— pffCosa  [y2  =z—yl; 

Sin(a+/3) 
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IQa  Sin/3 — p^Sin« 

•rs~  Sin(tr+(5j  = 

y * • • • \ 

Qa  Co»ß  -f  Qjj  (/OSO  \yA  = — : T/j . 

Sin(«+« 

Excentricitas  Ellipsis  jam  est 

i 

= V^+yi5  = Var**'-f-ya*  = 

= + p/2  ~ ^QaQß  Cos(a  + ß ) , 

et  excentricitas  Hyperbolae 

' * ~ *s2  + 3fea  = V y4*  = 

= V p«*+p/J* + 2^91}  Cos(a  + |3). 

Si  angulus  a-f  |3  est  obtusus,  hic  valor  est  excentricitatis  Elli- 
psis,  ille  excentricitatis  Hyperbolae.  Itaque  ponere  licet  excentri- 
citatem 


= V’paa  + P^2+2pttp^Cos(a+/5), 

ubi  signunt  superius  valet  pro  Ellipsi  et  inferius  pro  Hyperbola, 

7t 

si  est  a+/3<2»  inferius  contra  pro  Ellipsi,  superius  prd  Hyper- 
bola,  si  est 


HI. 

RectangulodatoRhombum  datae  magn itudinis (=d) 
inscribere. 

Posito  (Tab.  X.  Fig.  8.)  latere  Hhombi  a8~x, 

A«fy=tp>  AB=at  BC=b,  habebimus  aequationes: 

A = x2  Sini//, 
a=zx  {Cos(ip— <p)  -f  Cosqp|, 
b=x  |Sinqp  -f  Sin(ip — <p)}. 

Ex  formulis  notissimis  seqnitur,  ut  aequationes  posteriores  in 
bas  transeant:  / 

- ■ 1 1 

a=2x  Cos.y^  Fos(<p— 

!f=z2x  Sin*  tp  Cos(9)— 4ji^) ; 


V. 
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quaruui  divisione  eruitur 

1 b 

vel  angulum  ip  esse  constantem,  quippe  qui  a magnitudine  Iihombi 
non  pendeat.  Jam  obtinemus 


ideoque 


«“'»-i «-V&- 


Quia  unitas  est  maximus  valor,  quem  Cosinus  habere  potest, 
necesse  est,  sit  minimum  ipsius  A — ^ab,  cui  valori  respondet 

1 

<P=ijV- 


In  venire  iocum  geometricum  punctorum,  in  quibus 
se  mutuo  secant  rectae,  quae  per  extrema  rectae  datae 
puncta  ducuiitur  et  ejusmodi  angulos  cum  data  fa- 
ciunt,  ut  Tangens  unius  sit  aequatis  Cotangenti  aut 
Sinui  aiterius. 

Ponamus  rectam  datam  =2a  eamque  axem  coordinatarum  ortho- 
gonalium  sumamus.  Initio  abscissarum  in  medio  ejus  collocato  po- 
sitisque  =<p,  ipitp^ip)  angulis,  quos  rectae  per  puncta  extrema 
transeuntes  faciunt,  habebimus  aequationes  rectarum 

y=(x-a)tg<p,  y = (a:+(i)tgip. 

Si  prius  tgip=Cot(p  posuerimus,  inveniemus 


qoae  est  aequatio  Hyperbolae  aequilaterae.  Facile  patet,  hoc  esse 
non  nisi  casum  specialem  theorematis  de  angulis  chordarum  sup- 
plementarium. 

Posito  jam  tgip  = Sin  cp  , habebimus 

y 2 = 4 ax 

vel  Parabolam,  quae  per  origitiem  transit  et  parametrom  = 4« 
habet.  Puncta  extrema  datae  rectae  sunt  locus  et  id  punctum, 
ubi  directrix  axem  secat. 
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U ebnngs  - Aufgaben. 


4 

Zwei  Aufgaben  von  Herrn  Dr.  Willi.  Sek  eil,  Privatdncentcn  an  der 

Universität  zu  Harburg. 


1.  Es  seien  drei  feste  Punkte  A,  B,  C gegeben,  ein  vier- 
ter Punkt  M soll  sich  so  im  Raume  bewegen,  dass  die  körper- 
liche Ecke  M der  vierseitigen  Pyramide  ABCM  eine  constante 
Grösse  bleibt.  Welches  ist  der  Ort  der  Spitze  ilf? 


2.  Es  sei  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bezogen  auf  das  Sy- 
stem der  Hauptaxen  und  xy  yy  z die  Coordinaten  eines  Punktes 
M derselben.  Ferner  seien  Ay  C irgend  drei  feste  Punkte 
irn  Raume;  man  zieht  von  diesen  nach  einem  vierten  Punkte 
die  drei  Strecken  X,  p,  v.  Auf  welcher  Fläche  liegt  M't  weon 
X=x,  p=y,  v — z sein  soll?  * 


/ 


i 


i 
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L e li  r h » 1 7.  zu  b c w e i s e n. 


(Aus  den  Nom  eite«  Annales  de  Matbeinatiques,  Journal  etc.  redige 
par  Terqnem  et  Gerono.  Septembrc.  1852.  p.  324.). 

* 

Si  l’equation  du  troisiemc  degre  a une  racine  de  la  forme 
a -f  Vb , <i  et  b etant  des  nombres  commensurables , les  quanti- 
tes  contenues  sous  le  radical  dans  les  formules  ordinaires  devieu- 
nent  des  cubes  parfaits. 


* 


Lehrsatz  zu  beweisen. 

Tout  nombre  entier  qui  n’est  pas  compris  dans  la  formule 

4 mn  — m — n 

est  necessairement  compris  dans  la  fortnule 

.r2  -f-  y2  + y . 


i 
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* 


f 

M i s c e l 1 e n. 


Ein  Billardproblem. 

Von  Herrn  ör.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule 

in  Halle. 


Ein  Spieler,  welcher  an  der  kurzen  Bande  AB  (Tnf.  IX. 
Fig.  9.)  eines  Billards  steht,  will  einen  vor  dem  rechten  Eck- 
loche B stehenden  Ball  durch  seinen  ä main  befindlichen  Ball 
quadrupliren ; wo  hat  er  seinen  Ball  hinzusetzen,  und  in  welcher 
Dichtung  muss  er  stossen? 

Bezeichnet  die  gebrochene  Linie  EFGHB  die  Bahn  des  Bal- 
les, so  handelt  es  sieb  offenbar  nur  um  die  Bestimmung  der 
Punkte  E und  F.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  jE2f  = tc,  BF—x9 
CG  = y,  DH=zzf  so  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  wir  ABzzzu 
und  j}C=:2a  setzen. 


w y a — ‘tj a 

x 2 a — x z '2(i —z 


I>a  wir  vier  unbekannte  Grossen,  aber  nur  drei  Gleichungen  haben, 
so  ist  die  Aufgabe  unbestimmt.  Eliminiren  wir  aus  den  vorigen 
Gleichungen  y und  z,  so  bleibt  die  Gleichung 


Amo 

X — iü  j * 

Zu  -f- 

oder  w&nn  wir  die  lange  Bande  mit  A bezeichnen  , 

c2Aw 


x — 


A- f ic 


(«). 
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Es  geht  hieraus  hervor,  dass  sich  der  Spieler  entweder  den  Aus- 
Hatzpunkt  wählen  kann  und  den  Anschlagepunkt  F zu  suchen  hat, 
oder  aber  dass  er  den  Anschlagepunkt  wählen  kann  und  den 
Aussatzpunkt  suchen  muss.  Stellte  er  z.  B.  den  Spielball  an  das 
Loch  A , so  wäre 

1 . 

w = a = 2 A, 

und  also 


Aus  der  Gleichung  (a)  ersieht  man  ferner,  dass  x das  har- 
monische Mittel  zwischen  A und  w ist;  man  wird  deshalb,  wenn 
der  Punkt  F gewählt  ist,  zu  den  drei  Punkten  B , F und  C den 
dem  Punkte  C zugehörigen  vierten  harmonischen  Punkt  K zu 
suchen  und  BE— BK  abzutragen  haben,  um  den  Aussatzpunkt 
des  Spielballs  für  den  gewählten  Anschlagepunkt  F zu  iioden.  Es 
bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  derSpieiball  nicht  gerade 
nach  Et  sondern  nur  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Linie 
EF  gesetzt  werden  muss. 


Errata  in  Tomo  XVll. 
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(n — 2p)m~1. 

•rm — 1 legas  ^w~1. 

/x  CosÄ.r  . /*  * Cos  hx  . 

— ~ — da:  legas/  — — — da r=x 


„ unaequaeque  „ unaquaeque. 


Druckfehler. 

Th!.  XIX.  Z.  12.  Statt 


Br 

Bi 


Q\1 

a*  d< 


a/> 

t 

Q2 


setze  man  öt  = 


Br 

Bi 


QdP-Pd(> 
v Bi  r di 

<P 
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liXXIII. 

* 

JLtterartscliei*  Iterielit. 


Geschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  am  27.  März  1852 
zur  Vorfeier  des  dreiundueunzigsten  Stiftungstages  der  Königl. 
Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  von  Herrn  Geheimrath 
Friedrich  Thiers ch  gehaltene 

II e d e ii h e r die  w i s s e n s c h a f t li c h e S e i t e rein  prakti- 
scher Thätigkeit 

aufmerksam,  weiche  in  den  Gelehrten  Anzeigen,  heraus- 
gegeben von  Mitgliedern  d e r K ö n i g I.  H a i e r i s c h e n Aka- 
demie. 185*2.  Nr.  64.  ff.  abgedruckt  ist. 

Diese  schon  an  sich  durch  ihren  Gegenstand  höchst  interes- 
sante und  lehrreiche  Rede  enthalt  die  Lebensbeschreibungen 
zweier  Männer,  in  denen  tiefe  wissenschaftliche  Bildung  und  gros- 
ses praktisches  Talent  in  einem  so  vorzüglichen  Grade,  wie  man 
dies  selten  antrifTt,  vereinigt  war,  nämlich  Georg  von  Rei- 
chenbachs (geboren  am  24.  August  1772  zu  Durlach,  gesWben 
den  21.  Juni  1826)  und  Joseph  von  Fraunhofers  (geboren 
den  6.  Mai  1787  zu  Straubing,  gestorben  am  7.  Juni  1824.).  Ausser- 
dem enthält  diese  Rede  eine  Menge  für  jeden  Mathematiker  höchst 
interessanter  Notizen  über  die  berühmten  mechanischen  und  opti- 
schen Institute  zu  München,  und  biographische  Mittheilungen 
über  die  berühmten  Mechaniker  und  Optiker:  v.  Utzschneider, 
Liebherr,  Traugott  Lebrecht  Ertel,  dessen  Söhne  Georg 
und  Gustav  Ertel,  Georg  Merz  und  dessen  Söhne  Ludwig 
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und  Sigmund  Merz,  Mahler  und  Andere.  Auch  zeichnet 
Herr  Thiersch  in  sehr  interessanter  Weise  den  zwar  nicht  durch 
Schriften,  aber  durch  andere,  namentlich  geodätische  Arbeiten 
als  trefflichen  Mathematiker  bekannten  Benediktiner  Ulrich 
Schiegg,  geboren  am  3.  Mai  1752  zu  Gosbach  an  der  Filz  bei 
Wiesensteig,  gestorben  am  4.  Mai  1810,  der  mehreren  der  oben 
genannten  Männer,  namentlich  Reichen!) ach,  stets  mit  seinem 
wissenschaftlichen  Rathe  beistand,  und  fast  täglich  in  Reichen- 
bachs  mechanischem  Institute  gegemvärtig  war.  Wir  wüssten 
keine  Schrift,  in  welcher  man  auf  verhältnissmässig  kleinem  Raume 
so  viele  interessante  und  lehrreiche  Mittheilungen  über  die  be- 
rühmten mechanischen  und  optischer)  Institute  zu  München  bei- 
sammen fände,  als  obige  Rede,  für  welche  daher  alle  Mathema- 
tiker mit  uns  sich  Herrn  Thiersch  zu  um  so  grösserem  Danke 
verpflichtet  fühlen  werden,  da  das  wissenschaftliche  Fach,  in  wel- 
chem derselbe  sich  vorzugsweise  berühmt  gemacht  hat,  bekannt- 
lich nicht  die  Mathematik  ist.  Kein  Mathematiker  wird  diese  Rede 
ohne  lebhaftes  Interesse  lesen  und  ohne  grosse  Belehrung  aus 
der  Hand  legen.  Dieselbe  liefert  jedenfalls  einen  sehr  guten  Bei- 
trag zur  Geschichte  der  Mathematik. 


Von  des  Königs  von  Baiern  Majestät  ist  bei  der  König!. 
Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  eine  besondere  natur- 
wisse n sc  ha  ft  li  c h - 1 ec  hn  i sc  h e Connni  ss  ion  eingesetzt  wor- 
den, bestehend  aus  den  Herren  v.  Fuchs,  Lamont,  v.  Her- 
rn a n n , v.  K o b e 1 1 , S c h a f h ä u 1 1 , Ohm,  B u c h n e r j u n. , Po  1* 
tenkofer  und  Seidel,  welche  sich  vorzüglich  naturwissenschaft- 
lich-technischen Arbeiten  zu  widmen  haben  wird,  eine  Einrichtung, 
die  gewiss  allgemeine  Nachahmung  verdient.  Zur  Ausführung  ihrer 
Arbeiten  und  Versuche  ist  dieser  Commission  jährlich  die  ansehn- 
liche Summe  -von  5000  Gulden  aus  der  Allerhöchsten  Kabinets- 
kasse  zugewiesen  worden. 


Arithmetik. 

Das  Neueste  und  I nt  er  ess  anteste  aus  der  Loga* 
rithmotechuik  und  der  Anwendung  der  Logarithmen 
auf  das  Leben.  Nach  den  englischen  und  französi- 
schen Schriften  von  Byrne  und  Koralek  übertragen 
von  A.  Lorey,  Director  der  Secundar-  und  ersten  Bür- 
gerschule zu  Eisenach.  Weimar.  Voigt.  1852.  8.  20Sgr> 

Diese  Schrift  ist  der  Beachtung  aller  derer,  welche  sich  för  die 
numerische  Berechnung  der  Logarithmen  interessiren,  da  sie  nicht 
wenige  neue  Rechnungsvortheile  enthält,  zu  empfehlen,  und  der 
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Herr  Uebersetzer  hat  »ich  durch  deren  Uebertragung  auf  deut- 
schen Boden  ein  Verdienst  erworben.  Auch  manche  historische 
Bemerkungen  und  einige  Tafeln  enthält  dieselbe. 


Physik. 

Die  Elemente  der  Physik  von  C.  Cabart,  Repetent 
an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris.  Deutsch  be* 
arbeitet  zum  Gebrauche  bei  Vorlesungfen  an  Universi- 
täten, polytechnischen  und  Gewerbeschulen,  Real- 
und  Militai  rsch  ulen,  so  wie  zum  Selbstunterrichte, 
als  Vorbereitung  fürs  Examen  für  angehende  Medici- 
ne r u.  s.  w.  Mit  Ober  200  in  den  Text  gedruckten  Ab- 
bildungen. Leipzig.  A.  Abel.  1852.  8.  1 Thlr.  10  Sgr. 

Eine  Vorrede  giebt  uns  über  Zweck  und  Veranlassung  die- 
ser Uebersetzung  eines  französischen  Elementar  lehr  buchs  der  Phy- 
sik keine  Auskunft,  auch  hat  der  Uebersetzer  sich  nicht  genannt. 
Das  Buch  enthält  nur  die  Elemente  der  älter en  Physik  in  einer 
einfachen  und  leicht  verständlichen  Sprache,  durch  gute  Holz- 
schnitte erläutert,  wobei  wir  aber  den  Leser  bitten,  das  vorher 
gesperrt  gedruckte  Wort  „älteren“  wohl  zu  beachten.  Denn  in 
etwas  auffallender  Weise  enthält  das  Buch  über  die  neueren  Fort- 
schritte der  Physik  gar  nichts,  giebt  nicht  einmal  eine  Notiz  von 
denselben  bloss  dem  Namen  nach.  Es  enthält  daher  (etwa  mit 
Ausnahme  von  §.  338  ) nichts  über  Elektromagnetismus,  elektri- 
sche Telegraphie,  nichts  über  Polarisation,  Interferenz,  Beugung, 
doppelte  Strahlenbrechung,  u.  s.  w. , woraus  unsere  Leser  schon 
sehen  werden,  in  wie  fern  das  Buch  zu  dem  auf  dem  Titel  an- 
gegebenen vielfachen  Gebrauche  geeignet  ist  oder  nicht.  Wer 
aber  bloss  die  Lehren  der  älteren  Physik  in  kurzer  Zeit  übersicht- 
lich kennen  lernen  will,  mag  immerhin  in  dem  Buche  seine  Rech- 
nung finden,  namentlich  dann,  wenn  er  an  die  mathematische  Begrün- 
dung, die  in  demselben  ziemlich  schwach  ist,  keine  besonderer! 
Ansprüche  macht.  Freilich  aber  haben  wir  dergleichen  Bücher  in 
Deutschland,  und  zwar  manche  sehr  gute,  schon  genug,  und  das 
vorliegende  Werk  wäre  daher  nach  unserer  Ueberzeugung  besser 
unübersetzt  geblieben,  wenn  auch  die  Uebersetzung  nicht  gerade 
Schaden  bringen  wird.  Wozu  soll  aber  Deutschland  so  sehr  mit 
Uebersetzungen  überschwemmt  werden!  Allerdings  scheinen  manche 
frühere  Uebersetzer  in  ihrem  Uebersetzungseifer  inneuererZeit  etw  as 
nachgelassen  und  sich  mehr  aufs  Reeensiren  verlegt  zu  haben ; 
indess  muss  es  nach  vorliegender  und  anderen  Proben  doch  wohl 
Immer  noch  Leute  genug  geben,  die  bei  dem  Uebersetzen  mathe- 
matischer und  physikalischer  Schriften  des  Auslandes  das  Ge- 
schäft jener  Herren  mit  Vortheil  glauben  fortsetzen  zu  können. 
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Die  elektrischen  Telegraphen.  Gemeinfasslicke 
Erläuterung  über  die  Principien  und  Apparate  der 
neueren  Telegraphie.  Mit  21  Abbildungen  in  Holz- 
schnitt. Stuttgart.  Kneller.  1852.  8.  6 Sgr. 

Eine  zwar  kleine,  aber,  wie  cs  scheint,  recht  instructive,  ganz 
populär  gehaltene,  und  daher  für  jeden  Laien  verständliche  Schrift, 
der  wir  möglichste  Verbreitung  wünschen,  weil  allgemeine  Be- 
griffe über  ihren  so  höchst  wichtigen  Gegenstand  jeder  Gebildete 
sich  gewiss  gern  aneignen  wird.  Dieselbe  ist  übrigens  ein  be- 
sonderer Abdruck  eines  Aufsatzes  in  der  in  demselben  Verlage 
erscheinenden:  Neuen  iilustrirten  Zeitung. 


Astronomie- 


Mittlere  Oerter  von  12000  Fixsternen,  für  den  An- 
fang von  1836,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  aul 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rumker.  Vierte 
Abtheilung.  Zweite  Hälfte,  die  22ste  und  23ste  Stunde 
enthaltend. 


1852.  4. 


Hamburg.  Perthes,  Besser  und  Mauke. 


Mit  dieser  Abtheilung  ist  dieser  vortreffliche  Sterncatalog, 
die  mühsame  Arbeit  vieler  Jahre,  dessen  vorhergehende  Abthei- 
lungen im  Literarischen  Berichte  angezeigt  worden  sind,  so  viel 
wir  wissen,  vollendet,  wozu  wir  dem  verehrten  Herrn  Verfasser 
und  der  Wissenschaft  von  Herzen  Glück  wünschen.  Möge  der- 
selbe recht  vielfach  gebraucht  werden  und  zu  recht  vieieu  neuen 
Untersuchungen  Gelegenheit  geben. 


IS  a u t i k. 

Leitfaden  zum  Studium  der  Marine  - Artillerie. 
Nach  den  besten  Quellen  bearbeitet  von  F.  Haus- 
knecht, M ar i ne- Artil  I er ie- H auptman  n (zu  Triest).  Mit 
5 Kupfertafeln.  Wien.  Gerold.  1852.  8.  3 Thlr.  24  Sgr. 

Dieses  Buch  ist  für  das  kaiserlich  österreichische  Marine -Ka- 
detten-Kollegium  bestimmt,  um  als  Basis  des  Unterrichts  in  der 
Marine-Artillerie  dieuen  zu  können.  Es  enthält  deshalb  natürlich 
alles  dahin  einschlagende  Technische  in  der  nöthigen  Vollstän- 
digkeit, was  aber  nicht  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte 
genört,  wenn  wir  auch  nicht  unbemerkt  lassen  wollen,  dass  wir 
manche  allgemeiner  interessante  Abschnitte  mit  Vergnügen  gele- 
sen haben,  und  durch  die  Einfachheit  und  Deutlichkeit  der  Darstel- 
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lung  sehr  befriedigt  worden  sind.  Erwähnung  mussten  wir  aber 
dieses  gewiss  in  mehreren  Beziehungen  verdienstlichen  Buchs  des* 
halb  thun,  weil  sich  im  dritten  Abschnitte  desselben  (S.  185.  — 

S.  279.)  eine  recht  gute  elementar-mathematische  Behandlung  der 
Ballistik,  überall  mit  gebührender  Rücksicht  auf  das  Praktische,  > 

findet,  die  auch  Mathematiker  mit  Interesse  lesen  werden.  Der 
dritte  Abschnitt  ist  überschrieben:  „Vom  Schiessen  und 
Werfen“  und  enthalt  nach  einer  Einleitung  über  die  betreffen- 
den allgemeinen  Begriffe  fünf  Kapitel,  nämlich:  /.  Kapitel . 

Von  der  Bewegung  der  Körper  im  luftleeren  Raume. 

II.  Kapitel . Bewegung  der  Körper  im  widerstehenden 
Mittel.  III.  Kapitel.  Von  den  Elevationen  und  Seiten- 
richtungen der  Geschütze,  welche  die  Ab messungen 
der  Rapperte  und  Stückpforten  erlauben.  IV.  Kapitel. 
Berechnung  der  Schusstafeln.  V.  Kapitel.  Von  den 
Raketen. 


Mathematisch -astronomische  Section  bei  der  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  zu 
Gotha  vom  18ten  bis  24sten  September  1851. 

Bei  der  im  vorigen  Jahre  in  Gotha  stattgefundenen  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  hatte  sich  eine  beson- 
dere mathematisch- astronomische  Section  gebildet,  welche  ziem- 
lich zahlreich  vertreten  war.  Deshalb  ersuchte  ich  Herrn  Profes- 
sor Bretschneider  in  Gotha,  der  den  Vorsitz  bei  dieser 
Section  geführt  hatte,  mir  gefälligst  einen  Bericht  über  die  Ver- 
handlungen derselben  zur  Einrückung  in  den  literarischen  Be- 
richt des  Archivs  zu  übersenden,  welcher  Bitte  Herr  Professor  ' 
Bretschneider  auch  bereitwilligst  in  sehr  dankenswerther  Weise 
entsprochen  hat.  Indem  ich  nun  diesen  Bericht  des  Herrn  Pro- 
fessor Bretschneider  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen 
mir  erlaube,  knüpfe  ich  daran  zugleich  den  Wunsch,  dass  auch 
bei  der  in  diesem  Jahre  in  Wiesbaden  stattfindenden  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  sich  die  deutschen  Ma- 
thematiker wieder  möglichst  zahlreich  betheiligen  möchten,  was 
für  viele  leichter  ausführbar  sein  wird,  als  für  den  an  die  äusser- 
ste  Gränze  des  deutschen  Vaterlandes  verschlagenen,  und  mit 
sehr  verschiedenartigen  Amts-  und  anderen  Geschäften  gerade 
jetzt  sehr  überladenen  Herausgeber  des  Archivs.  Sollte  aber  des- 
sen Wunsch,  dass  sich  bei  der  diesjährigen  Versammlung  wieder 
eine  besondere  Section  für  Mathematik  und  Astronomie  bilden 
möchte,  wirklich  in  Erfüllung  gehen,  so  wird  derselbe  sehr  er- 
freuet werden,  w’enn  ihm  von  dem  dereinstigen  Vorsitzenden  die- 
ser Section , .auch  ohne  besondere  Aufforderung  von  seiner  Seite, 
ein  Bericht  über  die  stattgehabten  Verhandlungen,  etwa  in  der- 
selben Weise,  wie  der  folgende  Bericht  des  Herrn  Professor 
Bretschneider,  eingesandt  wird,  der  dann  gewiss  sogleich  in 
dem  Archiv  abgedruckt  werden  wird. 

Es  folgt  nun  der  Bericht  des  Hern»  Professor  Bretschnei- 
der über  die  Verhandlungen  der  mathematisch  -astronomischen 
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Section  der  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  iu 
Gotha  im  Jahre  1851. 


Grunert 


Die  im  vorigen  Jahre  vom  18ten  his  24sten  September  in 
Gotha  abgehaltene  Versammlung  deutscher  Naturfor- 
scher und  Aerzte  war  von  Mathematikern  so  zahlreich  besucht, 
dass  der  noch  nicht  häufig  vorgekommene  Fall  eintrat,  dass 
eine  besondere  mathematisch-astronomische  Sektion  gebildet  wer- 
den konnte,  welche  in  der  That  vier  Sitzungen  hielt.  Da  über 
die  Verhandlungen  der  Versammlung  und  der  von  ihr  gebildeten 
einzelnen  Sektionen  zur  Zeit  noch  nichts  öffentlich  bekannt  wor- 
den ist,  so  wird  es  den,  Lesern  des  Archivs  wohl  nicht  uninte- 
ressant sein,  hier  wenigstens  über  die  Vorträge  der  astronomisch 
mathematischen  Sektion  eine  kurze  Notiz  zu  erhalten. 

Als  Theilnehiner  an  den  Versammlungen  der  gedachten  Sektion 
hatten  sich  eingezeichnet: 

1)  Professor  C.  A.  Bret  schneid  er  aus  Gotha, 

2)  Hofrath  P.  A.  Hansen,  Direktor  der  Sternwarte 

in  Seeberg, 

3)  Professor  Stieffel  aus  Carlsruhe, 

4)  Professor  Riecke  aus  Hohenheim, 

5)  Dr.  J.  G.  H.  Sw  eil  eng  re  hei  aus  Utrecht, 

G)  Professor  G.  J.  O h m aus  München , 

7)  O.  Sittig,  Privatgelehrter  aus  Gotha, 

8)  Professor  Dr.  Unger  aus  Erfurt, 

9)  Professor  Dr.  Schlömilch  aus  Dresden,- 

10)  Dr.  Drechsler  aus  Dresden, 

11)  Professor  Dr.  Kern  aus  Coburg, 

12)  C.  A.  Sch  ei  bn  er,  Bankbuchhalter  aus  Gotha, 

13)  Lieutenant  Dr.  v.  Bruch  hausen  aus  Münster, 

14)  Privatdocent  Dr.  Schaeffer  aus  Jena, 

15)  Pfarrer  Fleischhauer  aus  Warza  hei  Gotha, 

IG)  Dr.  Scheibner  aus  Gotha, 

17)  F.  G . E.  Gressler  aus  Langensalza, 

18)  Direktor  Dr.  Eberhard  aus  Coburg, 

19)  Professor  Dr.  Stegmann  aus  Marburg. 

Nachdem  die  Mitglieder  sich  als  Sektionsversammlung  con- 
stituirt  und  den  Professor  Bretschneider  zum  Vorsitzenden. 
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den  Dr.  Scheibner  zum  Schriftführer  envalt  hatten,  wurden 
die  Verhandlungen  durch  eiuen  Vortrag  des  Lieut.  von  Bruch- 
hausen  über  speculative  Physik  eröffnet.  Der  Redner  suchte  auf 
philosophischem  Wege  eine  Ableitung  der  in  der  Natur  wirkenden 
Kräfte  aus  mechanischen  Princinien  zu  gehen  und  deutete  dabei 
an , dass  die  Mathematik  die  Beweise  für  die  ausgesprochenen 
Behauptungen  oder  Resultate  in  der  Art  zu  übernehmen  habe, 
dass  die  mechanischen  Gleichungen,  wo  sie  unbestimmter  oder 
diophantischer  Natur  seien,  durch  Einführung  der  Lebenskräfte 
vervollständigt  werden  müssten.  Da  der  Vortrag  nichts  war  als 
ein  Conglomerat  abstruser  Philosopheme  und  gänzlich  vager  Be- 
hauptungen, die  aller  und  jeder  strengeren  Begründung  entbehr- 
ten , so  begnügte  sich  die  Versammlung  ihn  eben  anzuhören  und 
lehnte  jede  Discussion  desselben  ab.  Ls  folgte  hierauf  Professor 
Sc  h I ö m i I c h mit  einem  Vortrage  über  die  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefticienten,  in  welchem  die  bekannten  Mängel  derselben  noch- 
mals hervorgehoben  und  nach  Lagrange  und  Lauch y eine  stren- 

Sere  Begründung  der  Reihenentwickelung  mit  Hülfe  der  Betrachtung 
es  Restes  des  Taylor’schen  und  Maclau ri n’schen  Theorems 
gegeben  wurden.  In  Folge  dieses  Vortrages  entspann  sich  eine 
Debatte  über  die  pädagogischen  Rücksichten,  die  man  bei  Be- 
handlung der  Lehre  von  den  Reihen  zu  nehmen  habe  und  ver- 
einigten sich  die  Stimmen  sämmtlicher  anwesenden  Schulmänner 
dahin,  dass  es  endlich  wohl  an  der  Zeit  sei,  in  dem  mathemati- 
schen Unterrichte  auf  Gymnasien  anstatt  der  weitläufigen  und 
höchst  zeitraubenden  Reihenentwickelungeti  der  sogenannten  Ana- 
lysis endlicher  Grössen  die  Elemente  der  Differenzialrechnung  ein- 
zuführen,  da  man  mit  geringem  Aufwande  von  Kraft  und  Zeit  bis 
zum  Taylor’schen  Theorem  gelangen  könne  und  somit  dem  Schü- 
ler einen  weit  tieferen  und  klareren  Einblick  in  die  Analysis  ver- 
schaffe, als  dies  auf  dem  bisher  betretenen  Wege  möglich  sei. 

Der  folgende  Vortrag  des  Professors  Ohm  betraf  eine  Inter- 
ferenzerscheinung bei  schief  geschnittenen  Platten , die  bisher 
noch  nicht  scheint  beobachtet  worden  zu  sein.  Der  Vortrag  ward 
durch  Anstellung  des  bezüglichen  Experimentes  erläutert  und  da- 
bei nachgewiesen,  dass  die  elliptischen  Figuren,  welche  bei  einer 
bestimmten  Stellung  der  Krystaile  erscheinen,  durch  die  Theorie 
genügend  erklärt  werden. 

Nachdem  ferner  Dr.  Drechsler  der  Versammlung  eine  Anzahl 
Exemplare  seiner  „Scholien  zu  Christoph  Rudolphs  Cosa “ über- 
reicht und  dabei  auf  die  Wichtigkeit  des  historischen  Studiums 
der  Mathematik  hingewiesen  hatte,  hielt  Dr.  S tief  fei  einen  Vor- 
trag über  „Witterungscharakteristik“,  der  im  Grunde  sich  mit  der 
Darlegung  der  Princinien  beschäftigte,  nach  denen  der  Redner 
seine  VV'itterungspropnezeiungen  zu  geben  pflegt.  So  bereitwillig 
man  auch  das  ungemeine  Geschick  anerkennen  musste,  mit  wel- 
chem der  Sprecher  das  ungeheure  Material  fünfzigjähriger  umfang- 
reicher meteorologischer  Beobachtungen  auf  kleinem  Raume  über- 
sichtlich hatte  zusammenzudrängen  verstanden,  so  war  doch  nicht 
zu  verkennen,  dass  wissenschaftliche  Resultate  aus  diesem  rei- 
chen Schatze  zur  Zeit  nicht  gezogen  worden  waren,  und  dass 
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dem  Wetterprophezeien  reiner  Empirismus  zu  Grunde  liegt,  der 
schliesslich  das  bekannte  „post  hoc  erga  propter  hoc“  zum  Aus- 
gangspunkte nimmt. 

An  dies  schloss  sich  Professor  Riecke  mit  einem  Vortrag 
an  „über  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  aus 
der  Aberration  der  Fixsterne“,  dessen  wesentlicher  Inhalt  inzwi- 
schen im  ersten  Hefte  des  18ten  Bandes  gegenwärtigen  Archivs 
öffentlich  bekannt  worden  ist,  und  in  der  Versammlung  selbst 
eine  kurze  Discussion  zwischen  dem  Redner  und  dem  Direktor 
Hansen  vcranlasste,  wobei  letzterer  besonders  auf  den  Einfluss 
aufmerksam  machte,  den  die  Stellung  der  Erde  in  ihrer  Bahn  auf 
den  vom  Lichte  zu  durchlaufenden  Raum  ausühen  könne. 

Direktor  Hansen  begann  hierauf  einen  ausführlichen  Vortrag 
über  das  Planimeter,  ein  von  W e 1 1 i in  Zürich  erfundenes,  vom 
Redner  mit  wesentlichen  V erbesserungen  versehenes  Instrument, 
w elches  den  Flächenraum  beliebig  begrenzter  ebeuer  Figuren  durch 
eine  einfache  Manipulation  und  ohne  alle  Rechnung  zu  linden  er- 
laubt. Nach  einer  Erwähnung  der  frühem  Versuche,  das  zu 
Grunde  liegende  Princip  zur  C<mstruktion  von  Mess-  oder  Rech- 
nungsapparaten  anzuwenden,  wurde  die  Beschreibung  des  Instru- 
mentes in  seinen  einzelnen  Theilen  gegeben  und  der  Gebrauch 
desselben  durch  die  wirkliche  Ausführung  einiger  Messungen  er- 
läutert. Die  ungemeine  Einfachheit  der  Manipulation,  verbunden 
mit  der  grossen  Schärfe  des  Resultates,  die  durch  Wiederholung 
der  Operation  noch  bedeutend  erhöht  werden  kann,  erwarben  dem 
Planimeter  die  vollste  Anerkennung  von  Seiten  der  Versammlung, 
und  in  der  That  dürfte  sich  zur  Bestimmung  geographischer  Flä- 
cheninhalte, so  wie  angenäherter  Werthe  schwieriger  Integrale 
kaum  irgend  ein  einfacheres  und  expediteres  Mittet  wünschen 
lassen. 

Unmittelbar  an  Vorstehendes  schloss  sich  ein  zweiter  Vertrag 
Hansens  „über  eine  eigentümliche  Entwickelung  des  Haupt- 
gliedes der  Störungsfunktion.“  Dasselbe  enthält  bekanntlich  den 
inversen  Werth  der  Entfernung  des  störenden  und  des  gestörten 
Planeten.  Diese  Entfernung  kann  als  die  dritte  Seite  eines  Drei- 
ecks angesehen  werden,  dessen  andere  zwei  Seiten  die  Radii- 
vektores  beider  Planeten  bilden.  Nennt  man  die  dritte  Seite  eines 
Dreiecks  D , dessen  beide  andere  Seiten  1 und  a den  Winkel  p 
einseh  Hessen,  so  giebt  die  Entwickelung  des  inversen  Werthes 
von  D nach  den  Potenzen  von  a den  Ausdruck 

2j  = [l— 2«cosp-f  «2]“4  = 1-|-  Uid-\r  t72a2-f  ....  + l/nan-f  , 

wo  Un  eine  ganze  rationale  Funktion  des  «ten  Grades  von  cos p 
ist.  Das  Eigentümliche  der  Entwickelung  besteht  nun  darin:  für 
Un  Ausdrücke  anzugeben,  in  denen  Winkelfunktionen  erscheinen, 
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die  sich  auf  die  Vielfachen  der  Argumente  der  Breite,  nicht  aber 
auf  die  Vielfachen  des  Neigungswinkels  der  Bahnen  beziehen.*) 


*)  Die  Theorie  der  Störungen  verlangt  eine  Zerlegung  von  c onp. 
nach  welcher  dieser  Winkel  durch  die  Argumente  der  Breite  beider  Pla- 
neten und  der  gegenseitigen  Neigung  ihrer  Bahnen  ausgedrückt  wird. 
Nennt  man  jene  Argumente  11 , U\  diese  Neigung  /,  so  stellt  p im  Kphü- 
rischcn  Dreiecke  dem  Winkel  i gegenüber.  Kn  ist  demnach  der  Ausdruck 

cos/>=  cosmcosm'  -f  sint/sint/'cosr* 

in  den  Werth  von  Vn  einzu führen  und  es  haben  Laplace,  Legendre, 
Jacobi.  Hansen  bewiesen,  duss  wenn  man  l « nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  der  Neigung  entwickelt,  und 

cosm  =s  x , cos«'  = y 

setzt,  ein  Ausdruck  von  der  Form 


U»=Un*Un*'+2«l^~ 

, dm  Unu  cm  Unu’ 
. ..  +-«m  Bxm  - 


dUn*’ 

C\ 


<PünH  PUn« 

dx2  dy* 


cos/ +2«,  • --'i'-  cos2f  I- 


0"l/n“  ?nt7n“' 

cosmt-f- -f  lein  -rT~ r\  "Z.  cosm 


ex* 


Sy 


M 


erhalten  wird.  Hier  bezeichnen  Vnu  und  //*»'  dieselben  Funktionen  von 
resp.  U und  «' , welche  in  von  p ist  in  der  Reihe,  die  oben  für 

— hingeschrieben  worden  ist.  Für  die  Coefficienten  a ist  der  allgemeine 

Ausdruck : 


_ sin”*«.  sinTOtt' 

«m  — i/i-f  l)(tt— m-f  2)...(tt+m)  ■ 

Dieselben  enthalten  also  Potenzen  der  Sinus  der  Argumente  der  Breite. 
In  dieser  Form  nun  ist  die  Entwickelung  für  die  Theorie  der  Gestalt 
der  Himmelskörper  brauchbar,  aber  nicht  für  die  Theorie  der  Störun- 
gen. In  letzterer  wird  gerade  umgekehrt  die  Entwickelung  nach  den 
Sinus  und  Cosinus  der  Argumente  der  Breite , so  wie  nach  den  Potenzen 
der  Neigung  erfordert. 

Bezeichnet 


A=V  r2  _j_  Vi2 — 2rr'cos/> 

die  Entfernung  zweier  Planeten,  deren  Radii  vektore*  r und  r*  sind,  so 
folgt  durch  Einführung  von  M,  ti  und  /: 

^a=‘r2  -f  rL2— 2rr'  [cos2|  * cos(tc—  fiO+*in*|tcos(?i  -f  «')  \ . 

Es  sei  nun 

\ 

73* 
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Professor  Stegmann  sprach  hierauf  über  die  von  Foucault 
in  Paris  gemachte  Entdeckung,  dass  die  Schwingungsebene  eines 
Pendels  vermöge  der  Rotation  der  Erde  sich  in  der  Richtung  von 


so  ist: 


i 


= 1 — SacosCu— u') — ! 2ßcos(u  u*)  -f  (a  -f  ß)'2 . 

Wenn  inan  hier  a oder  ß verschwinden  lässt,  so  ist  die  ursprünglich  für 
ZJ*  angenommene  Form  erreicht.  Die  Entwickelung  einer  Potenz  diese* 
Ausdruckes  hängt  von  zwei  Winkeln  u und  u‘  nnd  zwei  Parametern  a und 
ß ab.  Entwickeln  wir  nach  den  Potenzen  von  a und  ß,  so  bekommen 
wir  die  Entwickelung  nach  den  Potenzen  des  Verhältnisses  der  Uadii- 
vektoren,  wenn  wir  alle  Glieder  zusammenfassen,  in  denen  die  Exponen- 
ten von  a und  ß dieselben  Summen  haben.  Die  Einführung  imaginärer 
Exponentialfunktionen  erleichtert  das  Geschäft  wesentlich,  nnd  zwar  er- 
hält man  für 


x—  e 


(ufn')V' -1 

und  c 


den  Wcrtli: 


&y = (i— *r  v *y 


Man  wird  auf  diese  Form  geführt,  wenn  man  die  Entfernung  & als 
die  zweier  Punkte  mit  den  Coordinatcn  Xlf/lz}  und  betrachtet. 

Nennt  man  XYZ  die  Differenzen  der  gleichnamigen  Coordinaten,  so  er- 
hält man  eine  Zerlegung  in  drei  Quadrate 


a*=*2+  f*+z*, 

wofür  man  uueh  schreiben  kann : 


Setzt  man  der  Kürze  halber 


und 


p + y ">f- 1=*  — 1 —ax—ßy 

r r x y 


i 
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West  nach  Ost  dreht  und  dass  diese  Drehung  dem  Sinus  der 
geographischen  Breite  proportional  ist.  Er  gab  einen  auf  einfa- 
che Sätze  der  analytischen  Geometrie  gegründeten  Beweis  dieser 
Erscheinung,  und  als  in  Folge  der  über  diesen  Gegenstand  ent- 
stehenden  Diecussion  Direktor  Hansen  der  Verschiedenheit  iu 
der  Geschwindigkeit  erwähnte,  mit  welcher  das  Pendel  aus  der 
anlänglichen  ISchwingungsebene  entweicht,  so  wies  der  Redner 
nach , dass  auch  dieser  Umstand  aus  der  von  ihm  gegebenen  ma- 
thematischen Darstellung  mit  Nothwendigkeit  folge. 

Professor  Unger  sprach  über  das  Wesen  der  von  Ampere 
gegebenen  Methode,  die  Gleichungen  vierten  Grades  allgemein 
auizulüsen  und  wies  nach,  dass  dieselbe  eigentlich  nichts  weiter 


wo  sich  F und  F*  nur  durch  das  Vorzeichen  des  imaginären  Theits  unter- 
scheiden, so  ist 


Die  Potenzen  des  ersten  Gliedes  FF\  die  bei  der  weiteren  Entwicke- 
lung Vorkommen , lassen  sich  leicht  naclt  den  Potenzen  von  a und  ß ent- 
wickeln, und  zwar  enthält  dann  bei  jedem  einzelnen  tin  a*ßk  multiplicir- 
ten  Gliede  der  Coefficient  lauter  Potenzen  von  x und  y,  deren  Exponen- 
ten resp.  zwischen  +x  und  zwischen  1 /,  liegen  und  in  Abstufungen  von 
zwei  Einheiten  fortschreiten.  Diese  Theilglicder  verbinden  sich , wie 
man  leicht  sieht,  so,  dass  das  Imaginäre  fortfällt  und  reelle  Cosinus  von 
der  Form 


COs[x(w' — tl)  -f-  k (m'  -f  m)J 

erscheinen.  Das  Hinzukommen  des  nächsten  Gliedes  , welches 

9 s 

cv;--V9* 

enthält,  coniplicirt  die  Rechnung.  Dieselbe  vereinfacht  sieb  indes«  im 
Endresultat  dadurch,  dass  man  auf  zwei  hypergeometrische  Reihen  im 
Produkt  [die  Ganssischen  Funktionen  F(a,ßty,  X) J kommt,  deren  viertes 
Element  =1  ist,  die  sich  also  suuimiren  lassen.  So  ergeben  sich  schliess- 
lich einfache  Werthe  der  Coefficienten. 

Bei  der  vom  Redner  gegebenen  Entwickelung  von 

rT=iI[»,  i]«*/ v 

A x,k 

wurde  der  Ausdruck  der  Coefficienten  [ x , /]  selbst  gegeben  und  dabei 
bemerkt,  dass  man  bei  der  Endform,  die  selbst  als  Doppelsinn  me  er- 
scheint, zwischen  geraden  und  ungeraden  Indicibus  zu  unterscheiden 
habe. 
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sei  als  die  Zerfällung  der  vorgelegten  Gleichung  in  ein  Produkt 
zweier  trinomischer  Faktoren  zweiten  Grades,  eine  Auflosungs- 
niethode,  die  schon  früher  von  Kuler  vorgetragen,  zuerst  aber 
von  Descartes  gegeben  worden  sei. 

Den  Beschluss  machte  eine  Mittheilung  des  Direktor  Han- 
sen über  eine  bisher  noch  nicht  bekannte  Ableitung  der  Gaussi- 
schen  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie  durch  Anwen- 
dung der  Ausdrücke,  welche  den  Sinus  und  Cosinus  eines  Bogens 
durch  Exponentialgrüssen  mit  imaginären  Exponenten  darstellen. 

Bre  tsch n ei  der. 


Bitte  des  Herausgebers. 

Es  sind  schon  einige  Mal  Necrologe  verstorbener  Mathemati- 
ker in  dem  Archive  mitgetheilt  worden , die  dem  Herausgeber  ent- 
weder freiwillig  zugesandt  worden  waren , oder  die  er  sich  von 
ihm  befreundeten  Gelehrten , von  denen  er  voraussetzen  konnte, 
dass  sie  zu  dem  Verstorbenen  in  näherem  Verhältnis  standen, 
besonders  erbeten  hatte.  Um  aber  dergleichen  Aufforderungen 
und  Bitten,  die  für  den  Herausgeber  zuweilen  mit  Schwierigkei- 
ten verbunden  waren,  für  die  Folge  überhoben  zu  sein,  wenn  die- 
selben auch  nicht  gerade  ganz  eingestellt  und  von  dem  Heraus- 
geber ganz  unterlassen  werden  sollen,  erlaubt  sich  derselbe  letzt 
an  alle  diejenigen,  welche  verstorbenen  Mathematikern  und  Phy- 
sikern näher  befreundet  waren,  im  Allgemeinen  die  ergebenste 
Bitte  zu  richten,  ihm  Necrologe  ihrer  verstorbenen  Freunde  ge- 
fälligst mitzutheilen,  und  verspricht,  dieselben  immer  gern  in  den 
literarischen  Berichten  de§  Archivs  abdrucken  lassen  zu  wollen. 
Selbst  auch  dann,  wenn  der  Verstorbene  nicht  gerade  als  Schrift- 
steller bekannt,  aber  als  Lehrer  ausgezeichnet  war,  oder  sonst 
merkwürdige  Schicksale  erlebte,  auf  den  nähern  Kreis,  in  dem 
er  lebte,  besonders  wohlthätig  in  irgend  einer  Weise  einwirkte, 
werden  dergleichen  Necrologe  ihren  Zweck  nicht  verfehlen  und  in 
mehr  als  einer  Beziehung  für  die  Leser  des  Archivs  von  Inter- 
esse sein.  Der  Herausgeber  bittet  also  nochmals  um  Einsendung 
solcher  Necrologe  oder  dieselben  einigermassen  vertretender  No- 
tizen verschiedenen  Inhalts. 
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LXXIT. 

literarischer  Bericht. 

% 


Geschichte  der  Mathematik. 

ln  dem  Journal  des  Savants.  Mars.  1852.  p.  134. 
findet  man  den  ersten  Theit  einet  von  Biot  verfassten  sehr  inter- 
essanten Anzeige  des  folgenden  tur  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik wichtigen  Werkes:  " 

Correspondance  of  Sir  J saac  ZV  etcton  and,  Prof  et * 
tor  Cotes  etc.  C orrespondunce  du  Chevalier  Jsaac 
Nekton  et  du  professeur  Cotes,  avec  des  lettres  de 
plusieurs  autres  personnages  eminents;  le  tont 
imprime  pour  la  premiere  fois,  d’apres  les  ori- 
ginaux  conserves  dans  la  bibliotheque  du  coi* 
lege  de  la  Trinite  a Cambridge.  Plus  un  appendicc, 
contenant  dautres  lettres  et  divers  ecrits  de  Newton, 
accompagne  de  notes  qui  presentent  le  tableau  de  sa 
vie  scientifique  et  un  grand  nombres  de  details  bio- 
graphiques.  Public  par  J.  Eddieston,  M.  A.,  fellow  du 
College  de  la  Trinite,  avec  les  fonds  liberalement  ac* 
cordes  par  l'adrainis  tration  du  möme  College.  1 Vo- 
lume in  8°  de  316  pages,  ornd  d’un  beau  portrait  de 
Newton.  Cambridge.  1850. 

Dies  ist  nämlich  die  französische  (Jebersetzung  des  Titels, 
die  ich  für  jetzt  nur  mittheilen  kann.  G. 


Geometrie. 

Theodosii  Tripolitae  Sphaericorum  libros  tres 
Ernestus  Nizze  recognovit,  latine  redditos  emenda- 
vit,  commentariis  instruxit,  appendicibus  etindice 
auxit.  Cum  quattuor  tabulis  lap.  incisis.  Berolini 
1852.  (Georg  Reimer.).  8. 

Die  Sphaerica  des  Theo  dos  ius  von  Tripolis  sind  jeden- 
falls eines  der  schönsten  Ueberbleibsel  des  griechischen  Alter- 
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thums,  und  ihr  Studium  ist  für  einen  Jeden,  wer  sich  für  die 
synthetische  Geometrie  interessirt,  ein  sehr  geeignetes  Hülfsmittel 
zur  (Jebung  in  der  feineren  Geometrie  überhaupt.  Wir  haben  uns 
daher  über  die  vorliegende  neue  Ausgabe  dieses  griechischen 
Geometers  sehr  gefreuet,  und  der  schon  durch  andere  ähnliche 
Arbeiten,  insbesondere*  durch  seine  Uebersetzung  der  Schriften 
des  Archimedes  (Stralsund.  1824.  4.),  verdiente  Herr  Herausgeber 
hat  sich  durch  diese  Arbeit  ein  neues  Verdienst  um  das  Studium 
der  Geometrie  in  der  strengen  Weise  der  griechischen  Mathema- 
tiker erworben.  Wie  schon  der  Titel  besagt,  erhalten  die  Leser 
hier  den  griechischen  Text,  eine  lateinische  Uebersetzung,  einen 
Commentar,  und  einen  Appendix,  welcher  die  Ueberschrift  führt: 
Appendix,  Additamenta  coinplectens  tum  Arabis  Integra , tura  re- 
centiorum  selecta.  Ausserdem  ist  ein  Index  verborum  beigegeben, 
welcher  die  in  dem  Werke  vorkommenden  griechischen  Ausdrücke 
mit  ihren  Bedeutungen  in  lateinischer  Sprache  enthält,  und  die  Lectüre 
des  Werks  in  der  Ursprache  jedenfalls  sehr  zu  erleichtern  geeignet 
ist.  Die  folgenden  Ausgaben  sind  von  dein  Herrn  Herausgeber 
benutzt  worden : Ed.  princ.  Jo.  Penae.  Parisiis.  1558.  4.  — Edit. 
Josephi  Huntii.  Oxon.  1707.  8. — Sphaericae  doctrinae  propositio- 
nes  gr.  et  lat.  nunc  primum  editae  per  Cunr.  Dasypodium.  Argen- 
torati.  157*2.  8.  — Theodosii  de  sphaericisJibri  tres,  a Jo.  Voege- 
lino  restituti  etc.  Viennae.  1529.  4.  — Theodos.  lat.  p.  F.  Mauro- 
jycum.  Messenae.  1558.  F.  — Wie  von  dem  geehrten  Herrn  Her- 
ausgeber uns  brieflich  mitgetheilt  worden  ist,  so  finden  sich  in 
der  Beilage  eines  Schulprogramms  von  Bruchsal  vom  Jahre  1847, 
verfasst  von  A.  Nokk,  ausser  den  bekannten  literarischen  Nach- 
weisungen, einige  Vorschläge  zu  Textesänderungen  K die  von  ihm 
dem  grösseren  Theile  nach  schon  angewendet  worden  sind,  ohne 
diese  Schrift  zu  kennen,  welche  auch  ausserdem  noch  empfehlen* 
werthe  Vorschläge  zu  Textesänderungen  enthalten  soll.  Wir  wün- 
schen recht  sehr,  dass  diese  neue  Ausgabe  einer  der  besten  aus 
dem  griechischen  Alterthume  uns  übrig  gebliebenen  geometrischen 
Schriften  die  verdiente  Beachtung  finden  möge.  Eine  deutsche 
Uebersetzung  des  Theodosius  hat  der  Herr  Vf,  schon  früher  ge- 
liefert. 


Astronomie. 

Wunder  des  Himmels  oder  gemeinfassliche  Dar- 
stellung des  Weltsystems.  Von  J.  J.  v.  Littrow.  Vierte 
Auflage.  Nach  dem  neuesten  Zustande  der  Wissen- 
schaft bearbeitet  von  Carl  v.  Littrow,  Dircctor  der  k. 
k.  Sternwarte  in  Wien.  Erste  und  zweite  Lieferung- 
Stuttgart.  Hoffraann.  Das  ganze  aus  sechs  Lieferun- 
gen bestehende  Werk  kostet  21/*  Th  Ir. 

Der  Werth  dieses  jetzt  in  einer  vierten  Auflage  erscheinen- 
den Werks  ist  allgemein  anerkannt,  und  wie  gross  die  Verbrei- 
tung ist,  welche  dasselbe  mit  Recht  gefunden  hat,  beweisen  seine 
wiederholten  Auflagen  genugsam.  In  der  That  hat  dieses  Werk 
einen  sehr  grossen  Werth,  und  wir  besitzen  in  unserer  Literatur 
kein  anderes  Werk,  aus  welchem  jeder  Gebildete  sich  eine  so 
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vollständige  Kenntniss  der  gesammteo  Astronomie,  so  weit  dies 
mit  nur  ganz  elementaren  mathematischen  Kenntnissen,  die  sich 
fast  bloss  auf  die  bekanntesten  Sätze  der  Elementar  -Geometrie 
und  die  einfachsten  trigonometrischen  Begriffe,  die  übrigens  in 
dem  Werke  seihst  auch  grösstentheils  erläutert  werden,  erstre- 
cken, möglich  ist,  verschaffen  könnte,  wie  aus  diesem  Werke. 
Dabei  liefert  aber  dasselbe  keineswegs  eine  blosse  Topographie 
des  Himmels,  wie  so  viele  andere  Werke  dieser  Art,  sonaern 
die  Kenntniss,  welche  aus  diesem  Werke  geschöpft  wird,  darf 
wirklich,  in  dem  Maasse,  wie  die  vorausgesetzten  matheinatischen 
Kenntnisse  gestatten,  mit  allem  Recnte  als  eine  wissen- 
schaftliche bezeichnet  werden;  der  Leser  wird  durch  dasselbe 
auch  in  die  wichtigsten  astronomischen  Beobachtungsmethoden, 
mit  Rücksicht  auf  die  dazu  erforderlichen  Instrumente,  eingefährt, 
und  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  von  dem  Wege,  auf  welchem 
der  Astronom  zu  seinen  Resultaten  gelangt,  sich  ein  höchst  an- 
schauliches Bild  zu  entwerfen.  Wir  verweisen  in  dieser  Bezie- 
hung z.  B.  auf  das  dritte  Kapitel  über  die  jährliche  Bewegung 
der  Sonne,  wo,  nach  Erläuterung  der  Einrichtung  und  des  Ge- 
brauchs des  Quadranten  zum  Höhenmessen,  die  Bestimmung  der 
Polhöhe  des  Beobachtungsorts  durch  Beobachtungen,  der  Declination 
der  Gestirne,  der  Schiefe  der  Ekliptik,  der  Nachtgleichepunkte,  über- 
haupt die  Bestimmungder  ganzen  Lage  der  Ekliptik  gegen  den  Aequator 
in  so  vollständiger  und  so  ungemein  deutlicher  Weise  gelehrt,  dann  fer- 
ner auch  die  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  mit  den  nüthigen 
historischen  Beziehungen  besprochen  wird,  dass  über  alle  diese 
Punkte  dem  Leser  nichts  zu  wünschen  übrig  bleiben  kann,  ln 
gleich  ausgezeichneter  Weise  sind  aber  alle  übrigen  Partieen  des 
Werks  bearbeitet,  und,  so  wie  für  jeden  Gebildeten,  halten  wir 
dasselbe  daher  selbst  auch  für  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  höheren  Unterrichtsanstalten , die  öfters  der  Astronomie  ein 
ins  Einzelne  gehendes  streng  mathematisches  Studium  zu  widmen 
nicht  haben  Zeit  gewinnen  können,  gegenwärtig  für  eins  der  ge- 
eignetsten Werke,  mit  dessen  Hülfe  dieselben  die  erwähnte  Lücke 
in  ihrem  Wissen  wenigstens  in  so  weit  vollständig  ausfüllen  kön- 
nen, als  es  der  Zweck  des  Unterrichts  in  der  Astronomie  und  ma- 
thematischen Geographie  an  diesen  Unterrichtsanstalten  erfordert 

Nachdem  wir  so  über  den  Charakter  des  Werkes  im  Allge- 
meinen berichtet  haben,  müssen  wir  noch  einige  Worte  über  die 
Verdienste  sagen,  welche  sich  der  jetzige  Herausgeber  des  Werks, 
der  verdiente  Sohn  des  leider  zu  früh  verstorbenen  J.  J.  v.  Littrow, 
um  die  vorliegende  vierte  Ausgabe  erworben  hat.  Diese  Ver- 
dienste bestehen  hauptsächlich  und  zunächst  darin,  dass  alle 
neuen  Entdeckungen,  mit  denen  seit  dem  Erscheinen  der  früheren 
Ausgaben  die  Astronomie  in  materieller  Rücksicht  bereichert  wor- 
den ist,  nachgetragen  und  die  numerischen  Angaben,  in  denen 
das  Werk  gleichfalls  grosse  Vollständigkeit  darbietet,  nach  neue- 
ren Bestimmungen  vielfach  berichtigt  und  ergänzt  worden  sind. 
Jedoch  ist  dies  keineswegs  das  einzige  Verdienst,  welches  Herr 
Carl  v.  Littrow  sich  um  die  neue  Ausgabe  erworben  hat.  Viel- 
mehr haben  neuere  Beobachtungsmethoden , neue  Beweise  für  die 
Richtigkeit  der  Erklärungen  verschiedener  Erscheinungen  überall, 
wo  es  erforderlich  war,  gehörige  Berücksichtigung  gefunden.  Um 
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dies  darzuthun,  können  wir  die  Leser  anf  kein  besseres  Beispiel 
hin  weisen,  als  auf  die  in  $.  36.  8.55.  bis  S.  61.  gegebene  buchst 
anschauliche  Darstellung  der  neueren  Foucault’schen  Pendel* 
versuche  zura  Beweise  der  Axendrehung  der  Erde,  zugleich  mit 
Erläuterung  der  Art  und  Weise,  wie  diese  Versuche  am  besten 
anzustellen  sind.  Jeder  Leser  wird  sich  durch  die  Darstellung 
dieser  Versuche  gewiss  sehr  angezogen  und  befriedigt  fühlen. 
Dieses  Beispiel  soll  nur  dazu  dienen,  die  Leser  darauf  aufmerk* 
sam  zu  machen,  dass  in  dieser  neuert  Ausgabe  alles  Neue,  nag 
seit  den  früheren  Ausgaben  in  der  Wissenschaft  sich  geltend  ge* 
macht  hat,  sorgfältigst  berücksichtigt  worden  ist 

Möge  das  Werk  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  zur  immer  wei- 
teren Verbreitung  einer  gründlichen  Kenntniss  der  herrlichen  Wis- 
senschaft, welcher  es  gewidmet  ist,  beitrageil!  Dem  Erscheinen 
der  folgenden  Lieferungen  sehen  w ir  mit  Verlangen  entgegen,  und 
werden  dieselben  sogleich,  wenn  sie  in  unsere  Hände  gelangt  sind, 
in  diesem  Literarischen  Berichte  anzeigen. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Nachdem 
Befehl  Seiner  k.  k.  apostolischen  Majestät  auf  öffent* 
liehe  Kosten  herausgegeben  von  Carl  v.  Littrow,  Di* 
rector  der  Sternwarte  u.  s.  w.  Dritter  Folge  Zweiter 
Band.  Wien.  Gedruckt  bei  Sommer.  1852.  8. 

WTir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  für  Astronomie  sich 
interessirenden  Lesern  des  Archivs  das  Erscheinen  dieses  zweiten 
Bandes  der  dritten  Folge  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  anzeigen  zu  können,  weil  wir  auf  das  Erscheinen  diese» 
Bandes  schon  im  Liter.  Ber.  Nr.  LXXII.  S.  9*21.  aufmerksam  mach- 
ten. Dieser  Band  enthält  nämlich  die  Fortsetzung  des  aus  Arge* 
lander’s  Zonenbeobachtungen  abgeleiteten  Stemcatalogs , über 
dessen  Entstehung,  Zweck  und  grosse  Verdienstlichkeit  wir  schon 
a.  a.  0.  berichtet  haben,  weshalb  wir  uns  hier  damit  begnügen 
dürfen,  den  Lesern  des  Archivs  dieses  schöne  Unternehmen  ron 
Neuem  zu  empfehlen. 


t 


Vermischte  Schriften- 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  de' 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  LXXIt 
S.  921.). 

1 s 

Jahrgang  1852.  VIII.  Band.  1.  Heft.  S.  52.  Haidin' 
ger:  Note  über  die  Richtungen  der  Sclnringungen  des  Licht* 
äthers  in  geradlinig  polarisirtem  Lichte.  — S.  82.  Kunzek:  Be- 
richt über  Stell  wag's  Abhandlung:  „Die  doppelte  Brechung  und 
davon  abhängige  Polarisation  des  Lichtes  im  menschlichen  Auge. 
— S.  91.  Doppler:  Weitere  Mittheilungen,  meine  Theoriedes 
farbigen  Lichtes  der  Doppelsterne  betreffend.  — & */# 
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H ai  ding  er:  lieber  den  Zusammenhang  der  Kurperfarben,  oder 
des  farbig  durchgetassenen,  und  der  Überflächenfarben , oder  des 
farbig  zurückgeworfenen  Lichtes  gewisser  Körper.  — S.  134. 
Petzval:  Leber  ein  allgemeines  Princip  der  Undulationslehre: 
liesetz  der  Erhaltung  der  Sclmingungsduuer. 


Jahrgang  1852.  VIII.  Band.  2 Heft.  S.  165.  Pohl: 
Nachtrag  zur  thermo-araometrischen  Bierprobe.-—  S.  170.  Stein- 
heil:  Rectification  de«  Gehaltmessers  der  optischen  Bierprobe. — 
8.176.  Doppler:  Ein  weiterer  Beitrag  zur  Bestimmung  der  mag- 
netischen üeclination,  aus  einer  der  absichtlich  angestellten  Be* 
obachtungen  vorausgegangenen  Zeitperiode. — 8.241.  SchrötteiM 
Bemerkungen  zu  Jacquelaiir«  Aequivalentenhestimmung  des  Phos- 
phors. — Vorläufige  Mittheilungen  über  das  Phosphoroxyd.  — 
8.  246.  Haidinger:  Farbenringe  durch  Anhauchen  auf  frischen 
Theilungsflächen  des  Glimmers.  — 8.  275.  Pohl  und  Schubus: 
Tafeln  zur  Reduction  der  in  Millimetern  ahgelesenen  Barometer- 
stände auf  die  Normaltemperatur  von  0°  Celsius.  — Diese,  Be- 
obachtern des  Barometers,  welche  die,  viele  Zeit  raubenden  Re- 
ductionen  der  abgelesenen  Barometerstände  möglichst  abkürzen 
wollen,  nebst  ihrer  lehrreichen  Einleitung,  sehr  zu  empfehlenden 
Reductionstafeln  sind  auch  in  einem  besonderen  Abdrucke  er- 
schienen und  zu  haben. 


Jahrgang  1852.  VllI.Band.  3 Heft.  S.331.  Pohl  u.Scha- 
bus:  Tafeln  zur  Vergleichung  und  Reduction  der  in  verschiede- 
nen Längenmaassen  ahgelesenen  Barometerstände.  (Auch  diese 
Tafeln  sind  in  besonderen  Abdrücken  zu  haben.). — S.  413.  Kreil: 
Leber  den  Einfluss  des  Mondes  auf  die  horizontale  Componente 
der  magnetischen  Erdkrafk  — S.  417.  Schaub:  Beobachtungen 
des  Encke'schen  Cometen  an  der  intermistischen  Sternwarte  in 
Triest.  — S.  422.  Spitzer:  Note  über  Gleichungen.  — S.  442. 
A.  v.Ettingshausen:  Bericht  über  zwei  Abhandlungen  Theod. 
Scho n em ann’s : 1.  Ueber  die  Beziehungen,  welche  zwischen 

den  Wurzeln  irreducibler  Gleichungen  Statt  finden,  insbesondere 
wenn  der  Grad  derselben  eine  Primzahl  ist.  2.  Von  der  Empfind- 
lichkeit der  Brückemvageu  und  der  einfachen  und  zusammenge- 
setzten Hebel -Ketten -Systeme.  S.  445.  Pohl:  Beobachtungen  • 
während  der  Sonnenfinsternis«  am  28.  Juli  1851.—  S.  457.,Dopp- 
ler:  Ein  Beitrag  zur  genaueren  Ermittelung  des  Reibungs-Coetli- 
cienten  zwischen  Eisen  und  Erde  unter  verschiedenen  Umständen. 

Besonders  abgedruckt  ist  auch  erschienen : 

Karl  Fritsch:  Kalender  der  Flora  des  Horizontes  von  Prag. 
Entworfen  nach  zehnjährigen  Vegetations-Beobachtungen. 


N e c r o 1 o g. 

Leopold  Carl  Schnlz  von  Strasznitzki. 

Meine  ursprünglich  an  Herrn  Directoi' von  Littrow  in  Wien 
gerichtete  Bitte,  mir  einen  Necrolog  des  leider  zu  frühe  den  Wis- 
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senschaften  entrissenen  trefflichen  »Schulz  von  St  ras  znitzki, 
dem  auch  das  Archiv  einige  Beiträge  verdankt,  zu  verschalen, 
hat,  wahrscheinlich  auf  Herrn  von  Li ttrow’s  Veranlassung,  Hw 
Simon  Spitzer  in  Wien  zu  erfüllen  die  Gute  gehabt,  und  den 
eingesandten  Necrolog,  den  ich  nachstehend  mittheile,  mit  den 
folgenden  Zeilen  begleitet: 

„Ich  erfuhr,  dass  Sie  den  Wunsch  hatten,  eine  Biographie 
von  dem  leider  so  früh  verewigten  Professor  Schulz  von  Strass- 
nitzki  zu  haben.  Ich,  sein  ehemaliger  Assistent,  war  in  der  Lage, 
mir  eine  zu  verschaffen , von  seinen  Söhnen , und  hin  so  frei,  die- 
selbe zu  beliebiger  Benutzung  zu  übersenden.  Freilich  enthält  die- 
selbe wenig  von  seinem  Wirken  als  Mensch,  und  als  solcher 
stand  er  wohl  am  höchsten,  vielleicht  unvergleichbar,  da.  Sein  edles 
Streben  war  nur  befriedigt,  wenn  er  Unglücklichen  geholfen, 
wenn  er  Arme  unterstützt,  wnnn  er  Gebeugte  aufgerichtet  hatte. 
Er  war  der  Freund  und  Wohlthäter  seiner  zahlreichen  Schüler, 
die  armen  hatten  an  ihm  einen  sorgenden  liebevollen  Vater.  Wenn 
auch  mit  der  Zeit  sein  Wirken  als  Lehrer  vergessen  werden  würde 
(er  war  in  Wien  als  ausgezeichneter  Pädagog  hochverehrt),  sein 
Handeln  als  Mensch  wird  denen,  die  ihn  kannten,  unvergesslich 
bleiben. 

Wien,  am  15.  September  1852.  % i 

Simon  Spitzer , 

Supplent  der  Elementar*  und  höheren  Mathematik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien. 


Leopold  Carl  Schulz  von  Strasznitzki  wurde  am 
31.  März  1803  zu  Krakau  geboren,  brachte  seine  erste  Jugendzeit 
in  Galizien,  theils  in  Zloczow,  theils  in  Stry  zu,  kaiu  in  einem 
Alter  von  9 Jahren  nach  Wien,  trat  ins  Gymnasium.  Bereits  io  der 
letzten  Gymnasial-Classe  sprach  er  dem  Professor,  der  seine  Schü- 
ler um  die  Wahl  ihres  künftigen  Berufes  befragte,  entschieden 
den  Entschluss  aus,  er  wolle  sich  zu  nichts  anderem,  als  ium 
mathematischen  Lehramte  wenden.  Seine  philosophischen  Stadien 
absolvirte  er  mit  Auszeichnung,  besuchte  vorzüglich  die  Vorle- 
sungen der  Herren  Professoren  v.  Littrow,  v.  Baumgartner, 
v.  Ettingshausen  und  Kemboiv.  ln  derselben  Zeit  Hess  er 
sich  auch  in  die  Collegien  über  praktische  Geometrie  und  Baukunst 
am  polytechnischen  Institute,  dann  über  Vernunftrecht  und  Stati- 
stik an  der  juridischen  Facultät  einschreiben.  Als  21i  übriger  Jüng- 
ling ward  er  zum  Adjuncten  für  die  Lehrgegenstände  der  Mathe- 
matik und  Physik  bei  den  Herren  Professoren  v.  Baumgarlner 
(jetzigem  österreichischen  Finanz-  und  Handelsminister)  und  Jen*0 
bestellt,  und  trug  in  den  zweiten  Abtheilungen  diese  Wis**8' 
schäften  selbst  vor.  Nach  mehreren  Concurs-Prüfungcn,  die  inun*f 
zur  vollen  Zufriedenheit  der  Studien-Hof  Commission  auslielen,  g** 
lang  es  ihm  endlich  im  Jahre  1827  zum  Professor  der  Mathen»«' 
am  k.  k.  Lyceum  in  Laibach  ernannt  zu  werden.  Hier  ga® 

, nebstdem  ausserordentliche  Vorlesungen  über  höhere  Matbemat* 
und  populäre  Astronomie,  welche  letzteren  besonders  vielen  Anklan- 
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fanden.  Die  Landwirthschaftsgesellschaft  für  das  Herzogtfa.  Kraio 
erwählte  ihn  zu  ihrem  Mitgliede,  und  später  zu  ihrem  Secretair. 
Im  Jahre  1832  reiste  er  zur  Versammlung  der  Naturforscher  und 
Aerzte  nach  Wien.  Zwei  Jahre  später  ward  er  zum  Professor 
derElementar-Mathematik  und  praktischen  Geometrie  an  die  Fran- 
zens-Universität  zu  Lemberg  befördert,  allwo  er  das  philosopbi- 
sehe  Doctorat  ablegte,  und  das  Jahr  darauf  das  philosophische 
Decanat  versah.  Seine  dortige  Wirksamkeit  dauerte  nur  4 Jahre, 
im  Jahre  1838  ward  er  als  Professor  der  Elemeutar-  Mathematik 
an  das  polytechnische  Institut  nach  Wien  versetzt.  Im  Schuljahre 
1842/43  trug  er  zum  ersten  Male  höhere  Mathematik  an  dieser 
Lehranstalt  vor,  und  dann  abwechselnd  ein  Jahr  Elementar-,  das 
andere  Jahr  höhere  Mathematik.  Nebstdem  gab  er  an  Sonn-  und 
Feiertagen  Vorlesungen  über  Arithmetik  und  Algebra  für  Schul- 
lehrer und  Handwerker,  dann  auch  über  den  Gebrauch  des  engli- 
schen Rechenschiebers , musste  dieselben  jedoch  seiner  fortwäh- 
renden Kränklichkeit  wegen  in  den  letzten  Jahren  aussetzen.  Län- 
gere Zeit  war  er  Mitglied  des  Österreich.  Gewerbvereins.  Im 
April  1848  ward  er  von  Seiten  des  polytechnischen  Instituts  zum 
Vorparlamente  nach  Frankfurt  a.  M.  gesendet,  besuchte  dann  in 
Heidelberg  den  von  ihm  hochverehrten  Geheimrath  Professor 
Schlosser,  und  machte  seine  Rückreise  in  Gesellschaft  mehre- 
rer anderer  Wiener  Abgeordneten  über  Cöln,  Hannover  und  Ber- 
lin. Im  Mai  1848  wählten  ihn  seine  Wiener  Mitbürger  (von  der 
Vorstadt  Wieden)  in  den  neu  geschaffenen  Gemeindeausschuss, 
in  welchem  er  vorzüglich  zur  Verbesserung  der  Lage  der  Gassen- 
lehrer  (sogenannten  Schulgehülfen)  beitrug.  Im  Studienjahre  I84%0 
begann  er  Vorlesungen  über  populäre  Astronomie,  san  sich  aber 
bald  seiner  Gesundheit  wegen  genöthigt,  die  zwei  wöchentlichen 
Stunden  auf  Eine  zu  reduciren,  und  endlich  diese  Vorträge  ganz 
aufzugeben.  Die  auffallende  Abnahme  seiner  Körperkräfte  w’urde 
von  den  Aerzten  nur  als  Folge  seiner  übergrossen  Anstrengung 
dargestellt,  und  ihm  der  Curort  Gastein  angerathen.  Das  dortige 
Baa  wirkte  für  einige  Zeit  günstig  auf  seine  Gesundheit,  nach 
einigen  Monaten  stellte  sich  jedoch  seine  frühere  Schwäche  wie- 
der ein.  Zur  neuen  Organisirung  der  Gymnasien  und  Realschulen 
wwd  er  vom  hohen  Ministerium  für  Coitus  und  Unterricht  vielfach 
zu  Rathe  gezogen,  und  im  Februar  1851  zum  Commissär  frir  Ma- 
thematik bei  den  Gymnasial-Lehramts-Prüfungen  ernannt,  welches 
Amt  er  bis  wenige  Monate  vor  seinem  Tode  versah.  Im  Frühling 
1851  besserte  sich  sein  Gesundheitszustand  allmälig,  so  dass  er 
sich  stark  genug  fühlte,  der  Sendung  des  Unterrichts-Ministeriums 
zur  Welt-lndustrie-Ausstellung  nach  London  nachzukoramen.  Er 
machte  sich  dort  noch  ausserdem  mit  der  Einrichtung  der  verschie- 
denen Lehr-  und  Bildungsanstalten  bekannt,  vor  allem  interessir- 
ten  ihn  die  Adult-Schools  (Schulen  für  Erwachsene,  die  bereits 
in  einer  praktischen  Thätigkeit  stehend  , das , was  ihnen  an  Theo- 
rie abgeht,  auf  diese  Weise  nachzuholen  streben).  Beinahe  alle 
diese  Anstalten  werden  in  England  durch  Private  (Gesellschaften) 
unterhalten;  es  lag  daher  auch  in  seiner  Absicht,  unsere  Bürger- 
schaft und  vorzüglich  die  Wiens  durch  eine  Broschüre  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  und  einen  ähnlichen  Geist  in  ihnen  zu  er- 
wecken. Auf  der  Rückreise  hielt  er  sich  einige  Tage  in  Paris  auf. 
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berührte  einzelne  deutsche  Städte,  und  war  in  Gotba  wieder  bei 
der  Versammlung  der  Naturforscher  zugegen.  Im  September  lföl 
gelangte  er  nach  Wien  zurück.  Im  März  d.  J.  wurde  er  von  einem 
ausgezeichneten  Wiener  Arzte  von  der  dasigen  Hochschule  aufs 
Genaueste  untersucht,  und  dieser  sprach  schon  damals  die  Hoff- 
nungslosigkeit seines  Zustandes  aus.  Durch  eine  zweckmässige 
Diät  und  vollkommene  Schonung  blieb  er  so  viel  als  möglich  ron 
Leiden  verschont,  so  dass  er  selbst  noch  fortwährend  hoffte,  und 
sich  Alles  von  der  Wirkung  des  Vöslauer  Bades  versprach.  Doch 
nach  II  Tagen,  die  er  dort  zubrachte,  war  er  eine  Leiche.  Seine 
Krankheit  bestand  in  einer  Entartung  der  Nieren , die  in  ihren 
abnormen  Functionen  den  Harn  fortwährend  mit  Eiweiss  schwän- 
gerten , allen  Organen  ihre  Kraft  benahmen , und  zuletzt  ein  Lun- 
gen-Oedem  herbeiführten.  Er  starb  am  9.  Juni  1852  an  einem  Älitt- 
woph  in  Vöslau,  um  die  sechste  Stunde  des  Nachmittags.  Seine 
letzten  Worte,  beiläufig  um  11  Uhr  V.-M,  waren,  zuerst  leise,  dann 
aber  auf  Befragung  vernehmlich,  mit  Anstrengung,  jedoch 
mit  Bedeutcnheit  gesprochen  : „ Alle  guten  Geister  loben 

Gott  den  Herrn.“ — Am  darauf  folgenden  Freitage  war  das  Leicben- 
begfingniss,  zu  dem  ungeachtet  der  grossen  Entfernung  von  4 Mei- 
len, der  Director  und  alle  Professoren  des  polytechnischen  Institu- 
tes, dann  eine  sehr  zahlreiche  Anzahl  von  »Studirenden  hinaus- 
kamen,  welche  letzteren  den  Sarg  trugen  und  ihn  ins  (irab  hinab- 
senkten. Die  Theilnahme  war  gross  und  allgemein  für  den  edlen 
Dahingeschiedenen. 


Seine  Werke  in  chronologischer  Ordnung  waren  folgende: 

1)  Das  geradlinige  Dreieck  und  die  dreiseitige  Pyramide,  WieB, 

Heubner  1827. 

2)  Elemente  der  reinen  Mathematik  für  den  akademischen  Ge- 

brauch 1.  Tbl.  Algebra,  Wien,  Heubner  1831. 

3)  Elemente  der  reinen  Mathematik  für  den  akademischen  Ge- 

brauch 2.  Thl.  Geometrie,  Wien,  Heubner  1835. 

4)  Neue  Methode  zur  Aufündung  reeller  Wurzeln  höherer  nume- 

rischer Gleichungen , Wien,  Heubner  1842. 

5)  Anleitung  zum  Gebrauche  des  englischen  Rechenschiebers, 

Wien,  Lohrmann  1843. 

G)  Handbuch  der  besondern  und  allgemeinen  Arithmetik  för 
Praktiker,  Wien,  Gerold  1844."  2.  AuÜ.  1848. 

7)  Handbuch  der  Geometrie  für  Praktiker,  Wien,  Gerold  1859- 

8)  Der  mathematisch -astronomische  Theil  zu  Galettis  Welt- 

bünde (10.  Aufl.),  Pesth  bei  Hartleben,  auch  besonders 
abgedruckt  (Pesth  1847./ 

9)  Grundlehren  der  Analysis,  verfasst  zu  Laibach  im  Jahre  1829, 

lithographirt  1843,  in  Druck  gelegt  1850  bei  Gerold. 

10)  Anfangsgründe  der  Geometrie  aus  der  Anschauung  begriffe- 
massig  abgeleitet,  im  Aufträge  des  Unterrichtsministe- 
riums für  die  I.  Grammaticalclasse  ausgearbeitet,  Wien, 
Gerold  1851. 
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literarischer  Bericht. 


I 

Geschichte  der  Mathematik  und 

Physik. 

! ... 

Die  Fortsetzung  des  interessanten  Referats  von  Biot  über 
den  wichtigen  Briefwechsel  zwischen  Newton  und  Cotes  (m.  s. 
Literar.  Ber.  Nro.  LXXIV.  S.  937.)  findet  man  im  Journal  des 
Savants.  Avril.  1852.  p.  217. 


• p 

Lebenslinien  zur  Geschichte  der  exacten  Wissen- 
schaften se  it  W iederherstellung  derselben  von  J.  C. 
Poggendorff,.  Mitg  li  ed  der  Academie  der  Wissenschaf- 
ten zu  Berlin.  Berlin  1853.  4.  IThlr.  lOSgr. 

■ * # 

Diese  Lebenslinien  zur  Geschichte  der  exacten  Wissenschaf- 
ten sind  bestimmt,  die  chronologischen  Data  ihres  biographischen 
Theils  zu  sammeln,  und  sind  der  Vorläufer  eines  grösseren  bio- 
graphischen Werkes,  durch  welches  später  eine  fühlbare  Lücke 
in  unserer  Literatur  ausgefüllt  werden  soll.  , Den.  Inhalt  dieser 
Schrift  bilden  zunächst  drei  Tafeln:  die  eine  für  das  sechszehnte 
und  siebzehnte,  die  andere  für  das  achtzehnte,  die  dritte  für 
das  neunzehnte  Jahrhundert,  in  denen  in  einer  graphischen 
D arstellung  die  hauptsächlichsten  Lebensdata  von  ,150  Perso- 
nen, die  sich  um  die  Cultur  der  exacten  Wissenschaften  verdient 
gemacht  haben,  angegeben  sind.  Die  Namen  sind  alphabetisch 
geordnet,  auf  der  rechten  Seite  der  gezogenen  horizontalen  Li- 
nien stehen  die  Namen  der  Betreffenden , links  die  Geburtsorte, 
die  Endpunkte  dieser  Horizontalen  geben  in  Bezug  auf  den  oben 
und  unten  befindlichen  Jahreszeiger  oder  Jahresmaasstab  Geburts- 
und Sterbejahr  an.  Der  Grundgedanke  dieser  biographischen  Ta- 
feln ist  von  Priestley’s  Chart  of  Biography  entnommen, 

75 
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die  vor  etwa  einem  Jahrhundert  erschienen  ist.  Den  Tafeln  vor- 
angeschickte Erläuterungen  enthalten  die  Namen  wieder  in  alpha- 
betischer Ordnung,  und  kurz  die  hauptsächlichsten  Leistungen  der 
in  den  Tafeln  aufgeuoinmenen  Personen. 

Weil  mich  die  Schrift  interessirte , ging  ich  mit  ihr  in  meine 
Bibliothek,  um  mich  einigermassen  von  ihrer  Vollständigkeit  zu 
überzeugen.  Da  fand  ich  aber  freilich  sehr  grosse  Lücken,  und 
Männer  wie  folgende  dürften  doch  in  einer  solchen  Schrift,  die 
manche  andere  viel  weniger  verdiente  Namen  aufgenomnieii  hat, 
wohl  schwerlich  fehlen.  Ich  führe  die  Namen  ohne  alle  bestimmte 
Ordnung  an,  wie  sie  mir  gerade  aus  meinen  Büchern  entgegen- 
treten. 

• 

Hindenburg,  Georg  Simon  Klügel,  Lacroix,  Montmort,  Fried- 
rich Theodor  Schubert,  Schooten,  uregorius  a St.  Vincentio,  Mon- 
tucla,  Soldner,  Littrow,  Gardiner  (sehr  berühmte  Logarithmenta- 
feln, in  der  Mathematik  berühmter  als  die  desaufgenommenenN  ega), 
Sherwin  eben  so,  Schumacher,  Le  Seur  und  Jacquier,  Don  George 
Juan  (berühmtester  mathematischer  Schriftsteller  über  Schiffbau 
und  Schiffsmanoeuvre),  Horrebow,  Belidor,  ja  sogar  Christian 
Freiherr  von  Wolff  fehlt,  und  dieser  war,  wenn  er  auch  nicht 
gerade  Entdeckungen  gemacht  hat,  doch  wohl  eine  wirkliche  Le- 
benslinie für  das  Studium  der  exacteo  Wissenschaften,,  wenigstens 
in  Deutschland;  deshalb  vertrieben  ihn  ja  auch  die  Theologen 
aus  Halle  und  erst  der  alte  Fritz  rief  ihn  zurück.  Tausende  von 
Studenten  und  Bürgern  holten  ihn  ein  (der  Herr  Vf.  hätte  sollen 
Gottsched’s  Lohschrift  auf  Wolff  nachsehen),  Pasquich,  Pe- 
trus Ramus,  Joh.  Keill,  Pitiscus,  Regiomontan,  Adrianus  Roma- 
nus, Joh.  Faulhaber,  Daniel  Schwenter,  Bugge,  Jac.  Craig,  Stepb. 
de  Angelis,  Hugh  Hamilton,  Moritz  v.  Prasse,  Mollweide,  Tupfer 
(Combinatorische  Analysis),  Tetens  (eben  so),  Revneau,  Lorgna, 
Landen,  Conte  di  Fagnano,  de  Bougainvilie  (Calcul  integral),  Paoh, 
Buzengeiger,  Walraesley,  Manfredi,  de  Buuuoy,  Langsdorf, 
Fuss,  Lexeli,  Weingärtner  (Comb.  Anal.),  J.  v.  Pacassi,  Cousin» 
Späth,  Svanberg,  Proaperin,  Melanderhielm,  Hennert,  Lulof,  Wa‘* 
Iet,  Ideler,  Lowitz,  Tacquet,  Dechales,  Joh.  Caramuel,  Doppel* 
mayer,  Zahn  (Oculus  artiücialis),  Johann  de  Sacrobosco, 

Adrian  Metius,  Dttvlllard,  Robertson,  Franchini,  Girard,  Cn.  Riten 
(Berliner  Astronom),  • Silberschlag  (Berliner,  um  Mathematik  u»m 
Naturwissenschaft  verdienter  Geistlicher),  Lord  Brounker  (Ketten- 
brüche), de  Gua,  Bragelogne,  Cramer,  Braikenrtdge , Christoph 
Rudolph  aus  Jauer  (berühmter  Cossist),  Paul  Halken  (eben  so), 
Joh.  Scheybl,  de  Beanne,  Johann  Hudde,  de  Slüse,  Thomas  Ba- 
ker, Campbell,  Lagny,  Foncenex,  Gursnde,  Bachet  (berühmter 
Herausgeber  des  Dlojihant).  Von  der  berühmten  Familie  der 
Bernoriili’s  giebt  der  Herr  Vf.  nur  drei  an;  es  giebt  deren  aber, 
ausser  dem  Stammvater  aller,  noch  zehn,  deren  sehr  vollständige» 
von  Herrn  Professor  ßernoulli  in  Basel  mitgethe*Re  Geneal lo- 
ste der  Herr  Vf.  im  Archiv  Thl.  VIII.  Literar.  Ber. 
■XXXII.  S.  484.  hätte  tinden  können. 

Solche  Namen,  die  alle  in  den  „ Lebens tinlen*  feh|en> 
und  t heil  weise  weit  berühmter  sind  als  die  sich  dort  findenden. 
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Hessen  sich  noch  in  grosser  Menge  au  flu  h re  n,  denn  die  Geschichte 
der  exacten  Wissenschaften,  namentlich  der  Mathematik,  ist  un- 
gemein  reich  an  berühmten  Namen,  eben  weil  diese  Wissenschaf- 
ten nur  sehr  langsam,  aber  in  stetigem  sicheren  Fortscbreiten  zu 
der  Hohe  gelangt  sind,  auf  der  sie  sich  jetzt  befinden,  und  weil 
oft  durch  eine  einzige,  an  sich  sehr  einfach  scheinende  Idee,  die 
in  der  Geschichte  nothwendig  den  Namen  ihres  Erfinders  tragen 
muss,  grosse  Fortschritte  der  Wissenschaft  herbeigeführt  worden 
sind.  - 

Bedauern  müssen  wir  auch,  dass  der  Herr  Vf.  seine  „Le- 
ben slinien“  nicht  noch  etwas  weiter  rückwärts  verlängert  hat, 
bis  er  zu  den  Arabern  gelangt  wäre,  die  jedenfalls  Vieles  für  die 
Zeit,  auf  welche  sich  die  Lebenslinien  nur  erstrecken,  vorberei- 
tet haben.  Und  was  Für  Schätze  namentlich  jetzt  in  der  arabi- 
schen Literatur  aufgefunden  worden  sind,  ist  z.  B.  aus  dem  Li- 
terarischen Berichte  Nro,  LXVII.  S.  8G1  des  Archivs 
zu  ersehen. 

In  den  Erläuterungen  sind  uns  manche  Ungenauigkeiten  auf- 
gestossen.  Der  berühmte  Verfasser  der  Mondtafeln  heisst  nicht 
„Burg**  sondern  „Bürg“.  — „Cavalieri“  ist  jedenfalls 
falsch;  es  muss  heissen  „Cavaleri“  oder  auch  vielleicht  „Ca- 
valieri“, worüber  wir  eine  bestimmte  Entscheidung  in  diesem 
Augenblicke  nicht  geben  können,  aber  „Cavalieri“  ist  unter  je- 
der Bedingung  falsch.  Bei  Format  ist  als  Hauptverdienst  die 
„Zablenrechnung“  angeführt;  dies  muss  „Zah  1 enleh  re“ 
oder  „Theorie  der  Zahlen“  heissen ; 4 denn  „Zahlenrech- 
nung“ giebt  einen  ganz  falschen  Begriff.  — „Demoivre“  fst 
eine  ganz  falsche  Schreibart;  auf  keinem  seiner  Werke  schreibt 
sich  dieser  berühmte  englische  Mathematiker  (nach  Geburt  übri- 
gens Franzose)  so,  sondern  immer  „l)e  Moivre“,  und  er  heisst 
in  der  Mathematik  auch  allgemein  kurz  „Moivre“.  Eben  so 
ist  „L  Huillier“  in  doppelter  Weise  ganz  falsch:  es  muss 
„Lhuilier“  heissen.  Auen  hätte  bei  diesem  trefflichen  Mathe- 
matiker nicht  seiue  „Exposition  elementaire  des  calculs 
su  p erieu  rs“,  sondern  das  neue  und  grössere  lateinische  Haupt- 
werk; „Expositio  elementar is  Principiorum  calculi  dif- 
ferentialis  et  integralis  otc. “ angeführt  werden  sollen.  — 
„Mercntor“  ist  als  Erlinder  der  „Karten  mit  wachsender  Pro* 
j ect  io  n“  angeführt,  was  geradezu  einen  Nonsens  enthält.  Diese  vor- 
züglich in  der  Schifffahrt  bei  der  s 'genannten  runden  Schifffahrt  ge- 
bräuchlichen Karten  heissen  „Karten  mit  wachsenden  Breiten“ 
oder  „Heducirte  Karten“.  — Pingre’sCometographie  ist 
Dicht  1784,  sondern  der  erste  Theil  schon  1783  erschienen.  — Bei 
dem  Astronomen  „Wendelin“  hätte  erwähnt  werden  müssen, 
dass  er  zuerst  nach  Aristarchs  Methode  die  Entfernung  der 
Sonne  von  der  Erde  durch  Beobachtungen  bestimmt  habe;  dabei 
kommt  freilich  auch  eine  Mondheohachtung  vor,  aber  der  Zweck 
ist  dabei  gar  nicht  der  Mond,  sondern  recht  eigentlich  die  Sonne. 
— Hinter  „Stevinus“  schreibt  der  Herr  Vf.  „Stevens?“ 
Wir  antworten  kurz:  „Stevin“  (in.  s.  das  treffliche  „Memoire 
s u r 1 a v i e et  I e s t r a v a U x d e S i m o u Stevin.  Par  S t e i - 
eben.  Bruxelles.  184G.  242  Seiten;  auch  eine  kürzere  sehr 
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schöne  Schrift  von  Quetelet  über  diesen  berühmten  niederländi- 
schen Mathematiker,  der  als  Ingenieur  im  Dienste  des  Prinzen 
Moritz  von  Nassau  stand). 

. • -,i.  ' 

Schon  das  Vorhergehende,  was  sich  leicht  noch  vermehren 
Hesse,  wird  hinreichend  sein,  namentlich  jungen  Mathematikern, 
die,  weil  sie  sich  oft  wegen  einer ^zweckmässigen  Anleitung  zur 
Geschichte  ihrer  Wissenschaft  in  Verlegenheit  befinden,  vielleicht 
am  Ersten  nach  diesen  Lebenslinien  greifen  dürften,  in  jeder  Be- 
ziehung sehr  grosse  Vorsicht  bei  dem  Gebrauche  derselben  an- 
zuempfchlen.  • G. 


In  den  „Mittheilungen  der  n atu rfo r sehe n den  Ge- 
sellschaft zu  Bern.  No.  245  — No.  247.  S.  184.“  hat  Herr 
R.  Wolf  ein  Bruchstück  aus  einer  von  Lhuilier  in  Genf  ge- 
haltenen akademischen  Rede  mitgetheilt,  welches  in  mehreren  Be- 
ziehungen fiir  die  Geschichte  der  Mathematik  interessant  ist. 
Dasselbe  enthält  eigentlich  die  Geschichte  des  mathematischen 
Lehrstuhls  zu  Genf  während  nahe  einem  Jahrhundert,  und  da- 
bei sehr  interessante  Notizen  über  vier  verdiente  Genfer  Mathe- 
matiker: G.  Cr  am  er,  J.  L.  Calandrini,  G.  Necke  r de  Ger- 
magny  und  vorzüglich  C.  L.  Bertrand.  Der  erstere  dieser  vier 
Männer,  Euler’  s Zeitgenosse,  ist  wohl  durch  seine  ausgezeich- 
nete „lntroduction  ä l’Analyse  des  lignes  coarhes  al- 
gebriques.  Geneve.  1750.  4,“  jedem  Mathematiker  bekannt; 
dass  die  beiden  folgenden  es  weniger  sind,  darf  nicht  befremden, 
da  sie,  bei  aller  Trefflichkeit  ihrer  Kenntnisse,  wenig  geschrieben 
haben;  dass  aber  auch  der  letzte,  nämlich  Bertrand,  im  Allge- 
meinen nicht  sehr  bekannt  ist,  ist  sehr  befremdend  und  im  höch- 
sten Grade  zu  bedauern,  da  das  von  demselben  herausgegebene  grosse 
Werk:  „Developpemen  t nouveau  de  la  partie  elemen- 
taire  des  Mat  h e matiques  prise  dans  toute  son  <£ten- 
due.  T.  1.  et  II.  Geneve.  17/8.  4.“  einen  ungemeinen  Reich- 
thum an  neuen  Ideen  und  Sätzen  enthält,  und  daher  von  jungem 
Mathematikern,  die  namentlich  in  der  Geometrie  leider  nur  zu  oft 
bloss  nach  dem  Neuesten  greifen,  was  in  der  genannten  Wissen- 
schaft, wo  gerade  die  älteren  Werke  viele  Goldkorner  enthalten, 
besonders  zu  bedauern  ist , nicht  so  unbeachtet  gelassen  werden 
sollte,  w'ie  dies  jetzt  der  Falt  zu  sein  scheint.  Da  die  von  Herrn 
Wolf  gemachte  Mittheilung  sehr  geeignet  ist,  das  Andenken  an 
die  genannten  trefflichen  Mathematiker  zu  erneuern,  und  zugleich 
überhaupt  einen  interessanten  Beitrag  zur  Literaturgeschichte  ei- 
nes kleinen  Freistaats  liefert,  der  von  jeher  durch  die  den  Wis- 
senschaften gebrachten  Opfer  sich  in  rühmlichster  Weise  hervor- 
getlian  bat,  so  glaube  ich,  dass  es  den  Lesern  des  Archivs  ange- 
nehm sein  wird,  wenn  ich  dieses  Bruchstück  aus  Lhuilier’s 
akademischer  Rede  hier  folgen  lasse: 

„Avant  que  les  Sciences  philosophiciues  eussent  acquis  Teten- 
due  et  le  degre  de  perfection  auxquelles  eiles  ont  ete  portees 
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<Ian9  oe  siede,  on  pouvait  peut  - etre ' sans  danger  conficr  aux 
niemes  instituteurs  ie  developpement  de  deux  Sciences,  qui,  iiees 
par  un  grand  nombre  de  points  de  contact,  se  pretent  si  souvent 
un  secours  mutuel.  Aussi  cette  reunion  a-t-elle  eu  Heu  dans 
notre  patrie  jusqu’a  l’annee  24 »de  ce  siede.  A cette  epoque  une 
heureuse  circonslance  lit  sentir  au  gouvernement  l’importance  fju’il 
y aurait  a detacher  l’une  de  3’autre  ces  deux  Sciences  de  1 en- 
seigueinent  public,  et  ä ne  pas  mettre  des  entraves  aux.  progres 
de  Tune  et  de  l'autre  en  chargeant  les  niemes  professeurs  de  leurs 
developpement.  G,  Cramer  *)  et  J.  L.  Calandrini  **),  deux 
amis,  nvaux  par  leur  talents,  par  l’etendue 'de  leurs  connaissan- 
ces'pas  proportionnees  a leur  jeunesse,  et  par  leur  babilite  a les 
communiquer , avaient  soutenu  avec  un  egal  succes  les  epreuves 
pour  obtenir  la  chaire  de  philosophie.  Les  electeurs,  en  confe- 
raut  cette  vocation  ä A.  De  la  Kive-j-),  regreterent  de  n’avoir  pas 
ä donner  autant  de  suffrages  qu’il  y avait  de  candidats.  Des  ma- 
gistrats  eclairös,  couvaincus  que  la  culture  des  Sciences  doit  etre 
une  des  sources  de  la  t*loire  la  plus  solide  a laquelle  notre  pe- 
titesse nous  periuette  daspirer,  et  une  des  bases  de  notre  pro- 
sperite  publique,  sentirent  rirnportance  d’attacher  a notre  Acade^ 
inie  deux  jeunes  savants  qui  venaient  de  donner  les  preuves  les 
plus  brillantes  de  leur  capacite.  L'enseignement  des  mathema- 
tiques  lut  des  lors  separe  de  celui  des  autres  brancbes  de  la  phi- 
losopbie,  et  les  deux  nouveaux  professeurs  remplirent  cnnjointe- 
ment  les  fonctions  de  la  nouvelie  cbaire  jusqu’a  l'epoque  ou  la 
promotion  de  Calandrini  a la  chaire  de  philosophie  laissa  Cramer 
seut  en  possession  de  l’enseignement  des  mathematiques. 

> 

„Calandrini  n’est  pas  seulement  connu  de  ses  compatriotes 
auxquels  il  a rendu  les  Services  les  plus  distingues,  d’abord  dans 
ses  fonctions  academiques  et  en  suite  dans  les  preini&res  places 
de  la  magistrature.  Malgre  C extreme  modestic,  qui  lui  faisait 
fuir  la  reputation  exterieure  a laquelle  ses  talents  lui  permettaient 
daspirer,  — il  est  cependant  connu  par  quelques  productions  qui 
prouvent  t’etendue  et  la  profondeur  de  ses  connaissances;  le  com- 
mentaire  sur  les  principe«  de  Newton  qui  a paru  sous  le  nom  des 
Peres  Le  Seur  et  Jacquier,  contieut  des  developpements  sur  les 
matieres  les  plus  difticiies  qui  sont  de  la  main  de  notre  couipa- 
triote'j-'i-) , et  il  a le  premier  montre  t’insuftisance  des  calcuis  du 
mathematicien  anglais,  relatifs  a un  des  points  fondamcntaux  de  la 
theorie  de  la  lune. 


*)  1704—  1752.  Siehe  Senebicr,  liistoirc  liUcrairc  de  Genevc  III., 
104,  und  Mittheilungen  1846,  pag.  23. 

♦*)  1703 — 1758.  Siebe  Senebicr,  III,  112,  und  Miülicilungen  1846, 
png.  219. 

f)  1698 — 1760.  Siehe  Sennebier  III,  103. 

-j-f)  Alle  mit  einem  Aslerique  bezeichneten  Noten  dieser  schönen 
Ausgabe  der  I'rincipien  sind  von  Calandrini« 
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„ Cr  am  er,  profitant  da  loisir  qae  lui  donnait  l'alternatrve  de 
ses  fonctions  academiques , parcourut  les  principales  contrd«  de 
l’Europe,  et  prolongea  sot»  sdjour  dans  les  villes  qui  lui  offraient 
le  plus  de  relations  litteraires.  II  contracta  des  liaisous  intime« 
avec  les  Bernoulli  ä Bäle,  et  ue  dedaigna  pas  de  devenir  leur 
disciple;  ä Lnndres  et  k Paris,  il  se  lia  avec  les  hommes  de  let- 
tres  et  les  mathematiciens  les  plus  profonds  qtie  ces  villes  reutiis- 
saient  en  grand  nombre.  11  devint  membre  des  societes  «avant* 
les  plus  distinguees  et  obtint  un  grand  nombre  des  titres  de  no- 
blesse  litteraires  d’autant  plus  precieux  ä I homme  -de  • titres  qni 
en  est  revetu,  que  le  hazard  de  la  naissance,  et  le  merite  trop 
rarement  hereditaire  des  anc^tres,  n’en  aflfaiblissent  poifit  le  droit 
de  proprietd.  Parmi  les  nombrcux  onvrages  de  Cramer,  qu’il  me 
suftise  de  citer  son  Introduction  ä l’analyse  des  lignes  courbes, 
qui  publiee  en  mänie  temps  que  rintroduction  a l’analyse  de  fin* 
hni  d’Euler,  rivalise  avec  la  partie  de  ce  dernier  ouvrage  qui  est 
relative  au  möme  objet. 

„Apr£s  un  Intervalle  que  je  dois  posser  sous  silence,  laehaire 
des  math^matiques  fut  occupee  pendant  nn  temps  trop  eoort  pur 
le  G.  Wecker  de  Germagny*)  digne  eleve  et  ami  d’Alemberf, 
et  qui  a donne  dans  des  meruoires  profonds  des  preuves  de  l’e- 
tendue  de  ses  counaissances.  Mais  ceux  de  ses  concitoyens  qui 
ont  le  bonheur  dentretenir  avec  lui  des  relations  qui  les  mettent 
en  etat  d’aprecier  ses  qualites  sociales,  qui  connaissent  le  ylf  in* 
teret  qu’il  prend  au  bonheur  de  notre  patrie,  et  Tenipressentent 
avec  lequel  il  dirige  ses  facultes  et  ses  lumieres  vers  tout  ce  qui 
a rapport  au  bien  public,  oubiie  ses  titres  litteraires  pournes’oc- 
cuper  que  des  droits  qu’il  a comme  citoyen  ä leur  estime,  ä leur 
attachement  et  a leur  reconnaissance. 

„Le  C.  L.  Bertraud  **),  ^leve  d’Euler  et  digne  des  le<ons 
de  ce  grand  homme,  membre  de  l’academie  des  Sciences  et  heller* 
lettres  de  Prusse,  cultiva  de  bonne  heure  les  Sciences  ex*et»> 
Apres  avoir  rempli  pendant  pr4s  de  trente-cinq  an  n des  la  chajrc 
des  mathematiques,  avec  un  zele  couronne  par  le  succes  avec  le* 
quel  il  a forme  de  nombreux  dleves,  il  a desire  jouir  du  tepo» 
que  la  duree  de  sa  vocation  lui  avait  merito.  Ceux  de  nos  coro- 
patriotes  qui  ont  eu  comme  tnoi  le  bonheur  de  profitcr  de  ses  in* 
structions  l’accompagnent  de  leur  regrets  et  de  leur  reconnaw* 
sance;  je  ne  crains  pas  de  me  tromper  en  les  jugeant  d’apres 
mon  propre  cceur.  L’originaütd  de  sa  methode  qui  decele  lc  ge 
nie,  I’exactitude  et  la  vigueur  de  ses  procedes,  la  inultitude  de 


•)  Lonis  Necker  wurde  1730  geboren,  1757  Professor  der  M»tbcnia 
tik.  Siehe  Senebier  III,  145. 

**)  Louis  Bertrand  wurde  am  3.  October  1731  zu  Genf  gcbore0’ 
versah  von  1761 — 1705  die  Professur  der  Mathematik  in  Genf  und  j 
daselbst  am  15.  Mai  1812.  Siehe  über  ihn  Senebier  111/  145,  nB*  * 
menllich  Bibliothcquc  britannique.  Toui.  50.  Sciences  et  art«.  laf' 
173—181. 
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matteres  interessantes  qu’il  a traitees,  rendent  son  grand  ouvrage 
quoique  sous  un  titre  eiemeutaire,  precieux  iiteme  a ceux  qui  out 
üejä  fait  de  progres  dans  la  Science  *).  Les  applications  qui  y 
sont  contenus  sont  propres  ä piquer  ia  curiosite  par  ieur  impor- 
tance  et  par  la  maiuere  dont  elles  y sont  presentees.  II  contient 
les  germes  nombreux  de  nouvelles  recherches,  et  depnis  sa  publi- 
cation  le  C.  Bertrand  a poursuivi  avec  succes  ses  profondes  me* 
ditations  sur  quelques -uns  des  chefs  qui  y son  traites.  Nous  at- 
tendons  avec  une  juste  impatience  ses  travaux  sur  la  solution  ge- 
nerale des  equations.  Lors  meine  qu’il  ne  parviendrait  pas  h 
sunuonter  completenient  des  difflcultcs  qui  jusuua  present  ont 
arrete  tous  les  mathematiciens , l’ardeur  infatigable  avec  Jaquelle 
il  a poursuivi  ses  calculs  ne  doit  nous  laisser  aucun  doute  qu'ils 
ne  presentent  des  decouvertes  importantes**). 

„Le  succes  qu’on  obtient  dans  ta  culture  d’une  science  est 
uu  lien  qui  y attache  fortement,  et  il  n’est  reserve  qu’a  un  petit 
nombre  Je  getiics  privilegies  d elendre  et  de  varier  Ieur  occupa- 
tion  sur  un  grand  nombre  d’objets.  Le  0.  Bertrand  jouit  de  cette 
heureuse  dispositiou.  Il  n’est  etranger  a aucune  des  brancbes 
des  Sciences  philosophiques.  Les  discours  qu’il  a prononces  dans 
cette  ceremonic  litteraire  et  patriotique,  decelent  le  philosophe 
profond  et  ingenieux.  Il  se  plait  a remonter  uux  causes  des  grands 
phenomenes  de  la  nature  et  de  ceux  surtout  qui  concernent  plus 
particulietement  le  gtolie  que  nous  habitons.  Il  a traite  de  1 ele- 
ctricite  comnie  cause  de  la  foudre,  avant  que  les  principe«  de 
Franklin  et  le  succes  avec  lequel  il  a ddsarme  les  cieux  fussent 
connus  et  admis  aussi  universellement  qu’ils  meritent  de  l’etre,  — • 
et  ensuite  de  deux  tleaux  destructeurs  de  notre  globe,  la  grele  et 
les  tremblemens  de  terre.  Avant  l’expedition  de  Cook  dans  la 
nier  du  Sud,  il  developpa  les  raisons  qui  le  portaient  a croire  que 
cet  intrepide  navigateur  ne  trouverait  point  de  terres  australes. 
11  a expose  avec  la  profondeur  et  la  preeision  qui  lui  sont  pro- 
pres la  nature  des  differens  fluides  dlastiques,  dont  la  decouverte 


*)  Developpement  nouveau  de  Ia  partie  eiementaire  des  mathdma- 
ques  prise  dans  toute  son  ätendue:  par  Louis  Bertrand.  Geneve  1778. 
2 vol.  in  4. 

**)  Da  die  Bibliotliöquc  britannique  nicht  immer  bei  Händen  ist,  so 
mag  ihre  Notiz  Aber  Bertrand’«  Bemühungen  um  die  allgemeine  Lösung 
der  Gleichungen  hier  beigefügt  werden:  ,,  On  sait  que  jusqu’a  present 
les  Solutions  generale«  des  equations  s’amUcnt  an  quatrieme  degre,  et 
que  les  pouvoirs  de  l’analyse  y ont  trouvd  leurs  limites,  raöme  dans  Ia 
main  des  plus  grand  mathömaticiens.  M.  Bertrand  avait  eu  le  courage 
d’entrer  dans  la  route  qui  pouvait  conduire  ä cette  conqulte,  par  Ia  so- 
lution d’un  prohleme  qui  offrait  quatre-vingt-dix-huit  equations:  il  tra- 
vailla  »ans  Interruption,  pendant  sept  ou  huit  anndes,  a l’eliiuitation  des 
inconnues  de  ccs  equations,  avec  une  sagacitd,  une  constance  et  un  ordre 
qu’on  ne  peut  assez  admirer.  B avait  l’espoir  d’arriver  au  terine  oü  il 
verrait  si  le  problörae  dtait  determinö,  lorsque  les  troublcs  de  sa  patrie 
l'arrachörent  a ccs  occupations  tranquilles,  et  l’engagerent  a en  faire  un 
glnereux  sacrifice,  pour  se  ddvoucr  au  bien  public/’ 
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' a changd  la  face  d’une  Science,  qui  entre  les  mains  des  chiuii- 
stes  modernes  devient  aussi  lumineuse  qu’elle  a ete  envelopee  de 
tenebres.  L’activite  de  son  genie,  ne  iui  permettant  pas  nne  re- 
traite  oisive,  il  s’y  occupe  du  ddveloppement  de  ses  vues  geolo- 
giques,  qui  ont  fait  le  sujet  de  son  derniei-  discours,  et  il  nous 
tarde  de  voir  paraitre  le  fruit  de  ses  recherches  et  de  ses  medi- 
tations  *). 

„Je  n’entrenrendrai  pas  de  depeindre  comme  litterateur  le 
Mathematicien  pnilosophe  dont  nous  regrettons  la  retraite.  C’est 
dans  la  lecture  des  podtes  les  plus  ceiebres  de  l’antiquite,  qu’il 
cherche  le  delassement  ä ses  travaux  les  plus  penibles.  Les 
ouvrages  qu’il  a composes  sur  linstruction  publique  sont  entre 
les  mains  de  tous  nos  concitovens;  conduit  jmr  le  patriotisme, 
appuye  sur  une  heureuse  experience,  il  y plaide  avec  chaleur  et 
avec  une  connaissance  approfoudie  la  cause  dont  il  est  le  digne 
avocat. 

* ' 

/ „Ce  n’est  pas  seulement  aux  mathematiciens,  aux  philosophes, 
aux  litterateurs,  que  la  retraite  du  C.  Bertrand  est  sensible;  eile 
doit  etre  une  cause  de  deuil  potir  tous  nos  concitoyens.  Dans  les 
dangers  imminens  de  notre  patrie,  il  Iui  fit  le  plus  grand  des  sa* 
crifices  auxquels  puisse  se  resoudre  un  homme  de  lettres,  qui  a 
cultive  avec  succes  des  Sciences  amies  de  la  paix  et  de  la  tran- 
nuillite.  Abandonnant  ses  etudes  favorites,  il  sortit  de  la  retraite 
de  son  cabinet  pour  se  plonger  dans  le  tourbillon  des  affaires  pu* 
bliques : dans  le  plus  fort  de  l’orage  il  mit  la  main  au  gouvernail, 
et  n’epargna  ni  soins  ni  travaux  pour  sauver  notre  freie  nacelle.“ 


*)  Bertrand  legte  seine  geologischen  Ansichten,  in  deren  Bearbeitung 
er  die  durch  die  Revolution  in  seinem  Vaterlande  hervorgerufenen  Wir- 
ren 7.u  vergessen  suchte,  in  dem  Werke:  „Renouvellemens  periodigues 
des  continens  terrestres.  Baris,  an  VIII.  8.“  nieder. 
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literarischer  Bericht. 


Arithmetik. 


Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und 
Algebra-  Für  Gymnasien  und  Ge  werbschulen  bear- 
beitet von  Friedrich  Hofmann,  Prof,  der  Mathem.  an» 
k.  Gymnasium  zu  Bayreuth,  ln  drei  Theilen.  Erster 
Theii.  Arithmetische  Au fgab en.  Bay re u th.  Grau.  1852. 
8.  1 5 S g r. 

Den  Lehrern  der  Mathematik  wird  hier  eine  neue  Sammlung 
von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra  geboten,  welche 
aus  drei  Theilen  bestehen  soll.  Der  erste,  die  arithmetischen 
Aufgaben,  d.  h.  der  die  Aufgaben  aus  der  gewöhnlichen  Rechen- 
kunst enthaltende  Theii,  liegt  uns  vor,  und  wir  müssen  gestehen, 
dass  uns  lange  keine  derartige  Sammlung  vorgekommen  ist,  wel- 
che uns  so  angesprochen  hatte,  wie*  diese.  Man  sieht  es  dersel- 
ben auf  den  ersten  Blick  an,  dass  sie  von  einem  wirklichen  Ma- 
thematiker angelegt  worden  ist,  und  nicht,  wie  dergleichen  Samm- 
lungen grüsstentheils,  von  einem  gewöhnlichen  pädagogischen  Re- 
chenkünstler,* der  bei  aller  seiner  eingebildeten  mathematischen 
Weisheit  doch  meistens  nicht  zu  beurtbeilen  versteht,  was  dem 
künftigen  eigentlichen  mathematischen  Unterrichte,  wenn  derselbe 
namentlich  auch  für  das  Leben  wahre  Frucht  tragen  soll,  nützet 
und  frommet.  Vor  allen  Dingen  müssen  wir  die  mathematische 
Klarheit  und  Bestimmtheit,  freilich  aber  auch  meistens  grosse 
Kürze,  hervorheben,  womit  alle  diese  Aufgaben  gefasst  sind,  in 
welcher  Beziehung  die  vorliegende  Sammlung  arithmetischer 
Aufgaben  uns  lebhaft  an  den  rücksichtlich  dieser  mathematischen 

Band  XIX. 


76 


I 


954 

\ 

Klarheit  und  Bestimmtheit,  — Durchsichtigkeit  für  den  Schüler, 
mochten  wir  sagen,  — nach  unserer  Ansicht  noch  unübertroffenen 
algebraischen  Meier  Hirsch  erinnert  hat.  Ferner  ist  hervor- 
zuneben  der  unausgesetzte,  überall  völlig  richtige  Gebrauch  der 
mathematischen  Zeichen , wodurch  die  Schüler  frühzeitig  an  den- 
selben gewöhnt  werden,  indem  sich  aber  der  Herr  Vf.  nirgends 
Willkührlichkeiten  im  Gebrauch  dieser  Zeichen  gestattet,  wie  zu 
grossem  Schaden  für  den  künftigen  eigentlichen  mathematischen 
Unterricht  leider  häutig  in  Rechenbüchern  geschieht. 

Endlich  halten  wir  es  für  sehr  zweckmässig  und  für  einen 
glücklichen  Gedanken,  dass  der  Herr  Vf.  in  den  Wortausdrücken 
der  einzelnen  Aufgaben  sich  überall  der  Buchstaben  als  allgemei- 
ner Symbole  bedient  hat,  was  wieder  dazu  dient,  die  Schüler  schon 
früh  an  den  Gebrauch  dieser  Symbole  zu  gewöhnen,  was  für  den 
späteren  mathematischen  Unterricht  so  ungemein  wichtig  ist.  -Als 
ein  Beispiel  geben  wir  aus  den  Aufgaben  über  Multipiication  und 
Division  benannter  Zahlen  die  folgende  Aufgabe,  wie  sie  uns  ge- 
rade in  die  Augen  fällt : 

„Wie  gross  ist  der  Umfang  einer  Welle,  wenn  sich  ein  Faden, 
dessen  Lauge  a Fuss,  b Zoll,  c Linien  ist,  n.mal  um  dieselbe 
winden  lässt  ?. 


II 

£ 

250 

210 

232 

b = 10 

11 

11 

2 

c = 1 

7 

3 

— 

/ 

« = 107 

71 

81 

56« 

Dass  hierdurch  zugleich  eine  sehr  grosse  Reichhaltigkeit  an 
Aufgaben  erzielt  w’erden  konnte  und  worden  ist,  versteht  sich  von 
selbst.  Bei  den  Geldrechnungen  bat  sich  der  Herr  Vf.  ganz  recht 
hauptsächlich  und  gleichmässig  der  Rechnung  mit  Gulden  und 
Kreuzern  und  mit  Thalern  und  Silbergroschen  bedient.  Auf  Phy- 
sik und  Chemie  ist  vielfach  Rücksicht  genommen,  und  sowohl  die- 
ses wissenschaftliche  als  auch  das  kaufmännische  Bedürfniss 
scheint  durch  die  angehängten  Tafeln  hinreichend  befriedigt  zu 
sein.  Resultate  sind  den  Aufgaben  nicht  beigefügt.  Wenn  wir 
dies  auch  im  Ganzen  billigen,  so  müssen  wir  aber  doch  dringend 
wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  die  Resultate  so  bald. als  irgend 
möglich,  in  einem  besonderen  Hefte  herausgebe,  was  wir  für  den 
Gebrauch  des  Lehrers,  und  auch  für  den  fleissigen  Schüler,  der 
pr  vatim  von  diesen  Aufgaben  zu  seiner  Uebung  Anwendung  ma- 
chen will,  unerlässlich  halten.  Wir  haben  bei  diesem  Elementar- 
buche uns  etwas  länger  als  gewöhnlich  verweilt,  weil  wir  uns  für 
verpflichtet  hielten,  die  Lehrer,  welche  in  dein  Rechenunterrichfe 
hauptsächlich  eine  Vorbereitung  für  den  künftigen  strengen  mathe- 
matischen Unterricht  erblicken,  im  Interesse  dieses  Unterrichts 
au  dasselbe  aufmerksam  zu  machen.  Die  folgenden  Theile  wer- 
den wir  sogleich  nach  ihrem  Erscheinen  anzeigen. 

Essai  sur  la  Metaph y siejue  du  calcul  integral.  Par 
C.  A.  Agardh,  Eveque  de  C arlstad  etc.  Etudes  de  loisir. 

Stockholm.  1840.  8. 

• > • • • 
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Apper^u  de  la  methode  des  seines  pour  resoudre 
les  equations  n u in  er  i q u es.  Par  C.  A.  Agardh,  Eveque  " 
de  Carlstad  etc.  Stockholm.  1849.  8. 

« 

Höchst  erfreulich  ist  es  zu  sehen,  wie  der  auf  anderen  wissen- 
schaftlichen Gebieten  hochberühmte  Verfasser  der  beiden  obigen 
Schriften  im  höheren  Alter  seine  Müsse  mathematischen  Studien 
widmet.  Sind  diese  beiden  Schriften  auch  in  einem  älteren  ma- 
thematischen Geiste  verfasst,  so  enthalten  sie  doch  manche  feine 
Bemerkungen,  wie  von  einein  in  vielen  Beziehungen  so  ausge- 
zeichneten Gelehrten  sich  nicht  anders  erwarten  lässt,  weshalb 
wir  dieselben  den  Lesern  des  Archivs  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfehlen.  Wer  wie  der  geehrte  Verfasser  auf  den  Titel  einer 
Schrift  sur  la  Metaphysique  du  calcul  integral  aus  Ueber- 
zeuguog  das  Motto  setzen  kann : 

„Haec  studia  senectutem  oblectant,  adversis 
rebus  perfugium  ac  solatium  praekent.  (Ci-  ' 
cero  pro  A rchia.)“ 

kann  wahrlich  diesen  Studien,  wie  es  bei  anderen  wissenschaftli- 
chen Beschäftigungen  nur  zu  oft  geschieht,  nie  fremd  geworden 
sein,  und  verdient  deshalb,  bei  so  eminenten  anderen  wissenschaft- 
lichen Verdiensten,  unsere  höchste  Bewunderung  und  Verehrung. 

• . ✓ 

Die  folgenden  auf  der  Universität  Lund  in  Schweden  neuer- 
lich erschienenen  analytischen  Dissertationen  empfehlen  wir  der 
Beachtung  unserer  Leser : 

. De  aequatione  quinti  gradus  quousque  licet  redu- 
cenda.  Dissertatio,  quam  venia  ampliss.  Facult.  Philos. 

e 

p.  p.  Mag.  Jacobus  Nicolaus  Granlund  et  Emil  Od- 
manssot).  Lundae.  1852.  4. 

Elementära  Reglor  für  Ro tutdragning.  Akademisk 
Afliandling,  bvilken  under  Praesidium  af  C.  J.  Ds.  Hill, 
Math.  Prof,  für  Filosofiska  Doktorsgraden  utgifves  af 
Nils  Theodor  Sylvan.  Lund.  1852.  4.  1.  (II.  Fortsetzung 
Theodor  C.  H.  Wenster.  Lund.  1852.  4.  unter  demsel- 
ben Präses.) 

De  magnis  Logarithmi  integralis  valoribus  apte 
computandis.  Dissertatio  quam  publico  examini  sub- 
I i c i t Fredr.  Theod.  Blomstrand,  Respondente  Arv.  Car. 

"Nerman.  Lundae.  1852.  4. 


Sur  les  conditions  de  l integrab ilite  de  l’equation 
differentielle  du  second  ordre 

+ <Pi  (*)  + <Pi  (*).¥  — o, 

<pn(x)  designant  tine  fonction  entiere  de  x du  degre  w. 
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Par  A.  F.  Svanberg.  (Extrait  des  memoires  de  la  Soc. 
des  Sciences  ä Upsal.)  A Upsal.  1851.  4. 

Den  besonderen  Fall  dieser  Differentialgleichung,  wenn 


ist,  also  qp|(ar),  <p2(:r),  ip3(x)  respective  ganze  rationale  algebraische 
Funktionen  des  Uten,  lsten,  2ten  Grades  sind,  hat  Liouville  im 
Journal  de  l’eeole  poly technique,  Tome  XIII.  behandelt 
Der  Herr  Verfasser  lehrt  aber  in  der  vorliegenden  Abhandlung  die 
obige  Differentialgleichung  zu  integriren , wenn  <Pi(a:)f  q>^(ar)9<p3(x) 
ganze  rationale  algebraische  Funktionen  respective  vom  lsten,  *2ten 
3ten  Grade  sind,  so  dass  also  die  von  Liouville  betrachtete  Glei- 
chung unter  der  von  dem  Herrn  Verfasser  behandelten  als  ein  be- 
sonderer Fall  enthalten  ist.  Wir  halten  daher  diese  Abhandlung 
für  einen  sehr  guten  Beitrag  zur  Integralrechnung,  und  empfehlen 
sie  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  recht  sehr. 

Verhandeling  over  deMethode  der  kleinste  Quadra- 
ten. Eerste  Afdeling.  Tweede  Gedeelte.  Door  G.  J. 
Verdam,  Hoogleeraar  aan  de  Universiteet  tee  Leiden. 
Groningen.  1852.  4. 

Den  ersten  Theil  der  ersten  Abtheilung  dieses  grossen  und 
ausgezeichneten  Werkes  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
haben  wir  mit  gebührendem  Lobe  im  Literar.  ßer.  Nr.  LX1X.  $. 
884.  angezeigt,  und  freuen  uns  sehr,  dass  die  Fortsetzung  so  bald 
gefolgt  ist,  mit  dereu  Inhaltsanzeige  wir  uns  im  Nachstehenden 
begnügen  müssen : 

Zevende  Hoofdstuk.  Over  de  toepassing  des  hoofdregels 
van  de  methode  der  kleinste  quadraten,  indien  aan  de  waarne- 
mingen,  inet  welker  uitkomsten  de  lineaire  vergelijkingen  der  fei- 
len zijn  opgemaakt,  of  wel,  indien  aan  die  uitkomsten  een  zelfde 
graad  van  naauwkeurigheid  niet  kan  toegekend  worden.  Veik\a- 
ring  der  begrippen  van  niaat  van  juistheid  en  van  gewigt.  Bepaalde 
aanwijzing  van  het  gebruik,  bij  de  berekcning  der  waarshi jnlijke 
getalwaarde  van  een  enkel  element,  enz.  — Achtste  Hoofdstuk. 
Over  het  bepalen  der  grootte  van  fouten  of  feilen,  — itizonderheid 
van  de  zoogenaamde  middelbare  en  waarschijnlijke  fouten  of  feiten, 
— betrekking  hebbende  tot  de  uitkomsten  van  waarneming.  en  tot 
die  van  berekeuing  der  getalwaarde  van  een  enkel  element.  For- 
mulen of  regels,  voorhet  berekenen  der  getalwaarden  van  de  grootte 
en  der  grenzen  van  grootte  dier  feilen.  Voorbeelden,  opmerkin- 
gen,  enz.  — N egen  de  Hoofdstuk.  Over  het  berekenen  der 
grootte  van  feilen,  maten  van  juistheid,  enz.,  der  waarschijnliike 


grootte  bepaald  of  gegeven.  Voorbeelden,  enz. — Tiende  Hoofd- 
stuk. Over  het  berekenen  der  grootte  van  middelbare  en  waar- 
schijnlijke fouten  in  uitkomsten  van  waarnemingen,  en  inzonderheid 
over  het  berekenen  van  de  grootte  der  gewigten  en  der  waarsbijn- 
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lijke  fouten,  welke  betrekking  hebbet»  of  behooren  tot  de  bere- 
uende waarschijnlijke  waarden  der  onbekende  elementen  eener  li- 
neaire  functie.  Kegels;  Voorbeelden  tot  opheldering  en  toepassing ; 
bijzondere  opinerkingen , enz.  — Elfde  Hoo fds tu k.  Over  an- 
dere rekenwijzen,  zoo  van  Hansen  als  van  Gauss,  volgens  welke, 
of  alleenlijk  de  getalwaarden  der  gewigt.en , aan  berekende  waar- 
den  van  elementen  toe  te  kennen,  worden  verkregen,  of  de  geligk 
zoovvel  de  waarden  dezer  elementen,  onafhankelijk  van  elkander, 
als  de  grootte  de  waarschijnlijke  fouten,  enz.  Ander  allgenieen  be- 
wijs  van  de  waarbeid  der  formule,  ter  berekening  van  de  grootte 
der  middelbare  fout,  betrekking  hebbende  tot  de  uitkomsten  van 
waartiemingen,  door  welke  de  waarschijnlijke  waarden  van  de  on- 
derscheidene  elementen  eener  linebire  functie  zijn  bepaald  gewor- 
den. — Twaalfde  Hoofdstuk.  . Over  bet  bepalen  der  waar- 
schijnlijke getalwaarden  van  groothedep  of  van  elementen  eener  . 
functie,  die  niet  dnderling  onafhankelijk  zijn,  bijaldien  de  noodige 
uitkomsten  van  waarnemingen , of  die  van  berekening,  een  onder- 
scheiden  gewigt  hebben.  Over  de  grootte  de  middelbare  fout,  in 
dezelfde  onderstellingen  toe  de  kennen  aan  eene,  waargenomene 
uitkomst,  welke  de  eenheid  tot  gewigt  heeft.  Beschouwing  en  op- 
lossing  van  het  voorsted  der  bepaling  von  de  meest  naauw  keurige 
waarden  van  functidn,  alsmede  van  de  middelbare  of  waarschijn- 
lijke fouten  in  deze  waarden,  iudien  de  elementen  geene  onderling 
onafhankelijke  grootheden  zijn.  Voorbeelden,  enz. 

Niemand  wird  dieses  grosse  und  ausgezeichnete  Werk  beim 
ausführlichen  Studium  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ent- 
behren können. 


Mechanik. 


Consdquences  necessaires  de  rdquation  .de  la  con- 
tinuite  des  fluides.  Expose  par  Er.  Ed I und.  (Extrait 
des  Memoires  de  la  Societe  Royale  des  Sciences 
d’Upsal.)  A Upsal.  1846.  4. 

Wenn  auch  diese  Abhandlung  schon  vor  einigen  Jahren  er- 
schienen ist,  so  halten  wir  ihren  Inhalt  doch  für  so  interessant, 
dass  wir  ihr  hier  nachträglich  noch  einige  Worte  widmen  zu  müs-  , 
sen  glauben,  indem  wir  Zweck  und  Inhalt  derselben  in  der  Kürze 
nicht  besser  als  mit  den  folgenden  eigenen  Worten  des  Herrn  Ver- 
fassers glauben  angeben  zu  können: 

„L’integrale  des  dquations  differentielles,  desquelles  depend 
le  mouvement  des  fluides,  contient,  comme  on  sait,  des  fonctions 
arbitraires,  qui  devront  etre  determinees  par  les  conditions  du  mou- 
vement special,  qu’on  considere.  Lagrange  a,  le  premier,  cherche 
ä les  ddterminer  a l’aide  des  equations  qui  expriment  que  les  pur- 
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ticules,  situees  au  commencement  du  jnouvement  a la  surface  du 
vase  ou  ä Ia  surface  librc,  se  meuvent  constamment  durant  le 
mouvement  suivant  ces  surfaces.  Cette  Hypothese,  bien  qu’elle 
contribue  ä ia  determination  de  ces  fonctions  arbitraires  et,  d’ail- 
leurs,  indique  une  propriete  importante  des  fluides,  n’etait  pas,  a 
ce  que  nous  savons,  demontree  jusqu’ä  ce  que  M.  A.  F.  Sran« 
berg,  dans  une  dissertation,  insdree  aux  Memoires  de  l'Academie 
Royale  des  Sciences  de  Stockholm  pour  l’annee  1839,  l’avait  de* 
duite  comme  une  consequence  necessaire  de  la  continuite,  dans  le 
cas  d’une  masse  fluide  incompressihle,  la  surface  du  vase  etant 
engendree  par  la  revolution  cf’une  courhe  quelconque.  Dans  une 
dissertation  precedente  nous  avons  demnntre,  par  la  methode  de 
M.  Svanberg,  cette  propriete  pour  les  fluides  incompressibles, 
quelle  que  soit  la  forme  du  vase.  Ici,  en  generalisant  cette  de* 
monstration,  nous  ferons  voir,  que  la  proprietd  en  question  a Heu 
meine  pour  les  fluides  compressibles,  en  supposant  toutefois  que 
l’equation  de  la  continuite  subsiste  toujours. 


Physik. 

Memoire  surlaTemperature  de  la  terre  a differen- 

O 

t es  profondeurs,  a U psal.  Par  A.  J.  Ä n gs t rum,  Membre 
de  l‘Acad.  des  Sciences  a Stockholm  et  de  la  Soc.  des 
Sciences  a Upsal.  Extrait  des  Acta  Reg.  Soc.  Upsal. 
A Upsal.  1851.  4. 

Die  wichtigsten  Fragen,  welche  geothermometrische  Versuche 
zu  beantworten  versuchen  müssen,  sind:  1.  Welches  ist,  unter 

verschiedenen  Breiten,  die  den  verschiedenen  Schichten  des  Erd- 
bodens eigenthümliche  Temperatur  bis  zu  derGränze,  bis  zu  wel- 
cher sich  die  Wirkung  der  Sonne  erstreckt.  2.  Welches  ist  die 
Wärmequantität,  welche  die  Sonne  im  Laufe  eines  Jahrs  zur  Erde 
sendet,  und  auf  welche  Weise  vertheilt  sich  dieselbe  auf  die  ver- 
schiedenen Jahreszeiten.  3.  Nach  welchen  Gesetzen  verbreitet 
sich  die  uns  von  der  Sonne  gesendete  Wärme  in  den  unteren 
Schichten  der  Erdrinde  bis  zu  der  Gränze,  bis  zu  welcher  sich 
die  jährlichen  Veränderungen  erstrecken. 

• 

Diese  schon  früher  von  Quetelet  in  Brüssel,  Forbes  in 
Edinburg,  Caldecott  in  Trevandrum  discutirten  Fragen  ei- 
ner neuen  gründlichen  Beantwortung^  zu  unterwerfen,*  ergriff  die 
Königliche  Societät  der  Wissenschaften  zu  Upsala,  welche  von 
jeher  sich  mit  dem  grössten  Eifer  der  Förderung  der  Wissenschaf- 
ten widmet,  mit  Freude  den  Vorschlag  ihres  verewigten  Mitglie- 
des, des  treffl liehen  Ru d bei  ff,  neue  geothermometrische  Beob- 
achtungen zu  Upsala  anzustellen,  und  stellte  demselben  zu  die- 
sem Zwecke  9 Geothermometer  von  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10  und  15 
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Schwedischen  Fussen  Länge  zur  Verfügung.  Die  im  Decemher 
1837  begonnenen  Beobachtungen  endigten  am  Anfänge  des  Jahrs 
1846,  und  wurden  im  Garten  des  chemischen  Laboratoriums,  wel- 
cher an  der  Gränze  des  südlichen  Gebiets  der  Stadt  Upsala  liegt, 
in  einer  Hohe  von  50  Fuss  über  dem  Meere  angestellt.  Der  im 
Jahre  1830  erfolgte  Tod  Rudberg’s  brachte  zwar  keine  wesent- 
liche Störung  in  die  Beobachtungen  selbst,  wär  aber  die  Ursache, 
dass  dieselben  einer  sorgfältigen  Redaction  und  Discussion  bisher 
nicht  unterworfen  wurden.  Diesem  in  vielen  Beziehungen  schwie- 
rigen Geschäft  hat  sich  nun  der  geehrte  Herr  Verfasser  der  vor- 
liegenden Abhandlung  mit  der  grössten  Umsicht  und  Sachkenntnis, 
ganz  im  neuesten  Geiste  der  Wissenschaft,  unterzogen,  und  da- 
durch eine  Arbeit  geliefert,  welche  wir  für  den  fraglichen  Gegen- 
stand'jedenfalls  höchst  wichtig  halten.  Leider  müssen  wir  uns 
hier  begnügen,  im  Folgenden  nur  den  Hauptinhalt  dieser  ausge- 
zeichneten Abhandlung  auzugeben : 

Pt  emi'ere  Partie.  Resumd  des  observations.  1.  Con- 
struction  des  thermometres.  2.  Correction  des  thermometres.  3, 
Variations  annuelles  de  la  temperature  de  la  terre.  4.  Tempera- 
tures  moyennes  annuelles  — variations  seculaires.  5.  Comparaison 
des  resuftats  precedents  avec  des  observations  anciennes.  6.  Va- 
i riations  diurnes. 

Seconde  Partie.  Comparaison  des  resultats  pre- 
cedents avec  la  theorie.  1.  Propagation  de  la  chaleur  dans 
la  terre.  2.  Temperature  de  la  surface  terrestre. 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  mit  derselben  Gründlichkeit 
und  demselben  Scharfsinne , welche  alle  Arbeiten  des  verewigten 
lludberg  bekanntlich  so  sehr  auszeichneten,  ausgeführte  Unter- 
suchung bei  allen  Mathematikern  und  Physikern  die  Aufmerksam- 
keit finden  möge,  welche  dieselbe  so  sehr  verdient,  und  sagen 
unsern  Dank  der  Königlichen  Societät  der  Wissenschaften  zu  Up- 
sala, dass  sie  durch  ihre  kräftige  Unterstützung  die  Möglichkeit 
dieser  Beobachtungen  herbeiführte,  und  dem  Herrn  Vf.,  dass  er 
sich  deren  so  höchst  sorgfältigen  Discussion  unterzog. 


Försök  att  förklara  orsaken  tili  den  dynamiska 
thermo -electriciteten.  Inbjudningsskrift  af  Promoter 
Adolf  Ferd.  Svanb  erg.  Upsala.  1851.  4. 

Mit  dieser  Schrift  hat  der  Professor  der  Physik  an  der  Uni- 
versität zu  Upsala,  Herr  Adolf  Ferdinand  Svanb  erg,  zu  der 
feierlichen  Magister-Promotion  am  15.  Juni  1851  eingeladen.  Diese 
Abhandlung  ist  sowohl  tvegen  ihres  wissenschaftlichen,  als  auch 
wegen  ihres  sonstigen  amtlichen  Inhalts  interessant.  Der  wissen- 
schaftliche Theil  ist  zwar  nur  kurz,  beschäftigt  sich  aber  in  scharf- 
sinniger Weise  mit  der  mathematischen  Theorie  der  Thermo-Ele- 
ctricität,  und  muss  der  Beachtung  der  Mathematiker  und  Physiker 
empfohlen  . werden.  Im  rein  amtlichen  Theile  finden  wir  aus  den 
13  schwedischen  Nationen  gerade  100  Promovirte,  voran  5 Jubel- 
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maxister,  der  eine,  Johann  Ponten,  Smotandus,  ein  würdiger 
schwedischer  Geistlicher,  noch  von  der  Universität  Greifswald  im 
Jahre  1800  promovirt,  und  als  Philosophiae  Doctor  et  ar- 
tium  liberal  ium  MagistenHonorariu  s den  berühmten  Chri- 
sto p her  Hansteen  in  Christiania.  Dass  auf  den  schwedischen 
Universitäten  solche  amtliche  Schriften  in  der  Landessprache  er- 
scheinen, »st  gewiss  eine  sehr  schiine  Sitte,  da  im  Gegentheil 
der  deutsche  Professor  sich  fast  immer  noch  schämen  muss,  wenn 
er  bei  solchen  Gelegenheiten  nicht  mit  römischer  Zunge  anftritt. 


Am  5.  Juni  1849  wurde  in  Dorpat  eins  der  grössten  und  schön- 
sten Hofphänomene,  welche  überhaupt  Vorkommen  können,  beob- 
achtet. Dieses  merkwürdige  Phänomen  hat  der  Herr  Director 
Madie  rin  Dorpat  in  einer  besonderen  Abhandlung  beschrieben, 
und  Herr  Observator  Clausen  die  Theorie  dazu  geliefert,  auf 
welche  wir  die  Leser  des  Archivs  aufmerksam  machen,  da  die- 
selbe als  ein  Muster  für  die  Theorie  der  Höfe  überhaupt  betrach- 
tet werden  kann,  um  so  mehr,  da  sie  möglichst  elementar 
gehalten  worden  ist.  Der  Abhandlung  sind  auch  drei  recht  schöne 
Figurentafeln  beigegeben  worden,  welche  sehr  zur  Verdeutlichung 
der  Sache  beizutragen  geeignet  sind. 
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